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NOTE 

SUR  QUELQUES   FORMULES    DE  CALCUL    INTEGRAL; 
Par    m.    Alfred    SERRET, 

Ancien  Elève  de  l'École  Polvlechniqn.'. 

I.  Le  but  principal  de  cette  Note  est  la  recherche  des  quatre  inté- 
grales définies 

I  ^  -T 

/      (cos  jc)'"  cos  {njc)  a'x,  P  (cos  x)'"  (sin  nx)  dx , 

(ij         ;  •/  °  j  o 

)       -  ~' 

I  J  ^   (sin  x)"'  cos  (nx)  dx ,  l     (sin  xr  sin  /ix)  dx . 

dans  lesquelles  m  et  n  sont  des  quantités  quelconques. 

La  première  de  ces  quatre  intégrales  est  exprimable  au  moyen  d'in- 
tégrales eulériennes  de  première  ou  de  seconde  espèce.  On  trouve,  en 
effet, 

/(cos  x'"  cos  inx)  dx  =  -^  — ; T{m-\-i_ 
,      °                                                 2'"+'      /m-+-«         \      /„,_„         \ 

w 

(/n-(- 1)2'»+'  B  (-- f-i, Hi) 

Tome  Vm. -Janvieh   1843.  I 
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Ciette  formule  est  due,  je  crois,  à  M.  Cauchy,  qui  l'a  déduite  d'inté- 
grales définies  prises  entre  des  limites  imaginaires  [*].  I^a  démonstration 
qu'en  a  donnée  ce  géomètre  est  la  seule  que  je  connaisse. 

Quant  aux  trois  dernières  des  intégrales  (i),  elles  ne  sont  pas  expri- 
mables au  moyen  des  T  ;  leur  expression  est  quelquefois  très-simple. 
Cela  arrive,  par  exemple,  si  la  différence  n—  m  est  un  nombre  entier 
pair;  d'autres  fois,  au  contraire,  cette  expression  est  fort  compliquée. 
Dans  tous  les  cas,  elles  sont  exprimables  au  moyen  d'intégrales  défi- 
nies qui  ont  avec  les  fonctions  eulériennes  la  plus  grande  analogie. 

L'expression  des  quatre  intégrales  (i)  se  déduit,  comme  on  va  le 
voir,  avec  la  plus  grande  facilité,  de  la  simple  définition  des  intégrales 
d'Euler:  l'une  d'elles,  la  qu^rième,  a  déjà  été  traitée  par  Laplace, 
{Calcul  des  Probabilités ,  page  235). 

2.  Soit 

r  $P-'  e-«  dB  =  T  {p). 

Si  l'on  met  aO  au  lieu  de  ô,  on  aura  identiquement 

(3)  fyp-<e-''^d9  =  '-M; 

et  si  dans  cette  dernière  on  remplace  a  par  a  -+-  b  \J—J ,  il  viendra 

Cette  équation  équivaut  à  deux  autres  ,  débarrassées  d'imaginaires,  et 
qui  ont  été  trouvées  directement  par  Poisson  [**]. 
Si  dans  l'équation  (3)  on  pose  successivement 


et     a 


rv/rr 


[*]  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires;   Paris , 
1825,  page  4o. 

[**]  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XVI'*  cahier,  page  219. 
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on  aura 

r  (;,)  e~P^^-  =  £  jP-^  ^-ye"^^  j^^ 

d'où,  en  multipliant, 

Si ,  dans  l'intégrale  relative  à  z ,  on  pose 

z  =  jt,     d'où     dz  =  jdt, 

on  aura,  en  remarquant  que  les  deux  intégrations  peuvent  s'effectuer 
dans  un  ordre  quelconque, 

Mettant  -  au  lieu  de  t  dans  la  seconde  de  ces  intégrales  doubles,  il 
viendra 

r  ip)  r  (7)e('-/"*>^  =     r  '  t"/-'  dt     r  JP-'I-^  e-rr(.+0  cos:r+(,_f,»/r7„nx]  ^i 

Les  deux  intégrations  relatives  à  j  peuvent  s'effectuer  en  vertu  de 
l'équation  (4),  et  l'équation  précédente  devient 


(5) 


„/     \„,     %  „  — (p  +  ^jv'^ïanUng  (  i i  Uns  x  ^ 

y  +  ç)  *^^  <>■<;  '»"g  (|-=-^  UDg  , j 
[(  I  ■+■  tf  cos'  X  +  (  I  —  r)'  sin'  x]    ' 


/.'"-■ 


rf( 
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Telle  est  la  formule  si  naturellement  déduite  de  l'équation  (3),  et  qui 

fournira  immédiatement  la  démonstration  de  l'équation  (2). 

5.  Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  (  5  i  par 
(cosj:)''-^'-^  dx,  et  qu'on  intègre  ensuite  de  part  et  d'autre  par  rap- 
port à  X,  entre  o  et  "  ,  il  viendra 

0  J  o    C(iS=  X 


P  +  1 

[(i  -+-  ty-  -H  (i  —  ty  tangua:]    ' 


2     ^^       ^(,  +  ,;V-.a.u„,(i-j^u„,.) 


[(i  +?)=  +  (!  — f)'tang^-^]    ' 
Si  dans  les  intégrales  du  second  membre,  relatives  à  x,  on  pose 

^'tangx  =  tangç, 
dou 

1 —  t      dx  d<q 

\-+- 1  COS'  X  cos'  ç' 

l'équation  piécédente  deviendra 

J  o    (H-<)f+î-'(l-f)Jo    ^ 

J  o  {i  +  nP+i-'{i  —  t]Jo  ^       ^'  ^ 

Égalant  en  particulier  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  et 
posant  de  plus 

p  +  q  —  1  =^  m     et     q  —  p  ^  n , 
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(6) 


cos'"  X  co?,  iijcdx 


r  (m  -f-  2)  J  o 

"■+"       "■- "  ^ 

=    /     / ,   . ,  / — -,  <^<   I      cos"'cp  cos(m  +  2)ffir/9, 

Jo    (1-4-/)'"+' (<-f)  Jo  ^  ^  ''^      ^' 


(7) 


/       /m  4-/2  \       /'«  — «  \  f 


cos'"  a?  sin  nx  dx 


7 ^.-, ,  tlt    I      cos""  ç  sin  [m -\-  1)  o  d o . 


Dans  l'équation  (6),  l'intégrale  relative  à  t  est  évidemment  infinie, 
mais  rien  n'est  plus  simple  que  d'éviter  cette  difficulté.  Si ,  en  effet ,  on 
désigne  par  F  [n)  le  premier  membre  de  cette  équation,  il  est  clair  que, 
par  le  même  procédé  qui  conduit  à  l'équation  (6\  on  eût  obtenu  la 
suivante , 

/'l(;      "     _(_/      '      I \t       "      -4-1      '        1  Z*^ 

Dans  cette  dernière,  qui  remplacera  l'équation  (6),  l'intégrale  relative 
à  t  n'est  généralement  ni  infinie  ni  nulle;  et  si  l'on  remarque  que  l'in- 
tégrale relative  à  <p  ne  renferme  ni  n  ni  n',  on  pourra  la  déterminer  ai- 
sément en  donnant  à  n  et  n'  deux  valeurs  particulières  quelconques  , 
en  faisant,  par  exemple,  «  =  o,  «'  =  i.  De  cette  manière,  et  ayant 
égard  aux  formules  connues 

f\os"'-*  xdx  =  2""-=      )V 
et 

r(.)r(.-H^)^  J 

T  (2a)  2"-'  ' 
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on  trouve  de  suite 

F(o)=   F(l)=r !^— _; 

\    J  ^   /  (ot -1-1)2'"+'  ' 

ce  qui  montre  que,  dans  l'équation  (8),  l'intégrale  relative  à  y  est 
nulle,  et,  par  suite,  que  la  quantité  désignée  parF(n)  est  indépendante 
de  n.  On  aura  donc 


(to-H  1)2"'+' 
d'où 

cos    X  cos  {nx)ax  ^=  — -, r y-^^ ? 

équation  qui  coïncide  avec  l'équation  (2).  On  verra  plus  loin  qu'elle 
peut  être  obtenue  sans  passer  par  les  considérations  précédentes. 

Si  l'on  y  fait  successivement  n^=in  et  n:=m  —  ik,  k  étant  un  entier, 
on  aura 

cos'"  X  cos  mx  dx  =  -^^ , 
(  I  ol     1     cos'"  X  cos  [m  —  2^)  xdx  =  -^  -^-^^ -^-^ — ,","      ,  , . 

^        '     Jo  ^  2""+'  1.2. 3... (A- — Ij.A 

où  l'on  doit  avoir  /n  >  A  —  i. 

Ces  deux  formules  ont  été  démontrées  par  Poisson  [*]. 

Si  l'on  différentie  les  deux  membres  de  l'équation  (9)  par  rapport 
à  m,  puis  qu'on  fasse  m  =  o,  on  aura 

1     log  (cos  j:)  cir  =    I      log  (sinx)(ir  =  -  log -• 

4.  Revenons  actuellement  à  l'équation  (7^  :  aucune  des  intégrales 
définies  qui  y  entrent  n'est  généralement  nulle  ni  infinie;  celle  relative 


[*]  Journal  de  C École  Polytechnique ,  XIX'  cahier,  page  490. 
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à  (p  est  indépendante  de  n  et  cela  suffit  pour  la  déterminer.  Si  l'on  fait 
n  =1  dans  cette  équation  ,  on  obtient  immédiatement 

('0  /      cos'"ç  sin(/ra  +  2)  mr/o  = -^— , 

J  "  ITT        m~ht 

et,  par  suite, 


L'intégrale 


m-\-i 


'^{m+n) rit    '    _  ,    » 


à  laquelle  nous  sommes  conduits,  n'est  pas  généralement  exprimable 
au  moyen  des  fonctions  T;  c'est  une  transcendante  d'un  ordre  diffé- 
rent. 

.>.  On  obtient  immédiatement  deux  relations  entre  les  quatre  inté- 
grales définies  (i),  de  telle  sorte  que,  deux  d'entre  elles  étant  connues, 
on  connaîtra  aussi  les  deux  autres.  En  effet,  si  dans  les  deux  dernières 
on  met^  —  x  au  lieu  de  x,  on  a 

/      - 

C"     ■    m  ,  nr.      r->- 

J  ^  sm   jc  cos  nxcbr  =  cos  —    /      cos""  x  cos  iixdx 

[ ,  3)  "*"  '^"  ?  fo  ''"''"  ^^'"  ("•^)  "^^  ' 

j  ^  sin'"  X  sin  nxdx  =  sin  ~    f  '  cos'"  x  cos  nx  dx 

rt 
ni:     /"â 

—  COS  --    /     cos""  X  sin  nx  dx. 

-'■    J  o 

On  voit  donc  que  ces  quatre  intégrales  sont  généralement  exprimables 
au  moyen  d'intégrales  eulériennes,  et  de  l'intégrale  relative  à  t  qui  entre 
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dans  l'équation  (12):  cela  exige  toutefois  que  n  soit  <  ;«  +  2  ;  mais  on 

verra  plus  haut  c[u'on  peut  ramener  à  ce  cas  tous  les  autres. 

Ln  chose  qu'il  importe  de  remarquer  ici,  c'est  que  nos  quatre  inté- 
grales sont  immédiatement  déterminées,  et  de  la  manière  la  plus  simple, 
dans  le  cas  limite  «  =  m  +  2,  cas  où  l'équation  (12)  ne  signifie  plus 
rien .  On  a ,  en  effet , 

1      cos'"  X  cos  [m  -\-  1)  3C  dx  =  o , 

rr 

/      cos'"  a- sin  (m-\-i)xdx  = 


(i4) 


m  -+-  I 

dit: 


—  Sin 

sin'"  X  cos  [m  +  1]  x  dx  ^^ 


cos 
sin'"  X  sin  hn  +  2)  xdx  = 


II 

f: 

formules  qui  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  m ,  telles  que 
m  +  1  >  o. 

Du  reste,  on  obtient  les  quatre  formules  précédentes  en  soumettant 
simplement  les  intégrales  11)  à  l'intégration  par  parties  ;  le  même  pro- 
cédé fait  même  connaître  leurs  valeurs  toutes  les  fois  que  la  différence 
n  —  m  est  un  nombre  entier  pair  et  positif. 

En  soumettant  à  deux  intégrations  par  parties  successives  les  deux 
premières  des  intégrales  (i),  on  trouve  sans  difficulté 

\''co%"'xcosnxdx=^"''^\~'"^  ,  |    cos'"*'^ x co?,nx dx , 


/    co^'^x^mnxdx— ,    ^  ,     ^.        cos'"-^-j?sm7ixrfx+  -., 

équations  qui ,  dans  le  cas  de  «  =  rji  -+-  2,  coïncident  bien  avec  les  for- 
mules (i  4)- 
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On  en  déduit  sans  peine 


/      cos'"  X  cos  nx  fl.r 
(m-i-2^—n-J  {m-^^^—n-)...{m-i-2À—2''—n')  (m  +  zi'—n')    /"a 

j      cas'"  X  ain  nx  dr 
im  +  i){m+2){m-h3)...{m-h2/i-  —  i)(m-h2A-)  J,,    ^Os'"  ^^^  x  iiti  nx  (Ix 


1+2'  — n'  (ct+2'— /z')(w+4'— w^ 


(m  + 1  )(/» -f- 2). . .  (m -h  2/ ' 

Si  l'on  fait  //  =  m  +  ^A  dans  ces  deux  formules,  il  viendra 
/  ^   cos'"  .r  cos  f  /n  -h  -îk]  xdx  =  o. 

j^   cos'"  X  sm  [m  +  ik)  X  (ix 

! 3(ffl  +  X+i)(/— ij  i>4-/î-H)(/?/+>i-f-2)  (/— i)  i7-— -.)  > 

_j_  ^2A-2("'  +  ^-t-i)(/«+i<+2)...(/n4-2^  — i)(X— i|(X— 2)...3.2.i  r 
*  (»i  + 1  )  {m  -+-  2). .  .(ot  -(-  2>!-)  "  ) 

La  première  de  ces  deux  formules  avait  été  démontrée  depuis  long- 
temps par  Poisson. 

Tl  est  bon  de  remarquer  que  le  procédé  qui  conduit  aux  deux  tor- 
inules  précédentes  peut  donner  également  les  intégrales  indéfinies 

j  cos'"  .r  cos  (m  +  2k)  x  dx     et      f  cos™  x  sin  {m  +  o.A-,.  x  Hx. 
Du  reste,  cette  recherche  présente  peu  d'intérêt. 

Tome  VIU.  —  Janvier  1843.  2 
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6.  Dans  le  cas  de  /;  =  m,  les  trois  dernières  des  intégrales  (i)  ne 
paraissent  pas  susceptibles  d'une  expression  très-simple.  L'équation  (12) 
devient,  dans  ce  cas, 


+.)-  ^^- 


1^1 5)  /     coi'"  x%\n(mx]dx  —    /     -, \-, 

Si  m  est  un  entier,  on  peut  donner  de  cette  intégrale  une  valeur  assez 
simple.  L'intégration  par  parties,  convenablement  faite,  conduit  à 
l'équation 

f2                                                                                                          ;n  +  I              /*  ^                                                                                     I 
cos'""^'  X sin («-H  i)x(lx= |     cos"" o' sin  nxdx+  — , 

qui  devient,  dans  le  cas  de  n=  m, 

I     cos"-*-'  X  sin  [m+  \)xdx=]^i  j     cos'"  .r  sin  /mj:  dx  H ^ —  )  ; 

doù  l'on  déduit  aisément,  dans  le  cas  de  m  entier, 

1      cos'"  X  sin  inx  dx  =  -^  (2  +  -  +^  +  ^+. ..+  —). 
Jo  2"+' \  234  mj 

Cette  valeur,  qui  n'est  pas  réductible  à  une  forme  plus  simple,  ne 
donne  pas  lieu  de  croire  que  les  intégrales  de  l'équation  (i5)  puissent 
être  exprimées  généralement  au  moyen  des  transcendantes  connues. 

7.    Si    l'on    multiplie   les   deux    membres  de   l'équation  (5)  par 
sin'"' .r  cos*~' .r  ^0?,  et  qu'on  intègre  ensuite  de  part  et  d'autre  par 

rapport  à  x  entre  o  et-,  on  aura,  si  r  -\-  s  =  p  +  q, 

B  {p,cj)   P(sin.rr-'  (cosa?)^-'  e'v-^'^^^  dx 


j   '  f-'  dt   r^(tangj?; 


H-7 

[(H-?)-  +  (i  —  ?)-tang=.r]  ' 

,  (p  +  7)\/:rTarcUn6Cj=-'  uns  .  j 

^_,    dx       c  ^  +'  ' 

cos' a:  '1±1  ' 

[(i  +  f)^  +  (i  — f)'tang'x]  ' 
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puis  si,  comme  on  l'a  déjà  fait  précédemment ,  on  pose  dans  le  second 
n)emhre 


-— ^  tang  X  =  tang  9  ,     d'où 


I  —  e    dx  d'j 

I  -+-  /  cos  •  X  COS=  t 


on  anra 


ï^(P'7)   f ''(sinJ:)'■-'(cos:^:y-'e'v-/'-^■'^=^d'JK• 
^  J  o{i -tYif+ty  fyin<pY-'{cos<py-'e<^^-'"?^-'  do. 
Egalant  ensemble  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  on  aura 

1^  ^^''^^  j  ^'isin.r)'-'  (cosj:)^-'  cos{q-i>)xdx 
,6)  ^   ^  Jo  {i-ty{,  +  ty  ^^/„''sin9)'-'(cosyy-<cos(p+(?r?^/9- 
K  (/'W^  //  (sinar)'-'  (cosj:)^-'  sin  {<j-i>)xdx 

=  jo  l7^:ij^Ty  ^^  //(sin(p)^-'(cosç))^-' sin (/;+(/)  çs^ç. 

I.a  première  de  ces  formules  sera  en  défaut  si  /•  est  égal  ou  supérieur 
à  I  ;  mais  la  seconde  exige  seulement  que /soit  moindre  que  2.  Les  inté- 
grales relatives  à  9  ne;  dépendent  que  de  la  somme/j+  cj  et  nullement  de 
différence  (^  -;)),  et  cette  remarque  pourrait  servir  à  les  déterminer, 
amsi  que  je  l'ai  fait  voir  précédemment;  mais  il  vaut  beaucoup  mieux 
avoir  recours  à  l'équation  (5),  qui  nous  donnera  inunédiatement  les 
valeurs  de  ces  deux  intégrales. 

Si  dans  l'équation  (5)  on  fait  -r  =  |,  et  que,  dans  la  première  des 
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intégrales  du  second  membre ,  on  pose 

t  =  tang  y,      d'où     =r  tang  (  ^  —  ç  j  , 

et  dans  la  seconde 

t  =  cotang  y  ,     d'où     ^J  =  -  tang  (|  -  ? )  , 
on  a  immédiatement 


de 


',{p,<j)e''^       '=    P(sinç)'-'(coso)'^'e'/'^"?'''^rt'(p; 

/('sin  (of~'  (coso)'^'  cos  ( p-\-q)  (odo  =  B  (  p.q)  cos  — , 
yj)        ^      ;         .        V       ,  /-     /  y    ,  r'/ 

/     (sin^)'"'  (cos©)'^'  sin  [p+q)  fdo  =  B(  p,q)  sin  —  ; 

et  les  équations  (i6)  deviendront 

/      {&mx)''''^  [co&xy-''  COS,  {q—p)x  dx 

=  „  N    cos  —     I        -, r-7 T-  dt , 

(\8)      {       ^^'^^  ^  •^°  (■-')('  +  '/ 

I  '^ 

/      (sinx)'""'  (cosarV"'  sin  ' q—p)x dx 
=  TTT ^  sm  —    I T- T-  at. 

On  ne  doit  pas  oublier  que,  dans  ces  formules,  les  quatre  constantes 
p,  q,  r,  s  sont  liées  entre  elles  par  la  relation 

r  -h  s  =  p  -h  q. 

Les  intégrales  relatives  à  t,  dans  les  équations  [i8\,  ne  sont  pas  gé- 
néralement eNprimables  au  moyen  des  intégrales  eulériennes,  mais 
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elles  le  deviennent  de  suite  si  r  =  ^  =  '""It'"'  ^"  foiive ,  en  effet ,  sans 
difficulté, 

COS  {q  —p)  j 


,         .    sini'i — p) -f 

y+l  2         \2   '    2/       .      ,  .77 

^         '    sm  (  9  -I-  /;)  - 


D'après  cela,  les  équations  ^i8)  deviennent 

/  I      (sin  j:  COS ar)  cos  {(j  —  p)  x  dx 

ri  ^-■ 

I       sin  r  cos.r)   '         sin  {q  —  p)  ^  dx 
=  - sin  (7  — 0)7-— r  I^    ^   ^  • 

2  ^  '        1   '  ^     B{p,q)  \2'         2/ 

Si,  dans  ces  deux  intégrales,  on  met  -  jc  au  lieu   de  x,   puis  qu'on 

fasse,  pour  abréger,  p  -+  q  =z  -un,  q  — p  =  i?i,  et  qu'on  remplace  les  H 
par  leurs  valeurs  en  T ,  on  aura 

j\\u""xcosnxdx  =  '.--'  cos'-^  _V_±_^_A^  F  (m ) , 
{'9)  '  ^         >    ^         I 


/      sin'"  '  X sin  nxdx  =  2'"    '  sin  --  --77 ^— -^ r^  F 

j  o  2      I  (/«  —  «)  r  (/«  ■+-  II] 


Si  l'on  ajoute  ces  deux  équations  après  avoir  mullii)lié  la   première 
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par  -  cos  — ,  et  la  seconde  par  -  sin  — ,  on  aura 


\    -  f     sin'"^'  jc  cosn  ('^  —  x\  dx  ^  ~  j        cosa-'""' cos«xr/x 

(20,    ' 

\  =  j   ^os'"-'  a- cos  nxd.r  =  ..'"-     ^(^1.)  r(m  +  .)  '  ^^  ' 

lormule  qui  est,  an  ibntl ,  la  même  chose  que  l'équation  (2). 

Cliacuné  des  intégrales  définies  des  équations  (19)  est  facilement  ex- 
primable au  moyen  de  trois  dés  intégrales  (ij.  En  joignant  à  ces  équa- 
tions les  équations  (i3),  on  aura  quatre  relations  entre  les  quatre  inté- 
grales (0;  mais  l'une  de  ces  relations  n'est  qu'une  conséquence  des  trois 
autres:  on  peut  néanmoins,  entre  trois  d'entre  elles,  éliminer  les  trois 
dernières  des  intégrales  (i),  et  l'équation  finale  ainsi  obtenue  coïncide 
avec  l'équation  (20). 

8.  La  seconde  des  équations  (^17  devient,  en  remplaçant  1  inté- 
grale B  par  sa  valeur  en  F. 


/2                                                                                              y          J                           -^                               ^  (P) 
sin'~'  s  cos''"'  'j  sin  \p-^q]  odo  =  —. ; r— 7 ;, 
r>.coi  —     ^ 

et ,  si  l'on  v  fait  (/  =;  o. 

(•21)  I  '(cosoP~M  ^"'^°  f/ffi  =  -. 

^        '  J  n    ^  '  '     SVaa  '  2 

En  vertu  de  cette  formule,  la  seconde  des  équations   16    de\iendra, 
S!  Ton  y  fait  ;•  =  o  et  s  =  p  -\-  q, 


^   dt. 
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et  si,  dans  cette  dernière,  ou  pose  p  +  q  =  i  ,  il  viendra 

(.3)  r  ^-  ^^"l-P)-  ,/^  ^  sjny^     r  .  ^^--..-' 

Jo  sinx  2       J„         ,^, 

Les  intégrales  relatives;»  t,  qui  entrent  dans  les  équations  (21)  et  {22), 
seraient  précisément  les  intégrales  eu lériennes  désignées  par  B.  si  /  y 
variait  depuis  o  jusqu'à  oc. 

ÎK   On  peut  obtenir  directement,  el  d'une  manière  très-simple,  les 
formules  (21),  (22)  et  {i?)\. 
On  a  identiquement 

D'ailleurs  la  quantité  ^  j  J^  !1^  cos  (lez)Hz  est  égale  à  1  01.  à  o  . 
suivant  que  /  est  moindre  oti  plus  grand  que  i;  on  aura  donc 

/o"   i^^-ln~^J^.    ^'-^"-'  "^"^'^  /;  ^-^  .--.///;  Î^COs(/6.,rf.; 

et  comme  on  peut  effectuer  les  intégrations  dans  un  ordre  quelconque . 

L'intégrale  relative  à  t,  dans  le  second  meml.re.  a  pour  valeur 
-pCos   p  arctang  :  . 


donc 


r  •      tP  'dt     _  2      r(p)       Z»»  dz  cos  (/>  arctang  z)    /•" 


e~«*  sinzô.r/5. 

ii+z'y- 


L'intégrale  relative  à  ô  a  poiu-  valeur 


r  (  <7  j 
;,  sni  (  q  arc  tang  z), 
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donc 

r  '     f-'  fit     __  2  T{p)T[q)    /•"   dz  sin (r/ arc tang z  cos [p arc tang z) 

Jo    {l-\-t)P+1  ~  ■nTip  +  rj)  j  ^        z  ^  • 

Si ,  enfin  ,  on  pose 

z  =   tang  9, 
on  ;iiira 

On  aurait  de  même 


/     . --.-,  =  -  B  (  n,7 1    I      cos'' 


_,       sin/!^^  cosi^ip 


Ajoutant  ces  deux  équations,  ei  remarquant  que 

/'  ■  tf-'  +  ti-'    .        -, 

on  aura 

I      cos'^'  '  a  ■ — A ~—  dç  =  -  , 

J  o  '  sin  If  '         2 

qui  couicide  avec  l'équation  (21);  la  valeur  de  cette  intégrale  est  assez 
remarquable  :  on  voit  qu'elle  est  indépendante  du  paramètre  (/;  -h  (j). 
Si  l'on  retranche  les  deux  équations  1  u4)  et  (aa,  lune  de  l'antie,  on 
aura 

f  '  cos-"-.  ,  -RhizÉJ  do  =  -f— ,   f  '  i^-^  dt . 

Jo  '  Sinç  '  lB  (p,  q]  J  o      il  +tjP+'l 

laquelle  se  confond  avec  l'équation  (aa),  de  laquelle  on  a  déduit  l'équa- 
tion I  23l. 

10.   Le  premier  procédé  qui  conduit  à  la  démonstration  de  léqua- 
tion  (2^!  ne  suppose  nullement  connue  la  formule  fondamentale  dEuler 

r*   j;--'  dx  _       - 
j  o        I  +  J-  sin/77r' 
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aussi  cette  dernière  peut-elle  se  déduire  de  l'équation  fa).  Si  l'on  pose 
dans  celle-ci 


il  vient 


r(i-f-ajr(i  — a)  = 


■r 

J  o 


cos  2  ax  dx 


^  o       \-V-x  sm  a  77 

Cette  équation,  qui  fait  la  base  d'une  théorie  importante,  est  due  à 
Euler.  Depuis,  on  en  a  donné  bien  des  démonstrations  déduites  de  for- 
mules plus  ou  moins  compliquées;  la  plus  convenable,  à  mon  avis,  et 
en  même  temps  la  plus  simple,  est  celle  qui  a  été  donnée  par  Euler  et 
qui  était  fondée  sur  la  décomposition  en  fractions  simples  de  la  frac- 
tion rationnelle F*!. 


[*]  Cette  démonstration,  un  peu  compliquée  dans  l'ouvrage  d'Euler,  peut  être  pré- 
sentée plus  simplement  de  la  manière  suivante. 

I,a  méthode  des  fractions  rationnelles  conduit  aisément  à  la  formule 

J  -X   i+x'"             ^-^k^o      J-x(x  —  cosoj'  +  sin'^      ' 
où  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  tels  que  iiK^^n,  et  où  l'on  fait  pour  abréger 
^,  2^  +  1  .    _  — COS(2/W+l)y  COS2/7J»' 


Effectuant  par  les  règles  ordinaires  l'intégration  sous  lesignc  V  ,  on  trouve 

A        r  (x  —  cos  (-)' +  sin' i-n       Acosc-|-Br  x  — cosc  a--f-cospl 

—  lof;    7 — ; S-; — :-T-     -^ -■ arc  tang  — -. h  arc  tnnc 

2     "1  (j:-f-cos.')'-t-sin=<'J  sine        L  smr  ^     sinp     )' 

expression  qui  se  réduit  à  -  sin  {ih  -\- \)  ar. ,  dans  le  cas  de  j-  =  -jc  ,  en  faisant,  pour 
Ton  c  VIII.  —  Janviek  \Vjfi-  S 
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11.   Si  dans  l'équation  (12)  on  pose 

m  =   0,       «   =   2   —   [\a, 

et  que,  dans  l'intégrale  du  second  membre,  on  mette  y  t  an  lieu  de  t ,  on 
aura 

/- — ~ —  (It  =  n  cotang  a  n . 

Cette  formule  peut  servir  à  trouver  le  développement  decotanga-;  si, 
en  effet ,  on  remplace  — —  par  sa  valeur  ^  i*,  et  qu'on  effectue  les 
intégrations  relatives  à  ^  ,  on  aura 

rrcotang  an  =  ^^  (^:^  -  j:^). 
De  là  on  peut  aussi  déduire  le  développement  en  série  de  n'".  Si,  en 


abréger,  =  a-  D  après  cela,  on  a 

1  ,    ,    ^v,  ^  =  -  X         sm{ik+i)an. 

J  —  œ   I  -t-  ■ï  «  ■*"o 

Or  on  a 

2  sin  a-!z  sin  air  r^  i  —  ces  2.air, 

2  sin  an  sin  3  <77r  =  ces  2  air  —  cos  4  a?^ , 


2  sin  ûTT  sin  (2«  ^ —  i  )  a-  =  cos  (2n  —  2)  arr  —  cos  znav; 
d'où 

2  sin  «77   >^       sin  2^  +  i)  077  =  1  —  cos  2/jfl:T  =  2, 

el ,  par  suite  , 

I  dx  =  : et         I  ■ (ix  = ; 

J—cKi-hx'-"  «sin  07:  ^o     i-H-x""  2nsinfl7r 

si,  enfin,  on  met  x'"  au  lieu  de  x,  on  aura 

0      1+ X  sin  (177 

formule  qui  a  évidemment  lieu  pour  toute  valeur  de  a  comprise  entre  o  et  1. 
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effet,   on  différentie  (m  —  i)   fois   les  deux   membres   de   i'équation 

précédente  par  rapport  à  a  et  qu'on  fasse  ensuite  a  =  y,  on  aura, 

4 
si  m  est  pair, 


n'"  =  I  +  — 


2"".  i.2.3...(ffj — i)  3"        5"" 

et  si  m  est  impair, 


2"".  I  . 2 ... (»j  —  i)  3"        5™        7"       9™ 

Dans  tous  les  cas  A  est  la  valeur  absolue  de  la  dérivée  d'ordre  1  m  —  i) 
de  cotang  6.  dans  laquelle  on  fait  5  =:  -7.  On  trouve  ainsi 


4 

3 

5 

1 

9 

tt' 

1 

I 

1 

I 

— 

— 

I  + 

— 

+ 



-h- 

— 

-+■ 



8 

6' 

6' 

7' 

9' 

tt' 

I 

I 

I 

1 

32 

— 

I  — 

3^ 

+ 

5' 

~ 

? 

-+- 

9' 

gb  3<        5'        7'         9< 

12.  Je  terminerai  cette  Note  en  indiquant  un  procédé  extrêmement 
simple  et  analogue  à  ceux  que  j'ai  déjà  employés,  pour  donner  la  va- 
leur de  I       ,— ^  dx.  Cette  intégrale  a  déjà  été  traitée  par  Poisson  , 

et  plus  récemment  par  M.  Catalan  qui  en  a  fait  l'objet  d'une  Note 
insérée  dans  le  tome  V  de  ce  Journal. 
On  a  identiquement 

et,  en  multipliant, 

3.. 
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et  par  suite 

dans  le  cas  de  p  =  o,  on  en  déduit 

D'ailleurs  Jj  ^llillZlf  ^^  est  égal  à  +  %u  -  ^,  suivant  que  j 

est  inférieur  ou  supérieur  à  â+  z  ;  donc 
n"^  /sinoxX 

Différentiant  de  part  et  d'autre  par  rapport  art,  on  aura 
en  posant ,  pour  abréger, 

Z  =  /J"V""'  ^~'  ^/  -  /L^""'  ^"'  '^-^• 

Mais ,  par  les  règles  ordinaires  de  la  différentiation  sous  le  signe  J  ,  on 


trouve  immédiatement 


dZ  /„     .      .\n—\   „— (a  +  î) 


Donc 


Jo    li  +  x')"  [r(n)]-Jo 

ou,  en  mettant-  (z  —  0  au  lieu  dez, 

r  "°^""^  ,/x-  -^^^ r  ^-"^(z'  -i)"-'  r/z. 
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Les  deux  formules  précédentes  ont  été  données  par  M.  Catalan;  mais 
sa  démonstration  plus  restreinte  suppose  que  n  est  un  nombre  entier. 
Dans  le  cas  de  /i  =  i,  on  a  la  fornuile  connue 

/'^    cos  ax     .  T. 

— — -  (Lx  ~  -  g-". 

La  démonstration  que  Poisson  et  M.  Catalan  ont  donnée  des  for- 
mules précédentes,  s'appuie  sur  l'équation 

/       cos  <ix  dx  =  o, 

qu'd  serait  bon  de  ne  pas  employer,  puisque  la  valeur  de  l'intégrale 

J  ^   cos  axdx  est  évidemment  indéterminée. 

On  pourrait  aisément  éviter  cette  difficulté  en  opérant  de  la  manière 
suivante. 
Soit 


J  o      (I  H-x')" 


dv  —  -; 
on  obtiendra  l'équation 

da'             1.2       da-  da'"-'  ^   da'"  ~  J  o     ^T^              2' 
et  comme  l'expression 

/'*  sin  ax  J           r 

0  r                      2 

est  rigoureusement  nulle,  on  n'aura  plus  qu'à  intégrer  l'équation  dif- 
férentielle que  l'on  peut  écrire  symboliquement  de  la  manière  suivante 

(.-£)■  =  <-. 

Cette  équation  étant  intégrée  et  les  constantes  ayant  été  déterminées,  on 
obtiendra  l'intégrale  cherchée 

/"*      cos  ax      J 

en  prenant  la  dérivée  de  z  par  rapport  à  a. 
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Soit,  par  exemple,  ?2  =  i;  on  aura 

J  -,  I  -I-  .r-  2'  dn'  J  n  i  -+-  .r' 


dx. 


d  z 

équation  rigoureusement  établie.  On  en  déduit 

z  =  Ae-"  -t-  Be", 
ou  simplement 

c  ='Ae-'', 

puisque  -  ne  peut  croître  indéfiniment  avec  a.  Pour  déterminer  A,  on 
remarquera  que  ^  -^  ~  doit  s'évanouir  pour  a  =  a  ,  ce  qui  donne 

et  par  suite 


: 


dx  =  -(1  —  e~°), 
2  ^  ' 

et,  en  différentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  a, 

C'"    cos  ax    ^  ■r:         „ 

1       ,dx  =:  -  e^  . 

J  0        t  -hx'  2 

Je  pense  que  cette  démonstration  de  la  formule  précédente  rem- 
placerait avec  avantage  celles  qu'on  donne  habituellement  dans  les 
traités  de  calcul  intégral. 
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THÉOIUK    ET    MODÈLE    FONCTIOiNiNAIS  T  ; 
Par  Axatole  de  CALIGIVY. 

SUIVI  D'UNE  NOTE  DE  M.  COMBES. 


L'appareil  que  je  vais  décrue  a  pour  but,  abstractiou  faite  des  ser- 
vices qu'il  pourra  rendre: 

1°.  D'offrir  un  nouveau  mode  de  transformation  élémentaire  du  mou- 
vement alternat,  firrégul.erd'unecolonne  liquide  en  mouvement  continu 
c  est-a-dire  dans  un  même  sens,  sans  aucune  pièce  c^uelconcjue  mohUe,-  ' 

.  .  De  donner  un  moyen  de  faire  des  épuisements  par  l'action  d'une 
torce  irreguUere,  sans  aucune  pièce  quelconque  mobile- 

i".  D'expliquer  certains  effets  que  les  vagues  de  la  mer  produisent 
sur  les  puits  artésiens  ou  sur  les  fontaines  naturelles 

Cet  appareil  peut  être  explique  sans  figure,  sa  forme  étant  analo.u. 
a  celle  d  un  grand  T  dont  la  tige  serait  horizontale.  Il  se  compose" 
quan  a  sa  partie  essentielle ,  de  deux  tuyaux  ouverts  à  toutes  leurs  ex- 
trémités et  dont  'un  est  branché  sur  l'autre.  Il  nest  pas  nécessaire 
qu  Ils  soient  rectilignes,  ni  qu'ils  fassent  entre  eux  un  angle  droit  Un 
de  ces  tuyaux  est  enfonce  en  partie  dans  un  réservoir  jusqu'à  tine  cer- 
taine profondeur  au-dessus  du  branchement.  L'autre  tuyau  débouche 
dans  un  second  réservoir  dont  le  niveau  est  moins  élevé  que  celui  du 
premier.  ^ 

Une  cause  quelconque  fait  osciller  l'eau  dans  la  première  branche, 
que  1  on  peut  nommer  branche  verticale^  bien  .{uelle  puisse  être  in- 
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clinée,  l'autre  étant  nommée  aussi  par  convention  branche  horizontale. 
En  vertu  de  ces  oscillations ,  la  pression  moyenne  de  dedans  en  dehors 
est  moindre  que  si  le  liquide  était  en  repos ,  et  il  passe  à  chaque  oscil- 
lation de  l'eau  du  réservoir  inférieur  dans  le  tuyau  vertical,  d'où  elle 
est  périodiquement  chassée  dans  le  réservoir  supérieur  par  le  bas  de  ce 
tuyau.  Il  y  a  des  époques  où  la  pression  de  dedans  en  dehors  est  plus 
grande  que  s'il  n'y  avait  pas  d'oscillation;  mais,  en  définitive,  il  sort, 
dans  tous  les  cas,  plus  d'eau  du  réservoir  inférieur  qu'il  n'y  en  rentre, 
jusqu'à  ce  que  son  niveau  soit  descendu  à  une  certaine  profondeur 
s'il  n'est  pas  entretenu  par  de  l'eau  à  épuiser. 

Voici  maintenant  de  quelle  manière  on  rend  continu,  c'est-à-dire 
dans  le  même  sens ,  le  mouvement  naturellement  alternatif  dansie  tuyau 
horizontal.  On  donne  à  ce  tuyau  une  certaine  longueur,  ou  l'on  dimi- 
nue graduellement  son  diamètre  sur  une  longueur  suffisante  de  la  par- 
tie intermédiaire ,  entre  le  tuyau  vertical  et  le  réservoir  à  épuiser,  pour 
lui  permettre  d'emmagasiner  de  la  force  vive  dans  son  intérieur ,  comme 
im  volant  en  emmagasine  par  sa  niasse  ou  par  sa  vitesse.  Il  est  facile  de 
voir  que ,  pour  une  vitesse  donnée  aux  extrémités ,  il  v  a  plus  de  force 
vive  emmagasinée  dans  la  niasse  totale  du  tuyau  horizontal ,  si  la  partie 
intermédiaire  est  graduellement  rétrécie.  Il  en  résulte  qu'ici,  comme 
dans  un  volant,  on  peut  emmagasiner  de  la  force  vive  soit  au  moyen  de 
la  masse  en  mouvement ,  soit  au  moyen  de  la  vitesse  de  certaines  parties 
de  cette  masse.  Par  cette  disposition,  le  mouvement  est  entretenu  dans 
un  même  sens;  il  suffit  qu'en  définitive,  la  somme  des  actions  dans  un 
sens  soit  plus  grande  que  dans  l'autre.  Ainsi  voilà  un  mouvement  con- 
tinu, produit  dans  un  tuyau  horizontal  par  un  mouvement  alternatif 
irrégulier,  abandonné  à  lui-même  dans  un  tuyau  vertical. 

Dans  les  expériences  que  j'ai  faites,  je  soufflais  alternativement  avec 
la  bouche  au  sommet  du  tuyau  verfical,  et,  malgré  l'augmentation  de 
pression  qui  en  résultait  évidemment  de  haut  en  bas,  la  diminution 
movenneétait  encore  assez  grande  pourfaire  baisser  de  7  à  8  centimètres  le 
niveau  de  l'eau  dans  le  réservoir  à  épuiser  avec  un  petit  appareil  ayant  un 
tube  vertical  de  3  centimètres  de  diamètre,  dont  le  branchement  très- 
court  était  enfoncé  à  environ  o'",5o  au-dessous  du  niveau  du  réservoir. 

Quand  la  force  qui  fait  osciller  la  colonne  liquide  est  une  masse 
«l'eau  versée  périodiquement  sur  le  haut  du  tube  vertical ,  si  cette  eau 
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vient  en  trop  grande  quantité,  elle  enveloppe  de  l'air  dont  l'action 
change  l'effet  de  l'appareil,  qui  alors  refoule  de  l'eau  par  le  tuyau  ho- 
rizontal au  lieu  d'en  aspirer.  Je  me  sers  de  cette  dernière  expression 
parce  que  l'appareil  peut  être  considéré  aussi  comme  une  sorte  de 
pompe  aspirante  élévaloire,  sans  aucune  pièce  quelconque  mobile 
quand  l'eau  verse  périodiquement  par  le  sommet. 

Cet  appareil  peut  se  présenter  sous  des  formes  très-irrégulieres,  et, 
comme  il  ne  faut  pour  le  constituer  qu'un  cours  d'eau  souterrain  et 
une  sorte  de  bout  de  tuyau  formé  par  une  cavité,  on  doit  penser  qu'il 
se  présente  dans  la  nature  des  combinaisons  de  ce  genre,  beaucoup  plus 
simples  que  la  plupart  de  celles  qui  ont  été  imaginées  pour  expliquer 
les  fontaines  naturelles.  11  est  entendu  que  ma  nouvelle  explication  n'a 
rien  d'exclusif,  non  plus  que  celles  du  mouvement  des  eaux  souter- 
raines, que  j'ai  présentées  dans  mon  dernier  Mémoire,  tome  VI  de  ce 
Journal. 

On  peut  considérer  cet  appareil ,  abstraction  faite  des  principes  de 
ceux  que  je  viens  de  rappeler,  comme  mis  en  action  au  bord  de  la 
mer  par  des  flots  oscillants  dans  un  creux  vertical. 

Les  Mémoires  de  la  Société  géologique  de  Londres  font  mention  de 
cours  d'eau  dans  les  îles  Ioniennes,  qui,  selon  toutes  les  apparences, 
se  jettent  dans  la  mer,  et  sont  cependant  à  un  niveau  moins  élevé 
qu'elle.  On  n'avait  pas  encore  essayé  de  doimer  inie  explication  de  ce 
phénomène  par  les  lois  de  l'hydrodynamique.  Or  il  est  essentiel  de  re- 
marquer que  j'ai  fait  fonctionner  mon  appareil  en  affectant  de  souffler 
avec  une  irrégularité  analogue  à  celle  du  mouvement  varié  des  flots 
entre  deux  rochers. 

L'effet  de  cet  appareil  étant  indépendant  de  la  nature  de  la  force  mo- 
trice, pourvu  que  celle-ci  n'ait  pas  pour  effet  immédiat  de  pousser  de 
l'air  à  l'intérieur,  il  n'y  a  rien  de  plus  simple  que  le  mouvement  dont 
on  parle,  et  û  aspire  évidemment,  dans  certaines  localités,  l'eau  des 
courants  souterrains  avec  lesquels  il  est  en  communication.  Il  y  a 
donc  des  circonstances  où  ces  courants  peuvent  se  décharger  dans  la 
mer  avec  plus  de  force  pendant  les  tempêtes  ou  les  agitations  de  la  mer 
que  pendant  le  calme.  Il  ne  parait  pas  même  nécessaire  de  considérer 
un  cylindre  creux  ,  puisque  l'effet  décrit  ne  dépend  pas  préci.sément  de 

Tome  VllI.  -  J^NvrER  i8^3.  , 
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la  nature  des  oscillations,  et  qu'entre  deux  rochers  ordinaires  il  se  pré- 
sente souvent  des  oscillations  d'une  hauteur  considérable. 

Peu  importe  dans  ce  premier  exposé  que  la  succion  se  fasse  comme 
nous  l'avons  dit,  ou  par  le  principe  de  la  communication  latérale  du 
mouvement  des  fluides  de  Venturi,  qui  ne  contribue,  comme  nous 
l'établirons  plus  loin,  que  poin-  une  faible  part  à  l'effet  que  nous  ve- 
nons de  décrire. 

Pour  faire  le  calcul  de  la  force  de  succion  qui  se  présente  dans  cet 
appareil,  nous  supposerons  d'abord  la  masse  oscillante  constante, 
comme  dans  un  siphon  renversé  ordinaire,  et  nous  commencerons  par 
considérer  les  pressions  d'une  colonne  liquide  sur  les  parois  de  ce  genre 
de  siphon.  Cela  nous  fournir j  ensuite  un  moyen  d'apprécier  la  force 
de  succion  dont  il  s'agit  dans  un  simple  mouvement  oscillatoire  vertical . 

h  étant  la  hauteur  variable  du  niveau  du  liquide  au-dessus  d'un 
point  donné,  sur  une  des  parois  verticales  d'un  siphon,  pris  au-des- 
sous de  la  limite  de  l'oscillation  dans  les  deux  branches  ou  à  cette 
limite,  H  la  différence  variable  des  niveaux  dans  les  deux  branches  ver- 
ticales au  même  instant,  et  L  la  longueur  totale  de  la  colonne  oscil- 
lante ;  la  pression  qui  serait  exprimée  par  h  (le  diamètre  étant  constant), 
dans  l'hypothèse  de  l'équilibre  stable,  sera  diminuée  ou  augmentée 
dans  l'état  de  mouvement,  excepté  à  une  seule  époque.  En  effet,  si  la 
vitesse  s'accélère  de  haut  en  bas  dans  une  branche ,  c'est  évidemment 
parce  que  la  réaction  inférieure  est  moindre  dans  cette  branche  que  le 
poids  représenté  par  h,  et  vice  versa,  quand  la  vitesse  se  ralentit  dans 
la  même  branche.  H  n'y  a  qu'un  instant  de  transition  entre  ces  deux 
états  du  système,  celui  où  les  deux  extrémités  de  la  colonne  arrivent 
au  même  niveau.  Il  est  clair  que  l'influence  de  l'accélération  sur  le 
calcul  des  pressions  est  précisément  en  sens  contraire  du  côté  où  la 
colonne  monte,  et  qu'aux  deux  limites  de  hauteur  la  pression  peut  être 
sensiblement  nulle  au  pied  des  branches  verticales,  si  l'une  des  deux  se 
vide  sensiblement  en  entier  à  chaque  période,  tout  le  poids  de  la  co- 
lonne étant  employé  dans  le  premier  instant  à  engendrer  de  la  vitesse 
ou  à  l'éteindre  dans  le  dernier  instant.  La  force  accélératrice  ou  retar- 
datrice étant  exprimée  à  chaque  instant  par  —,  la  pression  sur  un 
point  donné  des  branches  verticales,  soit  à  la  limite  inférieure  de  la 
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course  de  l'oscillation,  soit  au-dessous  dans  chaque  branche  verticale, 
sera  exprimée  à  chaque  instant  par 


(-r)- 


Dans  le  cas  ou  chaque  tuyau  vertical  est  périodiquement  vidé,  le 
rayon  du  coude  étant  supposé  très-petit  par  rapport  à  la  hauteur  to- 
tale, on  a,  pour  l'origine  du  mouvement, 

h  =  U   -   L. 

Soit  X  le  chemin  parcouru  depuis  le  commencement  de  la  descente 
jusqu'à  chaque  instant  considéré,  en  comptant  ce  chemin  depuis  son 
origine  jusqu'au  moment  où  les  deux  extrémités  de  la  colonne  arrivent 
à  un  même  niveau;  on  a,  dans  la  première  partie  de  la  descente,  en 
faisant  i  L  =r  R  =  1 , 

H   =   9.R   —    o.x,     et     A   =    2R   —   X, 
d'où  l'on  tire 


a(.-^)  =  (.r-.)^  = 


Quanta  la  dernière  moitié  de  la  descente,  appelant,  pour  simplifier, 
X  non  plus  le  chemin  parcouru,  mais  le  chemin  qui  reste  à  chaque 
instant  à  parcourir,  en  considérant  que  cette  quantité  est  parfaitement 
symétrique  avec  celle  que  nous  venons  de  considérer  pendant  la  pre- 
mière moitié  de  la  descente  et  que  nous  avons  nommée  x,  on  a,  d'après 
cette  seconde  notation , 

X  =   h       et       H   =   2R    —    2j:; 

on  retrouve  la  même  expression  2X  —  x-,  en  changeant  le  signe  de  H. 
Or  il  ne  s'agit  pas  seulement  de  connaître  Ips  pressions  ou  même  leurs 
moyennes,  parce  qu'il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  les  pressions  les 
moins  fortes  agissent  ici  plus  longtemps  que  les  autres.  Le  problème 
est  facile  à  résoudre  exactement  au  moyen  de  considérations  particu- 
lières siu'  la  force  centrifuge.  Il  suffit  de  voir  que  la  force  vive  varie 
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comme  la  pression  ou  comme  la  quanlité 

iB.x   —   X*  =   2ar   —   x^. 

Cela  étant  très-facile  à  démontrer  de  la  même  manière  que  la  formule 
analogue  que  j'ai  donnée  dans  un  précédent  Mémoire,  tome  III  de  ce 
Journal ,  page  209,  je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  cet  objet,  pour 
éviter  les  répétitions,  et  je  passerai  au  point  essentiel  [*]. 

On  admet  qu'une  colonne  liquide,  quand  elle  se  retourne  parallèle- 
ment à  elle-même  comme  dans  un  siphon  à  branches  verticales,  exerce 
à  chaque  instant  des  pressions  dont  la  résultante  verticale  est  ici  qua- 
druple de  la  pression  représentée  en  hauteur  d'eau  par  la  hauteur  due 
à  sa  vitesse  actuelle.  Or,  à  l'instant  où  les  deux  extrémités  de  la  co- 
lonne arrivent  au  même  niveau,  la  hauteur  due  à  la  vitesse,  abstrac- 
tion faite  des  résistances  passives,  dans  le  cas  limite  dont  nous  nous 
occupons,  est  exprimée  par  |  L,  puisqu'une  longueur  égale  à  ^L  est 
descendue  de  ^  L,  en  entraînant  une  masse  totale  double,  en  quelque 
sorte  comme  dans  une  machine  d'Alhwood.  Donc  la  résultante  verticale 
des  pressions  exercées  à  cet  instant  par  la  force  centrifuge  est  précisé- 
ment égale  au  poids  de  la  colonne  totale  de  la  longueur  L,  poids  qui 
en  cet  instant  exprime,  comme  nous  l'avons  dit,  la  pression  verticale 
totale  moins  la  force  centrifuge,  cet  instant  étant  le  seul  où  il  n'y  a  ni 
augmentation  ni  diminution. 

Or,  ici  la  masse  étant  constante ,  la  force  vive  est  toujours  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse,  ou  à  la  hauteur  due  à  la  vitesse.  Mais 


[']  On  peut  d'ailleurs  présenter  ce  résultat  sous  la  forme  suivante  : 
En  vertu  du  principe  des  forces  vives,  le  produit  de  la  niasse  totale  en  mouvement 
par  la  hauteur  duc.  à  la  vitesse  à  chaque  instant  considère,  est  proportionnel  au  pro- 
duit de  la  longueur  de  la  colonne  partielle  qui  a  abandonné  le  sommet  du  tube,  par  la 
hauteur  dont  est  descendu  son  centre  de  gravité,  quand  on  la  considère  en  un  instant 
donné  comme  ayant  fourni  la  quantité  d'eau  passée  dans  l'autre  branche.  Or  il  serait 
facile  de  voir,  au  moyen  d'une  figure ,  que  la  force  vive,  et  par  suite  le  carré  de  la  vi- 
tesse, puisque  la  masse  est  constante ,  varie  comme  le  produit  des  deux  segments  de  la 
course  rectiligne  de  la  colonne  (un  des  deux  segments  étant  la  partie  abandonnée  par 
le  liquide),  ou  comme  le  carré  de  l'ordonnée  du  cercle  dont  le  diamètre  égalerait  la 
course  totale  de  l'oscillation.  Il  est  facile  de  voir  que  cela  revient  à  la  formule  écrite  dans 
le  texte,  en  y  conservant  la  lettre  R  ^  i . 
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nous  avons  vu  que  cette  hauteur  due,  à  laquelle  la  force  centrifuge  est 
proportionnelle,  est  aussi  toujours  proportionnelle  à  la  pression  sur 
l'origine  inférieure  de  la  branche  verticale;  donc,  à  tous  les  instants, 
cette  dernière  pression  est  égale  à  la  résultante  verticale  des  forces  cen- 
trifuges, puisqu'elle  y  est  égale  pendant  un  instant,  et  il  en  est  ainsi 
à  fortiori  de  leurs  moyennes  par  rapport  au  temps.  C'est  la  somme  de 
ces  deux  espèces  de  pressions  qui  compose  la  pression  totale,  et  si 
l'on  admet,  comme  on  va  d'ailleurs  le  prouver,  que  la  somme  des 
deux  moyennes  est  égale  au  poids  de  la  colonne  en  repos  absolu,  il  en 
résulte,  puisque  ces  moyennes  sont  égales,  que  l'état  d'oscillation  di- 
minue précisément  de  moitié  le  poids  apparent,  dont  l'autre  moitié  se 
retrouve  enjbrce  centrifuge,  mais  n'agit  que  dans  la  partie  courbe. 

Il  n'est  peut-être  pas  évident  à  priori  que  l'état  de  mouvement  d'un 
système  de  corps  ne  peut  pas  changer  son  poids  moyen,  en  ce  sens 
qu'il  se  retrouve  en  forces  centrifuges,  percussions,  etc.,  puisque  l'opi- 
nion de  Du  Buat,  et  d'après  lui,  de  quelques  auteurs  [*],  sur  la  dimi- 
nution des  pressions  dans  les  rivières  à  mouvement  uniforme,  semble 
au  fond  tout  à  fait  contraire  à  ce  résultat,  comme  Bernard  l'a  remar- 
qué dans  son  ouvrage  intitulé  :  Principes  d'hydraulique ,  page  172  ;  il 
n'est  donc  pas  inutile  de  le  démontrer. 

Supposons  qu'un  vase  soit  tenu  en  équilibre  au  moyen  de  forces  lU- 
rectement  opposées  à  celles  de  la  pesanteur.  On  sait,  par  le  principe 
de  la  conservation  du  centre  de  gravité,  que  si  l'on  n'introduit  pas  de 
forces  étrangères  dans  le  système,  le  centre  de  gravité  de  son  ensemble 
doit  rester  en  repos  maigre  l'état  d'ondulation  quelconque  de  l'eau 
qu'il  renferme.  Si  donc  le  centre  de  gravité  de  cette  eau  descend  d'un 
mouvement  accéléré,  c'est  parce  qu'à  cette  époque,  les  forces  qui 
agissent  sur  l'eau  en  tirant  le  vase  de  bas  en  haut  sont  moindres  que 
le  poids  total  du  liquide  en  repos.  Si  le  centre  de  gravité  de  cette  eau 
monte  d'un  mouvement  accéléré,  c'est  le  contraire  qui  a  lieu,  et  vice 
versa  si  le  mouvement  est  retardé.  Il  en  résulte  que  si  les  mouvements 
de  bas  en  haut  et  de  haut  en  bas  sont  symétriques,  et  qu'en  définitive, 


[*j   Du  Buat  n'avait  établi  son  opinion  tjue  sur  des  experienres  très-curieuses,  mais 
incomplètement  expliquées. 
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le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  tout  l'ensemble  solide  et  liquide 
soit  nul ,  le  poids  moyen  du  liquide  en  mouvement  sera  le  même  que 
dans  l'état  de  repos  absolu. 

Bien  que  l'on  pût  voir,  au  moyen  de  ce  résultat,  ce  que  devient  la 
pression  exercée  par  suite  du  mouvement  du  liquide  sur  le  fond  du 
vase,  en  supposant  ce  vase  invariable  de  position,  cela  devient  encore 
plus  clair,  abstraction  faite  des  résistances  passives,  quand  on  consi- 
dère les  oscillations  d'une  colonne  liquide  dans  un  siphon  renversé 
ordinaire  à  branches  verticales,  puisqu' alors  tout  est  symétrique. 

.l'ai  pensé  que  ces  considérations  générales  sur  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  pourraient  donner  plus  d'évidence  au  principe  que 
j'avais  d" abord  déduit  des  lois  de  la  communication  du  mouvement. 
Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  directement  que ,  si  un  corps  isolé  tombe 
d'une  certaine  hauteur  sur  un  plan  horizontal  dans  le  vide,  la  somme 
totale  des  pressions  ou  réactions,  par  rapport  au  temps ,  exercées  sur  le 
plan ,  sera  égale  à  la  somme  des  pressions  motrices  ou  retardatrices  de 
la  pesanteur,  par  rapport  au  temps,  pemiant  que  le  corps  ne  touche  pas 
le  plan.  Ainsi ,  eu  définitive,  la  pression  moyenne  n'aura  pas  changé  sur 
le  fond  du  système  horizontal,  si  l'on  considère  le  mouvement  depuis  l'in- 
stant où  le  corps  a  une  vitesse  donnée  jusqu'à  celui  où  il  repasse  par  la 
même  vitesse  dirigée  en  sens  contraire.  Le  raisonnement  sera  le  même 
si  l'on  considère  un  système  quelconque  de  corps  en  mouvement,  quelles 
que  soient  les  liaisons  ou  réactions  mutuelles.  Ainsi  le  poids  moyen  est 
le  même  que  pour  l'état  de  repos  dans  toutes  les  hypothèses,  en  con- 
sidérant une  durée  assez  longue  et  ayant  égard  à  ce  qui  vient  d'être  dit. 
Revenons  maintenant  au  cas  le  plus  général  des  oscillations  dans 
un  siphon  renversé  à  branches  verticales ,  abstraction  faite  des  rési- 
stances passives.   La  solution  du  problème  sur   la  diminution  de  la 
pression   moyenne  au  point  donné  dans  les  branches  verticales  de- 
vient extrêmement  simple ,   puisqu'il  suffit  d'apprécier  la  résultante 
moyenne  verticale  de  la  force  centrifuge,  cette  résultante  étant  pré- 
cisément la  partie  à  déduire  de  la  somme  totale  des  deux  espèces  de 
pressions  verticales  moyennes  qui  doit  être  égale  au  poids  de  la  co- 
lonne liquide  en  repos  stable.  Or  nous  savons  que  la  pression  moyenne 
de  la  force  centrifuge  varie  comme  la  force  vive  moyenne,  laquelle 
varie  comme  l'expression  ci-dessus.  H  suffit  donc  de  déterminer  le  rap- 
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port  de  la  force  vive  moyenne  à  la  course  de  ces  oscillations  isochrones 
Or,  comme  je  l'ai  dit  dans  mes  précédents  Mémoires,  la  partie  soule- 
vée au-dessus  du  niveau  d'équilibre  stable  dans  les  deux  branches 
étant  précisément  en  raison  du  chemin  que  la  force  parcourt  à  chaque 
oscillation,  la  force  vive  moyenne  est  comme  le  carré  de  la  course  de 
chaque  oscillation.  Ain.si  la  quantité  dont  la  pression  moyenne  est 
«Inninuee  est  en  raison  de  ce  carré.  En  définitive,  si  l'on  nomme  II, 
la  d.  ferencede  hauteur  des  niveaux  à  l'origine  de  l'oscillation  ,  laquan- 
tite  dont  d  faut  diminuer,  par  suite  de  l'état  du  mouvement,  la  valeur 
de  la  pression  moyenne  dans  l'état  de  repos  absolu,  ou  d'équilibre 
stable  dans  les  deux  branches,  est  évidemment 


4L- 


Si  Ion  pose  H„  =  L,  cette  quantité  devient  {L;  c'est  précisément 
ce  que  Ion  trouve  ^o«/-  cette  limite,  par  le  calcul  ci-dessus,  d'après 
equel  la  pression  moyenne  est  diminuée  de  moitié  à  Torigine  de  chaque 
branche  dont  chacune  a  une  hauteur  égale  à  4  L. 

L'expression  de  la  diminution  de  pression  moyenne,  provenant 
dans  un  siphon  du  mouvement  d'une  colonne  liquide  oscillante,  peut 
servir  à  apprécier  approximativement  la  diminution  analogue  résultant 
de  l'oscillation  d'une  colonne  liquide  dans  un  simple  tuyau  rectili-ue 
enfoncé  en  partie  au  milieu  d'un  réservoir.  Il  est  facile  de  voir  que  s^i  la 
masse  en  oscillation  pouvait  être  considérée  comme  sensiblement  con- 
stante, la  force  accélératrice  étant  sensiblement  moitié  moindre  que  dans 
nu  siphon,  pour  une  masse;  donnée  analogue,  la  diminution  de  pression 
dont  d  s'agit  serait  aussi  moitié  moindre,  abstraction  failedes  résistances 
passives.  Il  semblerait  assez  difficile  de  tenir  compte  des  résistances 
passives  (pour  cecas  particulier  de  diminution  dans  les  pressions^,  si  elles 
étaient  considérables  par  rapport  à  la  force  accélératrice,  la  question  se 
compliquant  encore,  surtout  dans  le  cas  où  les  tuyaux  sont  très-courts 
par  rapporta  la  course  de  l'oscillation,  de  ce  que  la  partie  de  la  course 

comprise  au-dessous  du  niveau  du  réservoir  est  d'abord  bien  plus  grande 
que  la  partie  comprise  au-dessus.  Il  est  clair  que,  dans  cette  hypothèse, 
il  serait  impossible  de  regarder  la  masse  oscillante  comme  assez  sensi- 
blement constante  e(  que  la  moyenne  serait  même  difficile  a  déterminer. 
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Les  phénomènes  de  l'écrasement  du  pied  de  la  colonne  ne  sont  pas  d'ail- 
leins  encore  assez  connus  pour  que  l'on  puisse  en  conclure  de  combien 
une  diminution  donnée  dans  cette  moyenne  pourrait  diminuer  la  pres- 
sion moyenne  de  la  colonne  oscillante  vers  son  extrémité  inférieure [*]. 
L'appareil  pour  les  épuisements,  objet  principal  de  la  présente  Note, 
pouvant  peut-être  offrir  par  la  suite  quelques  avantages  à  l'industrie 
en  utilisant  le  mouvement  des  flots  sur  des  côtes,  le  long  desquelles  il 
paraît  que  leur  agitation  se  transmet  assez  loin  des  régions  où  les  vents 
les  ont  soulevés  pour  qu'on  n'y  puisse  pas  utiliser  ces  vents,  nous  fe- 
rons la  remarque  suivante  sur  les  phénomènes  de  l'espèce  d'écrasement 
dont  on  vient  de  parler.  Quand  on  fait  déboucher  sous  le  niveau  d'un 
réservoir  im  robinet  d'où  sort  de  l'eau  colorée  ayant  un  mouvement 
permanent,  la  veine  prend  une  forme  très-évasée  à  une  petite  distance 
de  l'orifice ,  parce  que  le  mouvement  a  le  temps  de  se  propager  par  com- 
munication latérale  à  l'eau  du  réservoir,  de  manière  à  produire  cet  effet. 
Mais  l'évasement  est  plus  allongé  quand  une  colonne  sort  par  le  bas 
d'un  tube,  avec  un  mouvement  alternatif,  qui  n'a  pas  le  temps  de  se 
communiquer  latéralement  de  la  même  manière  que  dans  un  mouve- 
ment permanent.  Ainsi  j'ai  enfoncéen  partiedans  un  réservoir  un  siphon 
renversé  d'un  diamètre  analogue  à  celui  du  tube  dont  j'ai  parlé  plus 
haut,  et  dont  les  branches  étaient  très-inégales  en  hauteur.  Ce  siphon 
étant  rempli  d'eau  et  la  longue  branche  étant  bouchée  avec  la  main , 


[*]  Si  l'on  faisait  abstraction  du  mouvement  de  l'eau  dans  l'intérieur  du  réservoir,  on 
trouverait,  par  des  moyens  qui  ne  sont  pas  assez  rigoureux  pour  que  je  m'y  arrête,  que, 
dans  la  descente,  la  limite  de  la  vitesse,  à  chaque  instant,  serait  celle  d'un  corps  grave 
tombant  dans  le  vide,  en  supposant  la  gravité  diminuée  de  moitié.  On  trouverait  alors 
pour  chaque  instant  donné  que  la  pression  de  dedans  en  dehors  du  tube  vertical  serait 
exprimée  par  la  moitié  de  la  hauteur  actuelle  de  la  colonne  liquide  en  ce  point,  et,  en 
tenant  compte  de  la  durée  de  chaque  pression  élémentaire,  on  trouverait  que  la  dimi- 
nution de  la  pression  moyenne  à  l'origine  inférieure  du  tube  serait  exprimée  parle  tieis 
de  la  hauteur  du  niveau  du  réservoir  au-dessous  de  cette  origine  inférieure.  Cela  s'ob- 
tient au  moyen  d'une  intégrale  algébrique  facile  h  trouver;  mais  il  est  d'autant  plus  inu- 
tile d'insister  sur  ce  calcul  dont  les  bases  ne  sont  pas  d'ailleurs  assez  rigoureuses ,  que, 
par  suite  des  résistances  passives ,  la  diminution  de  pression  sera  sans  doute  encore 
moindre  que  nous  ne  l'avons  indiqué,  ou  que  le  quart  de  la  hauteur  du  niveau  du  ré- 
servoir au-dessus  de  l'origine  du  tuyau. 
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tandis  que  la  courte  branche  était  enfoncée  en  entier  au-dessous  du  ni- 
veau du  réservoir,  on  déljoucliail  subitement  la  première  et  la  colonne 
liquide,  se  précipitant  de  bas  en  haut,  venait  couper  par  un  bouillon 
assez  régulier  le  niveau  du  réservoir.  On  avait  ainsi  un  moyen  d'ap- 
précier l'évasement  du  tronc  de  cône  liquide ,  dont  l'angle  dépend 
évidemment  de  la  hauteur  de  la  colonne  de  chasse.  Je  ne  parle  d'ail- 
leurs ici  de  ce  fait,  que  pour  donner  une  idée  des  moyens  dont  on 
pourra  se  servir  dans  l'étude  de  cet  appareil  s'il  doit  plus  tard  être  utile 
à  l'industrie,  et  pour  ajouter  seulement  que  la  masse  en  mouvement 
dans  le  réservoir  ne  peut  pas  être  négligée  dans  les  calculs  ;  de  sorte  que 
l'expérience  seide  peutéclaircir  complètement  cette  matière,  comme  on 
le  verra  dans  un  prochain  travail  sur  les  ajutages  divergents.  Ce  qu'il  y 
a  de  certain,  c'est  que  la  nouvelle  force  de  succion,  mise  enjeu  dans 
cet  appareil,  est  assez  puissante.  On  peut  remarquer,  qu'abstraction 
faite  de  ses  ajjplications,  elle  seivira  à  varier  encore  les  formes  des 
appareils  sans  jnece  mobile  quelconque,  que  j'ai  décrits  dans  le  tome  VI 

de  ce  Journal ,  et  qui  sont  en  forme  de   / . 

Pour  étudier  maintenant  l'action  d'un  ensemble  quelconque  de  co- 
lonnes liquides  les  unes  sur  les  autres,  il  faut  se  bien  rendre  compte 
du  principe  de  la  succion  dont  il  s'agit  et  du  peu  de  puissance  (pi'exerce 
ici,  relativement  à  cette  succion,  le  phénomène  de  la  conmuinication 
latérale  du  mouvement  simplement  rectiligne  des  liquides  obser\é  par 
Venturi. 

On  sait  par  e.vpérience  qu'en  général  les  surfaces  mouillées  exercent 
sur  l'eau  dans  les  canaux  un  frottement  moindre  que  celles  qui  ne  le 
sont  pas  encore;  c'est  du  moins  ce  que  dit  Bossut  d'après  ses  propres 
observations,  et  cela  semble  très-rationnel.  La  comuuinication  laté- 
rale du  mouvement  rectiligne  dans  les  liquiiles  provient  de  quelque 
chose  d'analogue  à  ce  qu'on  est  convenu  d'appeler  frottement  des  li- 
quides. Quand  il  ne  s'agira,  comme  dans  le  cas  présent,  que  d'appré- 
cier à  beaucoup  près  ce  frottement  sur  un  point  donné  d'un  tuyau, 
c'est-à-dire  en  craignant  seulement  de  l'apprécier  au-dessous  de  sa  va- 
leur réelle,  il  est  clair  qu'on  pourra  s'en  former  une  idée  au  moven  du 
frottement  connu  de  l'eau  dans  un  tuyau  de  diamètre  doiuié.  En  effet, 
s'il  y  avait  une  erreur  à  craindre,  elle  serait  sans  doute  en  sens  contraire 

Tome  VIH.  —  Février  1843.  5 
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de  celle  que  l'on  commettra  dans  le  cas  présent,  l'eau  retenue  aux 
parois  fixes  devant  faire  éprouver  plus  de  résistance  cpie  si  elle  se  lais- 
sait entraîner  librement,  surtout  si  l'on  a  égard  à  la  chance  quelconque 
(le  rencontrer  des  aspérités  solides,  malgré  la  couche  d'eau  qui  les  ta- 
pisse. Orrabaissenientduniveaudel'eaudansle  réservoir  latéral  denotre 
appareil  étant  d'environ  un  sixième  ou  un  septième  de  la  course  de  la 
colonne  oscillante  au-dessous  du  niveau  du  réservoir  supérieur,  il  est 
facile  de  voir  que  le  frottement  sur  la  seule  section  normale  à  l'axe  du 
tube  latéral ,  par  laquelle  la  colonne  verticale  peut  agir  sur  celle  du 
tuyau  horizontal,  est  tout  à  fait  insuffisant  pour  donner  lieu  à  un  pa- 
reil abaissement.  En  effet,  d'après  les  expériences  de  Dubuat  sur  des 
tuyaux  de  diamètres  analogues  à  celui  du  tube  dont  je  me  suis  servi , 
il  faut  un  frottement  sur  une  longueur  d'une  trentaine  de  fois  ce  dia- 
mètre pour  perdre  sur  la  hauteur  du  réservoir  moteur,  dans  un  mou- 
vement uniforme  ,  une  fraction  de  cette  hauteur  égale  à  la  hauteur  due 
à  la  fraction  de  la  vitesse  due  à  la  hauteur  totale) ,  qui  est  observée 
dans  le  tuyau.  D'après  des  expériences  d'Eytelwein  sur  des  tuyaux 
d'un  diamètre  analogue ,  d'une  petite  longueur  analogue  aussi  à  celle 
de  notre  tuyau ,  le  coefficient  du  frottement  est  encore  moindre;  enfin, 
d'après  mes  propres  expériences  que  j'ai  rapportées  dans  mes  précé- 
dents Mémoires,  le  coefficient  est  encore  moindre  dans  le  mouvement 
oscillatoire  que  dans  le  mouvement  uniforme.  On  voit  donc  qu'il  fau- 
drait un  frottement  sur  une  étendue  beaucoup  plus  grande  que  la  seule 
section  du  tuyau  latéral  pour  diminuer  d'une  quantité  bien  moins 
considérable  que  nous  ne  l'avons  dit  la  hauteur  du  niveau  dans  le  ré- 
servoir latéral ,  quand  même  la  vitesse  de  la  couche  frottante  serait 
égale  à  celle  qu'un  corps  acquerrait  en  tombant  dans  le  vide  de  toute 
la  hauteur  du  niveau  le  plus  élevé.  Or  il  est  évident  que  cette  vitesse 
sera  toujours  bien  moindre,  puisqu'elle  rencontre  de  l'eau  à  sou- 
lever. Si  d'ailleurs  on  tenait  compte  des  mouvements  irréguliers  sur 
la  section  frottante ,  ce  serait  plutôt  une  raison  pour  penser  qu'il  y 
aurait  une  action  en  sens  contraire  de  la  succion.  Au  reste,  en  faisant 
tomber  une  colonne  lic[uide  dans  le  tube  vertical  portant  à  angle  droit 
sa  tubulure  latérale,  alors  assez  courte  pour  que  l'on  vit  passer  l'eau 
s'il  devait  en  jaillir  de  ce  coté,  j'ai  constaté  qu'il  en  passe  fort  peu  par 
cette  tubulure  dans  ce  mouvement  de  chute  rapide. 
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Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que  la  succion  opérée  par  ce 
nouvel  appareil  oscillant  ne  provient  pas  du  principe  de  la  communi- 
cation latérale  du  mouvement  dans  les  liquides,  an  moins  quant  à  sa 
partie  la  plus  considérable  à  beaucoup  près.  Voyons  quel  en  est 
le  véritable  principe;  bien  qu'à  la  rigueur  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
théorème  ci-dessus  pût  être  suffisant,  il  est  toujours  utile  de  se 
rendre  compte  de  la  raison  des  cboses,  d'une  manière  en  quelque  sorte 
sensible. 

Quand  une  pression  agit  sur  nn  corps  fixe,  elle  s'exerce,  conune  on 
sait,  avec  plus  d'intensité  que  si  ce  corps  cède.  C'est  par  cette  raison 
que  pour  le  mouvement  unifbrme  de  l'eau  dans  les  tuyaux  de  conduite. 
D.  Bernoulli  a  trouvé  la  pression  moindre  que  dans  l'état  de  repos,  et 
c'est  aussi,  par  la  même  raison  que,  sans  aucune  déviation  de  filets  fluides 
et  abstraction  faite  de  toute  commiuiication  latérale  du  mouvement, 
nous  avons  trouvé  une  diminution  de  pression  si  notable  j^rove- 
nant  de  l'état  d'oscillation  des  colonnes  liquides  dans  (ie  simples  tubes 
verticaux  et  dans  des  siphons  renversés.  Mais  il  faut  bien  faire  atten- 
tion (\ue  ce  n'est  pas  l'e'tai  de  mouvenipnt  en  lui-même  qui  détermine 
ce  phénomène  provenant  de  ce  que  le  point  d'application  d'une  force 
cède  en  prenant  du  mouvement.  Il  faut  prendre  garde  de  mal  inter- 
préter la  loi  de  D.  Bernoulli,  qui  n'est  établie  que  pour  le  mouvement 
permanent. 

Pour  nous  former  une  idée  bien  nette  sur  ce  sujet ,  supposons  qu'un 
siphon  renversé  ordinaire,  à  branches  verticales  d'égales  hauteurs,  soit 
disposé  sous  le  fond  d'un  réservoir  avec  lequel  il  est  en  communication, 
et  dont  la  hauteur  d'eau  soit  précisément  égale  à  la  hauteur  due  a  la 
vitesse  unifbrme  dans  ce  siphon  où  l'on  fait  abstraction  des  résistances, 
passives.  D'après  le  théorème  de  D  Bernoulli ,  dans  les  branches  ver- 
ticales la  pression  sur  un  point  donné  de  la  paroi  est  exprimée  par  la 
hauteur  du  niveau  du  réservoir  au-dessus  de  ce  point  moins  la  hauteur 
dueii  vitesse,  hauteur  égale,  en  vertu  de  rhvpolhese,  à  celle  du  ni^eau 
de  l'eau  au-dessus  de  la  naissance  du  siphon.  Or,  si  l'on  supprime  in- 
stantanément ce  réservoir,  puisque  la  pression  de  celui-ci  ne  sexercaif 
pas  sur  le  siphon  ,  il  en  résulte  que  les  pressions  dans  les  branches  ver- 
ticales seront  partout  égales  à  ce  qu'elles  seraient  si  dans  cet  instant  le 
liquide  était  en  repos.  Ce  qui  se  passe  alors  est  parfaitement  analogue 

5.. 
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à  ce  qui  se  présente  à  l'époque  où,  dans  un  siphon  renversé,  une  colonne 
liquide  oscillante  arrive  par  ses  deux  extrémités  à  un  même  niveau. 
Comme  il  ne  s'agit  ici  que  d'un  mode  de  démonstration,  nous  n'avons 
point  considéré  ce  qui  se  passe  dans  le  coude  ou  aux  environs,  par  suite 
de  la  force  centrifuge,  non  plus  que  le  bouillon  ou  champignon  de 
sortie,  le  tube  étant  d'ailleurs  censé  avoir  un  assez  grand  développe- 
ment. Mais  il  nous  a  semblé  que  les  considérations  précédentes  éclair- 
ciraient  bien  le  principe  de  mécanique  objet  de  ce  travail ,  en  s'accor- 
dant  d'ailleurs  avec  le  calcul  ci-dessus. 

Pour  achever  d'éclaircir  le  principe  de  l'appareil  objet  de  cet  article 
et  son  utilité  dans  l'étude  des  applications  proposées ,  il  faut  considérer 
les  expériences  eu  variant  de  frois  manières  bien  distinctes  le  mode  de 
la  succion  sur  lequel  il  repose,  et  pour  cela  reprendre  l'appareil  tel 
que  nous  l'avons  d'abord  décrit  : 

1°.  Quand  la  partie  du  tube  vertical  qui  est  au-dessous  du  tube  ho- 
rizontal n'avait  qu'environ  deux  fois  la  longueur  de  son  diamètre  et  se 
terminait  par  des  parois  vives,  il  n'y  avait ,  à  proprement  parler,  rien  de 
bien  nouveau  dans  le  mode  de  succion  parfaitement  analogue  à  celle 
que  Venturi ,  et  avant  lui  Bernoulli ,  ont  observée  dans  les  ajutages 
comme  provenant  de  la  contraction  de  la  veine  fluide.  Seulement  on 
n'avait  pas  observé  cette  succion  dans  le  mouvement  oscillatoire  d'une 
veine  liquide. 

■2°.  Quand  on  augmentait  la  longueur  de  cette  sorte  d'ajutage  qui 
n'est  que  le  prolongement  du  tube  vertical  au-dessous  du  tube  hori- 
zontal) de  deux  fois  environ  la  longueiu-  de  son  diamètre,  alors  l'abais- 
sement dans  le  réservoir  latéral  était  diminué  de  plus  de  moitié.  L'ad- 
dition d'une  si  petite  longueur  produit  cette  diminution,  évidemment 
parce  que  les  filets  liquides  ont  parcouru  le  chemin  nécessaire  pour  se 
redresser  beaucoup  mieux  avant  de  passer  devant  le  tube  latéral ,  ce 
qui  modifie  le  phénomène  de  la  succion  par  la  contraction  de  la  veine 
liquide. 

3°.  On  conservait  cette  longueur  d'ajutage  ainsi  augmentée,  on 
le  terminait  inférieurement  par  un  entonnoir  convenablement  évasé, 
au  lieu  de  le  terminer  par  de  simples  parois  vives;  alors,  malgré  la 
même  augmentation  de  longueur,  plus  encore  celle  de  la  partie  éva- 
sée, on  obtenait  cependant  un  abaissement  de  niveau  dans  le  réservoir 
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latéral  aussi  grand  que  dans  le  cas  où  l'ajutage  à  parois  vives  n'avait 
qu'une  longueur  d'environ  deux  fois  le  diamètre  du  tube  vertical, 
bien  que  la  colonne  s'élevât  plus  haut  dans  le  tube. 

C'est  en  ceci  que  consiste  le  pliénomènedont  nous  avons  particulière- 
ment à  nous  occuper  ici,  parce  qu'il  on  résulte  que  l'état  d'oscillation 
quelconque,  même  abstraction  faite  des  pliénomenes  de  succion  dans  les 
ajutages,  diminue  en  général  la  moyenne  des  pressions  à  une  certaine 
profondeur  au-dessous  du  niveau  d'équilibre  stable  d'une  masse  li- 
quide. Pour  mieux  encore  préciser  cette  idée,  je  ferai  mention  ici  d'un 
phénomène  parfaitement  analogue  dans  un  siphon  renversé  d'égal 
diamètre  partout,  et  portant  latéralement  un  tube  normal  à  son  axe,  dé- 
bouchant de  la  même  manière  dans  un  réservoir  latéral.  Je  l'ai  observé 
avec  des  tubes  de  même  diamètre  que  ci-dessus.  Mais  il  faut  é\  idemment. 
pour  bien  faire  l'expérience,  que  le  réservoir  n'ait  qu'un  diamètre  ana- 
logue à  celui  du  siphon;  l'eau  de  ce  petit  réservoir  baissait  jusqu'à  une 
certaine  profondeur  au-dessous  du  niveau  d'équilibre  stable  de  la  co- 
lonne oscillante,  et  cela  pendant  plusieurs  périodes  consécuhves. 

Il  faut  maintenant  revenir  sur  un  détail  essentiel  dans  ce  genre  d'ap- 
pareils, non-seulement  dans  le  but  de  bien  faire  voir  quelques-unes  de 
leurs  propriétés,  mais  dans  celui  de  montrer  les  précautions  à  prendre 
poiu-  que  les  expériences  précédentes  soient  concluantes. 

Quand  le  tube  latéral  est  très-court,  il  y  a  des  époques  où  l'eau  est 
repoussée  de  dedans  en  dehors  du  tube  vertical  au  lieu  d'y  être  aspirée. 
Or,  si  l'on  n'avait  pas  un  moyen  de  se  déliarrasser  de  ce  mouvement 
alternatif,  il  resterait  quelque  doute  .sur  un  point  capital;  il  serait,  en 
etfet,  difficile  de  savoir  si  une  partie  essentielle  de  la  force  de  succion 
ne  serait  pas  seulement  apparente  ,  et  ne  proviendrait  pas  tout  simple- 
ment de  ce  que  l'eau  du  tube  latéral  éprouverait  moins  de  résistances 
passives  dans  un  sens  que  dans  l'autre. 

Lemoyendese  débarrasser  de  cette  difficultéest,  comme  je  l'ai  dit  plus 
haut,  parfaitement  analogue  pour  nos  pièces  fixes  à  celui  que  l'on  em- 
ploie dans  les  macliines  à  pièces  mobiles  ou  l'on  emmagasine  la  force 
vive  dans  une  masse,  de  manière  à  ce  que  son  mouvement  persiste  tou- 
jours dans  un  même  sens,  bien  que  la  résistance  surpasse  périodique- 
ment la  puissance. 

Si  le  tuyau  latéral  a  une  longueur  analogue  a  celle  du  tuyau  vertical 
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et  un  diamètre  égal  partout,  cette  longueur  ne  suffit  pas  pour  que  la 
force  vive  s'emmagasine  dans  la  colonne  horizontale  de  façon  à  ce  que 
la  vitesse  persévère  toujours  dans  un  même  sens.  Mais  si  l'on  rétrécit 
graduellement  la  partie  intermédiaire,  en  disposant  entre  deux  tubes 
coniques  un  tube  plus  étroit  que  leur  plus  grande  base,  alors  il  n'en 
est  plus  ainsi ,  pourvu  que  le  diamètre  de  ce  tube  intermédiaire  ne  soit 
pas  encore  trop  grand  par  rapport  à  celui  de  ces  extrémités.  11  n'est 
pas,  du  reste,  nécessaire  que  les  raccords  soient  exécutés  d'une  ma- 
nière bien  parfaite.  Le  tuyau  intermédiaire  n'ayant  qu'un  diamètre 
d'environ  les  deux  cinquièmes  de  celui  de  ces  extrémités ,  il  y  avait  en- 
core un  mouvement  de  va-et-vient  dans  ce  tuyau;  mais,  pour  le  rendre 
tout  à  fait  sans  oscillation  rétrograde  dans  cette  partie ,  il  suffisait  d'in- 
troduire dans  ce  tuyau  un  tube  de  verre  à  parois  un  peu  épaisses,  d'un 
diamètre  environ  moitié  moindre. 

La  composante  de  la  pression  du  vent  qui  s'exerce  de  haut  en  bas  sem- 
blerait, au  premier  aperçu,  devoir  compenser  les  diminutions  dans  les 
pressions  des  colonnes  liquides  oscillantes  entre  les  rochers,  par  suite  du 
mouvement  des  flots.  Je  remarquerai  d'abord,  à  ce  sujet  que  la  pression, 
motrice  s'exerçait  aussi  précisément  de  haut  en  bas  dans  les  expériences 
que  j'ai  rapportées,  où  cependant  la  succion  latérale  était  très-puis- 
sante par  rapport  à  la  course  verticale  de  la  colonne  en  oscillation  au- 
dessous  d'un  niveau  extérieur.  Je  remarquerai,  en  second  lieu,  que  la 
puissance  de  cette  succion  est  d'autant  plus  évidente  que  les  résistances 
passives  sont  moindres;  or,  dans  les  grandes  masses  liquides  en  oscilla- 
tion entre  les  rochers,  les  résistances  passives  seront,  en  général,  bien 
moindres  par  rapport  à  la  force  vive  que  dans  des  tubes  d'un  petit  dia- 
mètre. 

Pour  se  rendre  compte  de  la  manière  dont  les  choses  se  passent,  il  faut 
faire  attention  que  les  flots  ne  se  soulèvent  pas  instantanément.  Ils  s'élè- 
vent graduellement  sous  l'action  de  la  force  motrice,  en  augmentant  de 
grandeur  comme  toutes  les  oscillations  sur  lesquelles  une  force  motrice 
agit  alternativement.  Il  en  résidte  qu'en  définitive  le  poids  des  flots  est 
tres-considérable  par  rapport  à  celui  auquel  on  pourrait  comparer  la 
force  du  vent  sur  une  surface  d'une  grandeur  analogue  à  leur  base. 
La  Coudraye,  pour  en  donner  une  idée  très-imparfaite  et  vraisembla- 
blement bien  au-dessous  de  la  vérité ,  a  trouvé  dans  un  essai  de  calcul 
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que  le  poids  des  flots  est  plus  de  cent  soixante-seize  fois  plus  grand  que 
la  force  du  vent  qui  les  entretient,  estimée  en  poids  d'une  manière 
analogue.  Or,  en  supposant  avec  lui  les  oscillations  sensiblement 
isochrones,  on  pourait  obtenir  un  résultat  plus  approché  de  la  vé- 
rité en  observant  de  combien  les  flots  baissent  en  im  temps  donné  après 
ia  cessation  du  vent.  On  sait  d'ailleurs  que  la  mer  est  assez  longtemps 
à  se  calmer  pour  que  la  différence  de  deux  élévations  consécutives  soit 
en  général  tres-faible.  La  force  du  vent  qui  maintenait  les  flots  à  une 
hauteur  donnée,  en  faisant  équilibre  aux  résistances  passives,  était  donc 
aussi  très-faible  par  rapport  au  poids  de  la  masse  liquide  soulevée  au- 
dessus  du  niveau  de  l'eau  tranquille.  On  voit,  d'après  cela,  que  s'il  en 
est  ainsi  jusqu'à  un  certain  point  pour  les  masses  liquides  en  balance- 
ment dans  les  rochers  qui  d'ailleurs  abritent  plus  ou  moins  le  souunet 
de  ces  masses  liquides,  il  y  a  nécessairement  des  localités  où  elles  exer- 
cent une  assez  puissante  succion  à  l'embouchure  des  cours  d'eau  sou- 
terrains qui  se  jettent  dans  la  mer  ou  dans  les  grands  lacs. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  seulement  que  les  co- 
lonnes liquides  se  balancent  entre  les  rochers,  abstraction  faite  en- 
core du  système  de  mouvements  intérieurs  qui  se  présente  dans  les 
flots.  Mais  il  résulte  des  expériences  que  j'ai  faites  sur  le  mouvement 
des  flots  dans  un  canal  rectangulaire  ,  que  sur  le  fond  du  canal  les  mo- 
lécules ont  un  mouvement  de  va-et-vient  analogue  à  celui  de  l'eau  dans 
la  branche  horizontale  d'un  siphon  renversé.  Ces  expériences  ne  pou- 
vant être  bien  décrites  que  dans  une  Note  séparée,  j'énonce  seulement 
ici  ce  fait,  afin  de  faire  pressentir  que  les  considérations  objet  de  cet 
article  ne  doivent  pas  être  négligées  dans  le  calcul  des  actions  mutuelles 
des  grandes  masses  d'eau,  et  que  du  moins,  même  abstraction  faite  des 
longues  colonnes  liquides  en  balancement  dans  les  rochers  ,  il  y  a 
lieu  de  penser  que  les  vagues  les  plusrégulières  doivent,  dans  les  détroits, 
donner  lieu  à  des  succions  sur  l'emboucluu-e  des  cours  d'eau  souter- 
rains. Dans  les  régions  supérieures  des  masses  liquides  en  ondulation, 
il  se  présente  des  espèces  de  tourbillons  elliptiques  dans  des  plans 
verticaux;  nous  verrons  de  quelle  manière  on  doit  v  avoir  égard. 
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CONCLUSIONS. 

11  résulte  des  expériences  et  des  considérations  précédentes,  que  le 
mouvement  oscillatoire  des  liquides  présente  une  nouvelle  cause  de 
succion,  bien  distincte  des  phénomènes  de  succion  dans  les  ajutages 
et  de  communication  latérale  du  mouvement  dans  les  liquides. 

L'appareil  objet  de  cette  Note  offre  un  nouveau  principe  de  trans- 
formation élémentaire  du  mouvement  alternatif  irrégulier  en  mouve- 
ment continu  sans  pièce  mobile ,  qui  pourra  être  appliqué  aux  appareils 
décrits  dans  mes  précédenis  Mémoires.  Toutes  les  nouvelles  transfor- 
mations élémentaires  peuvent  d'ailleurs  être  si'.sceptibles  d'applications 
ultérieures,  abstraction  faite  de'cellcs  que  l'inventeur  peut  proposer  lui- 
même. 

Il  serait  sans  doute  difficile  de  prévoir  le  degré  d'utilité  que  ce  nou- 
vel appareil  sans  pièce  mobile  pourra  avoir  dans  l'application  de  la 
puissance  des  flots  ou  d'un  moteur  (juelconque  irrégulier;  mais  on 
peut  au  moins  le  considérer  comme  le  premier  essai  qui  ait  été  proposé 
pour  expliquer  par  les  lois  de  l'hydraulique  les  phénomènes  curieux 
du  mouvement  des  eaux  qui,  partant  d'un  niveau  inférieur  à  celui  de 
la  mer  autour  des  îles  où  elles  se  trouvent ,  semblent  cependant  ne 
s'écouler  que  dans  la  mer.  On  verra,  dans  un  prochain  Mémoire  sur  les 
ondes,  comment  les  principes  précédents  modifient  de  diverses  manièies 
les  actions  mutuelles  des  niasses  liquides  en  ondulation  [*]. 


[*]  Le  principe  de  la  puissance  de  succion  qui  vient  d'être  développe  ayant,  comme 
on  le  verra  dans  un  prochain  ^lémoire,  beaucoup  plus  d'utilité  qu'on  ne  pourrait  le 
penser  au  premier  aperçu ,  M.  Combes  a  bien  voulu,  à  ma  prière,  le  vérifier  par  des 
moyens  analytiques  différents  de  ceux  que  j'avads  employés  ;  il  est  parvenu  au  même 
résultat  que  moi  et  m'a  autorisé  à  publier  la  iNote  suivante  à  la  fin  du  présent  travaH. 
L'accord  des  résultats  obtenus  par  des  méthodes  si  différentes  est  un  sur  garant  de  leur 
exactitude. 

Calcul  de  la  pression  exercée  dans  le  sens  vertical  par  une  colonne  liquide  d'un  diamètre 
uniforme  oscillant  dans  un  siphon  à   brandies  verticales  ;  par  ^\.  Combes. 

Si  une  colonne  fluide  amb  oscille  dans  un  siphon  à  branches  verticales,  la  pression 
que  le  liquide  exerce  sur  le  siphon  dans  le  sens  vertical  varie  à  chaque  instant ,  avec  la 
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position  et  la  vitesse  de  la  colonne  liquide.  Si  l'on  désigne  par  7  le  poids  spécilique  dii 
liquide,  par  a  la  section  constante  de  la  colonne,  par  L  sa  longueur  développée,  par  H 
la  distance  verticale  variable  entre  le  niveau  du  fluide,  dans  les  deu.\  branches,  par  P 
la  pression  que  le  fluide  exerce  sur  le  siphon  dans  le  sens  vertical ,  on  a 

P=r  ,/«L4-  Ç(HJ  -2H=), 

H„  désignant  la  valeur  initiale  do  II,  la  hauteur  sous  laquelle  l'oscillation  a  commence. 
Le  poids  de  la  colonne  liquide  est  </aL.  Il  est  augmenté,  pendant  la  durée  de  l'oscil- 
lation ,  de  -—  (H  J  —  2H'),  quantité  qui  peut  être  négative,  positive  ou  nulle. 


L 

Ainsi,  au  commencement  de  l'oscillation,  on  a 


qa 


le  poids  est  diminue  de  celui  d'une  colonne  liquide  ayant  pour  hauteur  — !•. 
A  la  fin  de  l'oscillation  ,  on  a  également 

H=— H„     IF=:H^,     P=yaL— ^H;. 
Au  milieu  de  l'oscillation,  quand  le  fluide  est  de  niveau  dans  les  deux  branches, 

a  1  •  j  ■    j     7"  Ho 

H  =  o  ;  le  poids  est  augmente  de  — - —  ,  autant  qu'd  est  diminue  au  commencement 

et  à  la  fin  de  l'oscillation.  C'est  le  maximum  de  l'augmentation,  comme  le  maximum  de 
la  diminution. 

Le  poids  moyen,  pendant  toute  la  durée  d'une  oscillation,  est  égal  au  poids  de  1;. 
colonne  liquide  elle-même. 


plète.  Or  on  a 

T  = 


Ce  poids  moyen  est  l'intégrale  "^-^ ,  T  désignant  la  durée  dune  oscillation  com- 

T  =  ''N^L 


et  il  est  facile  de  voir  que  l'intégrale 

Wdt='- 


/: 


de  sorte  que 


/T 
Wdt, 


T  désignant  toujours  la  durée  complète  d'une  oscillation. 
Tome  VllI.  —  Février  1843. 
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L'équation  multipliée  par  rf^  et  intégrée  entre  les  limites  o  etT,  se  réduit,  en  consé- 


quence, a 

'T 

Pdt  =  qàL  X  T, 


/: 


/: 


T 

Vdt 


=:  7<jL, 

J 

poids  de  la  colonne  liquide  en  équilibre. 

Si  les  branches  du  siphon  n'étaient  point  verticales,  on  aurait  pour  la  pression  sur  le 
siphon  ,  dans  le  sens  de  la  verticale , 

_  _         (7rt,     ;  H- 

P  =  lynL  -4-  i—  lû  (cos  y,,  —  cos  7,  !  —  q  a  —, 

équation  dans  laquelle  u  est  la  vitesse  du  liquide  à  l'instant  que  l'on  considère,  7»,  7, 
les  angles  respectifs  que  forment  avec  la  verticale  les  tangentes  aux  deux,  extrémités  de 
l'axe  de  la  colonne  liquide  oscillante.  Si  le  tube  est  recourbé,  7,  est  toujours  un  angle 
obtus  dont  le  cosinus  est  négatif.  Quand  les  deux  branches  sont  verticales ,  on  a 

cos7„  —  cos  71  =  I  +  I  ::=  2; 
et  comme  on  a  aussi 

cm  retombe  sur  la  formule  donnée  d'abord. 

Si  l'appareil  se  réduit  à  un  simple  tube  vertical,  dans  lequel  une  colonne  d  eau  tombe 
librement,  on  a 

7„  =  o,      7,  c=  o,      COS7,,  —  COS71  =::  I  —  1=0. 

D'ailleurs  H  =  L,  et  l'on  trouve  P  ^  o,  ce  qui  est  évident. 

Ces  formules  sont  une  conséquence  du  principe  de  d'Alenibert,  ou  du  principe  des 
forces  vives. 

Quand  un  corps  pesant ,  soumis  à  des  liaisons  quelconques ,  prend  un  mouvement ,  le 
poids  moyen  de  ce  corps ,  dans  le  système  dont  il  fait  partie ,  est  égal  à  son  propre  poids, 
toutes  les  fois  que  l'on  prend  ce  poids  moyen  pendant  un  intervalle  de  temps,  au  com- 
mencement et  à  la  fin  duquel  les  vitesses  du  corps  pesant  dans  le  sens  vertical ,  sont 
égales  et  de  même  sens.  Cette  proposition  est  une  conséquence  des  premières  notions 
sur  les  forces.  En  effet,  soient  Q  le  poids  réel  d'un  corps,  Pson  poids  dans  le  système, 
c'est-à-dire  l'action  que  ce  corps  exerce  sur  le  système,  dans  le  sens  vertical,  de  haut 
en  bas,  et  que  le  système  exerce  à  son  tour  sur  lui  dans  le  sens  vertical  de  bas  en  haut. 
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H„,  u,  les  vitesses  du  corps,  dans  le  sens  vertical ,  au  commencemenl  et  a  la  fin  d'un 
temps  donné  T.  On  a,  conformément  aux  principes  de  la  proportionnalité  des  forces 
aux  quantités  de  mouvement  qu'elles  impriment ,  et  de  l'indépendance  de  l'action  des 
forces,  ou  de  leurs  composantes, 


QT 
Si  donc  a,  =  «M , 


—     r      Vdt=  ^(«,  —  uj. 
J  0  g 


L 


T 

9dt=  QT;  .  C.  Q.  F.  D. 


Ce  principe,  vrai  pour  un  corps  |)esant,  s'étend  à  un  ensemble  quelconque  de  corps 
pesants,  même  quand  on  suppose  que  ces  corps  sont  liés  entre  eux  d'une  manière  quel- 
conque ,  ou  même  s'attirent  et  se  repoussent  mutuellement. 

Le  poids  moyen  de  l'ensemble  dans  le  système  sera  égal  au  poids  réel  de  l'ensemble, 
toutes  les  fois  que  ce  poids  moyen  sera  pris  pendant  un  intervalle  de  temps  aux  extré- 
mités duquel  les  sommes  algébriques  des  quantités  de  mouvement  de  tous  les  corps  pe- 
sants ,  dans  le  sens  lyertical ,  seront  égales  entre  en  elles.  En  effet ,  pour  un  seul  corps 
pi'sant ,  on  a 


QT 


—    r      Prff  =  ^  (a,  —  «„) , 


P  désignant  ici  la  résultante  de  toutes  les  forces  de  liaison  appliquées  au  poids  Q ,  esti- 
mées dans  le  sens  vertical  de  bas  en  haut,  y  compris  les  actions  des  antres  corps 
sur  le  corps  Q. 

On  a,  de  menu-,  pour  un  autre  corps  qui  pèse  Q', 


poui  un  troisième  ,  dont  le  poids  est  Q", 
•T 


'T—     /        P'rff=  -^  («',—  «,); 

(oids  est  Q" , 

/T  O' 

]?"  dt  =  -^  («"  —  «J; 
o  g 


Ajoutant  toutes  ces  équations. 


(Q  +  Q'-f-Q"-f-...jT—    r      (P-l-P'-f-P"-f-...)'/' 

Q  Q'    ,         Q"    „  /Q  Q'     .         Q"    "  \ 

g  g  g  \g  S  S  / 

6.. 
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Si  le  second  membre  est  nul,  le  premier  l'est  aussi.  Donc 

Q-l-Q'-(-Q"H-...)T=    j       (P-^-P'  +  p"-|-...)rf^ 

Or,  dans  la  somme  P  -h  P'  +  F"  -|-...,  les  forces  d'attraction  et  de  répulsion  mu- 
tuelle disparaissent  naturellement,  parce  qu'elles  sont  deux  à  deux  égales  et  directe- 
ment opposées  (action  et  réaction);  il  ne  reste  donc  plus  que  la  somme  des  actions  des 
points  fixes  du  système  sur  l'ensemble  des  poids.  Donc,  etc. 

Ainsi,  dans  l'oscillation  d'un  pendule,  le  poids  moyen  du  pendule  dans  le  système  est 
égal  à  son  poids  réel,  si  l'on  prend  ce  poids  moyen  pendant  une  demi-oscillation  des- 
cendante, ou  pendant  une  demi-oscillation  montante,  parce  que,  au  commencement 
et  à  la  fin  de  ces  intervalles,  les  vitesses  verticales  du  pendule  sont  égales  (elles  sont 
milles). 

Dans  une  colonne  liquide  qui  oscille,  quelle  que  soit  sa  forme  ,  le  poids  moyen  de  la 
colonne  est  égal  à  son  poids  réel ,  en  prenant  ce  poids  moyen  pendant  une  demi- 
oscillation  ,  c'est-à-dire  depuis  le  moment  où  la  colonne  commence  à  se  mouvoir  jusqu'au 
moment  où  son  centre  de  gravité  est  au  point  le  pins  bas,  ou  pendant  une  oscillation 
entière. 

Lorsqu'une  colonne  liquide  oscille  dans  un  siphon  à  branches  verticales,  la  pression 
sur  un  point  m  de  la  paroi  verticale  est  donnée  par  l'équation 


p:=h~ 


h   du 
S  dF' 


h  exprimant  la  hauteur  actuelle  du  niveau  du  liquide  au-dessus  du  point  considère,  et 
u  la  vitesse  de  la  colonne  liquide.  Comme  on  a 


du   _        H 

~dt   ~  ^  ~L' 


cette  ex])ression  devient 


?). 


L  étant  la  longueur  totale  de  la  colonne  et  H  la  différence  variable  du  niveau  dans  les 
deux  branches,  qui  est  d'abord  positive,  et  ensuite  négative. 

En  appelant  h^  et  H„  les  valeurs  de  h  et  H  au  commencement  de  l'oscillation ,  on  a 
la  relation 

h,  —  A  =  -  (H„  —  H) , 
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d'où 

A  ~  /j„  _  1  H„  -t-  -  H, 

2  ?. 

et 

.=  (..-:h..:h)(,-«), 

la  pression  moyenne  pendant  roscillation 

T      -"■     ,»-+5^r rr-  j.  ""'-ÏTr/.    «■•" 

T  désignant  la  durée  complète  d'une  oscillation. 
Or,  l'intégrale 

Wdt  =  o, 
car  on  a 

«^  "  J  o       g 

et  la  vitesse  «levient  nulle  à  l'origine  et  à  la  fin  de  l'oscillation  :  .lu,,  autre  côte 

J   o  2      ' 

OU  a  donc,  pour  la  l)ression  moyenne. 


2  4L 


La  pression  sur  le  po.nl  ,.  .  dans  le  cas  où  le  liquide  aur».t  ete  stagnant  et  de  nn-eau 
dans  les  deux  branches,  serait  évidemment  mesurée  par  la  hauteur  /,„  -  i  H.,.  La  pres- 
sion moyenne,  dans  l'état  de  mouvement ,  es,  donc  inférieure  à  la  pression  qui  aur  ut 
heu,  dans  l'état  de  repos,  d'une  quantité  mesurée  par  une  hau.eur'de  colonne  liqi.iX 


égale  à  .^°. 
4L 
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SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  CENTRES  DE  GRAVITE; 
Par  E.  BRASSINE, 

Professeui-  à  l'Ecole  d'Artillerie  de  Toulouse. 


Théorème  I''^  —  Les  centres  de  gravité  de  l'aire  et  du  contour, 
dun polygone  circonscrit  à  uite  circonférence,  sont  toujours  situés  sur 
une  droite  qui  passe  par  le  centre  de  cette  circonjérence. 

Théorè?,i£  II.  Les  distances  des  centres  de  gravité  de  l'aire  et  du 
contour  du  polygone,  au  centre  de  la  circonjérence  inscrite ,  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  de  i  à  '5. 

Ces  théorèmes,  qui  ont  lieu  pour  un  triangle  quelconque,  s'appli- 
queraient aussi  à  un  polygone  gauche,  dont  les  côtés  seraient  tangents 
à  une  sphère;  seulement  il  faudrait,  dans  ce  cas,  remplacer  l'aire  poly- 
gonale par  la  somme  des  aires  triangulaiies  qui  ont  leur  sommet  com- 
mun au  centre  de  la  sphère ,  et  pour  base  les  cotés  du  polygone  cir- 
conscrit. 

Observons  que  si  le  centre  de  gravité  du  contour  polygonal  coïn- 
cide avec  le  centre  de  circonférence  qui  lui  est  inscrite .  il  en  sera  de 
même  du  centre  de  gravité  de  l'aire  du  polygone. 

Théorème  TII.  Ze  centre  de  gravité  d' un  polyèdre  ciivonscrit  a  une 
sphère  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  le  centre  de  gravité  de  l'aire  de 
ce  polyèdre  avec  le  centre  de  la  sphère  inscrite. 

Théorème  IV.  Les  distances  du  centre  de  gravité  du  polyèdre  et  du 
centre  de  gravité  de  son  aire  au  centre  de  la  sphère  inscrite,  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  de  3  À  4  ■ 

Ces  théorèmes,  qui  sont  vrais  pour  une  pyramide  triangulaire  quel- 
conque ,  font  voir  clairement  que  si  le  centre  de  gravité  de  la  surface 
du  polyèdre  coïncide  avec  le  centre  de  la  sphère  inscrite,  il  en  sera  de 
même  du  centre  de  gravité  du  polyèdre  lui-même. 
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Théorf.me  V.  —  Il  est  aisé  de  démontrer  que  si  l'on  circonscrit  un 
cône  à  un  ellipsoïde  quelconque,  la  droite  qui  joint  le  sommet  de  ce 
cône  avec  le  centre  de  la  courbe  de  contact  passe  toujours  par  le 
centre  de  lellipsoïde,  d'où  il  résulte  évidemment  que,  si  l'on  regarde 
la  courbe  de  contact  comme  la  base  qui  termine  le  cône  circonscrit, 
le.s  centres  de  gravité  du  cône,  de  l'ellipsoïde  et  de  l'ellipse  de  contact 
seront  en  ligne  droite. 

Pour  démontrer  les  quatre  premiers  théorèmes,  il  suffit  de  décom- 
poser le  polygone  ou  le  polyèdre  en  triangles ,  ou  en  pyramides  trian- 
gulaires ayant  leurs  sommets  communs  au  centre  du  cercle  inscrit 
ou  de  la  sphère  inscrite.  On  placera  ensuite  aux  trois  sommets  de 
chaque  triangle ,  ou  aux  quatre  sommets  de  chaque  pyramide ,  des 
masses  sphériques  égales,  ayant  leurs  centres  à  ces  sommets,  et  pro- 
portionnelles à  leurs  aires  ou  leurs  volumes,  c'est-à-dire  à  leurs  bases; 
en  composant  les  poids  de  ces  masses,  on  arrivera  aisément  aux  théo- 
rèmes énoncés. 

Nous  observerons  en  terminant  que  ce  mode  de  démonstration  fait 
trouver,  d'une  manière  immédiate,  toutes  les  constructions  qu'on  a 
imaginées  pour  déterminer  les  centres  de  gravité  des  polygones  ou  des 
polyèdres  quelconques  INous  nous  contenterons  de  citer  les  exemples 
suivants  : 

1".  Les  constructions  employées  par  M.  Poinsot,  dans  la  sixième 
édition  de  sa  Statique ,  pour  déterminer  les  centres  de  gravité  (hi  tra- 
pèze ou  du  tronc  de  pyramide  triangulaire,  deviennent  évidentes  si 
l'on  décompose  le  trapèze  en  deux  triangles,  et  qu'on  place  à  leurs 
sommets  respectifs  des  sphères  égales  proportionnelles  à  leurs  aires  ou 
aux  bases  du  trapèze ,  ou  si  l'on  décompose  le  tronc  en  trois  pyramides 
triangulaires,  aux  sommets  de  chacune  desquelles  on  placera  des 
sphères  égales,  ayant  leurs  centres  à  ces  sommets  et  leurs  masses  pro- 
portionnelles aux  volumes  respectifs  des  pyramides. 

a".  Le  théorème  de  Monge  relatif  au  centre  de  gravité  de  ia  pyra- 
mide triangulaire,  et  qui  consiste  en  ce  que  le  centre  de  gravité  de  la 
pyramide  est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  arêtes  op- 
posées, devient  une  conséquence  évidente  de  la  composition  de  quatre 
poids  égaux  placés  aux  quatre  sommets  de  la  pyramide,  en  avant  soin 
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de  composer  deux  à  deux  les  poids  placés  aux  extrémités  des  arêtes  op- 
posées. 

3".  Considérons  enfin  ini  quadrilatère  plan  ,  dont  les  sommets  suc- 
cessifs soient  A,  B,  C.  D  :  la  diagonale  AC  coupe  la  diagonale  BD  en 
deux  segments,  que  nous  appellerons /n .  m',  et  qui  sont  propor- 
tionnels aux  aires  des  triangles  ACB,  ACD.  Cela  posé,  en  plaçant  aux 
sommets  du  premier  triangle  trois  masses  sphériques  égales,  ayant 
leurs  centres  en  ces  points ,  et  représentées  en  grandeur  par  m,  et  aux 
sommets  du  second  trois  masses  sphériques  égales  représentées  par  m' , 
on  arrivera  immédiatement  à  cette  conséquence ,  savoir,  (jue  le  centre 
de  gravité  du  fjuadrUatere  se  trou\>esur  la  droite  qui  joint  le  milieu  de 
la  diagonale  AC  avec  le  point  'de  la  diagonale  BD,  qui  sépare  les  deux 
segments  m  et  m'  placés  dans  un  ordre  inverse. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  la  simplicité  des  considérations 
précédentes  et  l'usage  qu'on  peut  en  faire  pour  la  détermination  des 
centres  de  gravité. 


PURIÎS  ET  APPLIQUÉES.  4,^ 


THÉORÈMES  NOUVEAUX 

SUR    L'ÉQUATTOÎS    INDÉTERMINÉE 

x'  -+-  y  =  az'  ; 
Par  m.    LEBESGUE, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 


Si  dans  cette  équation  on  fait  a  =  A?,\  b'  étant  la  plus  grande 
cinquième  puissance  qui  divise  a,  on  la  remplacera,  en  posant 
liz,—  u,  par  l'équation 

où  l'on  pourra  supposer  jr,jr  premiers  entre  eux,  et  par  conséquent 
à  «  et  à  A.  Dans  cette  équation ,  x  est  positif,  mais  j  peut  être  positif 
ou  négatif.  Si  l'on  suppose  maintenant  A  sans  diviseur  premier  de  forme 
io/«  -I-  I,  il  paraît  probable  que  l'équation 

i-st  impossible,  ou  du  moins  n'a  que  les  solutions  qui  se  présentent 
immédiatement;  telles  sont 

«  =  o,     or  =  —  /  =  I , 
et  pour  A  =  a, 

.V  =  jr  —  u  =  1 . 

Voici  ce  que  M.  Dirichlet  a  démontré  à  cet  égard  Journal  de 
M.  r relie,  tome  III,  page  354)  : 

1  °.  Si  A  est  multiple  de  5,  et  que  la  plus  haute  puissance  de  5  qui 
divise  A  ne  soit  pas  5"  =  aS  ,  l'équation  est  impossible  ; 

Tome  VUl. —  FtvRiEu  1843.  r. 
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2°.  Si  A  n'est  pas  divisible  par  5,  et  que  la  division  par  aS  donne 
un  des  restes  zt  3,  ±:  4?   —  9?   ±12,  l'équation  est  impossible; 

3°.  L'équation  est  impossible  pour  A  ^  1. 

Voici  ce  que  j'ai  ajouté  aux  propositions  connues  : 

i".   L'équation  est  toujours  impossible  quand  A  est  div^sible  par  5  ; 

2°.  Si  A  n'est  pas  divisible  par  5,  et  que  la  division  par  a5  donne 
un  des  huit  restes  ±2,    ±6,    ±8,    ±11,  l'équation  est  impossible. 

Le  cas  de  A  non  divisible  par  5,  et  donnant,  quand  on  le  divise 
par  25,  un  des  restes  it  i.  ±7,  reste  à  examiner,  et  ne  paraît  pas 
pouvoir  se  traiter  comme  les  précédents,  si  ce  n'est  pour  le  cas  de 
l'équation 

jc'"  ±  j'°  =    Az% 

qui  est  généralement  impossible  quand  A  n'a  point  de  facteurs  premiers 
de  forme  iom-{-  1 . 

Dans  un  premier  paragraphe  je  rappellerai  diverses  propositions 
connues;  dans  un  second  je  démontrerai  synthétiquement  les  anciens 
théorèmes  et  les  nouveaux.  Le  premier  paragraphe  indique  clairement 
ce  qui  m'a  guidé  dans  l'ordre  établi  entre  les  diverses  propositions  du 
second. 

§1- 

Propositions  prélimitiaires . 

i".  Si  «représente  un  nombre  premier  impair,  on  sait  que  l'équa- 
tion 

x"  -+-  y"  =  Az" 

se  ramène  à  une  équation  semblable  où  x ,  y^  z  sont  premiers  entre 
eux.  (Ici  nous  supposons  j?,  z  positifs;  le  signe  de  y  est  quelconque.) 
Pour  le  faire  voir,  il  suffit  de  remplacer  a  par  kb";  A  n'étant  plus 
divisible  par  aucune  m"'""'  puissance,   on  fera  bz=^u,   et  l'on   aura 

3c"  -+-  y"  =  Au" ; 

sous  cette  forme  on  voit  que  le  facteur  commun  kx,  u;  y.  u;  x,  y 
disparaît  par  la  division. 
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2".   On  a 

.X"  +  j"  =  (x  -f-  _j)  (x"~'  —  X"'"^  J  -\-  ...  -ir  j"~* j- 

Si  l'on  fait  x  -l-  ;'  ^  s ,  le  second  facteur  devient 

^-  =  !^ =  i"    '  —  ns"    ^ X  +  ..  -f-  nx  . 

X  +  y  s 

Sous  cette  forme  on  voit  de  suite  que  les  deux  facteurs  de  x"  —  y", 
savoir, 

X -\- jr       et       Tx""'  —  x"~'^ y -^-  ...  -^  y"~^  '.h 

seront  premiers  entre  eux  quand  x"  +  j"  ne  sera  pas  multiple  de  ri; 
mais  que,  si  cela  arrive,  ils  seront  tous  les  deux  divisibles  par  //.  de 
sorte  que  x"  -t-  j"  le  sera  par  «^.  De  plus 

.r"~'  —  x"'-  J  -+-...  -^  j"~' 

ne  sera  divisible  que  par  la  première  puissance  de  n. 

3°.  Euler  a  prouvé  (voyez  la  Théorie  ries  nombres  de  Legendrei  que 
le  facteur 

x"~^  —  x"~^  y  -^  ■■-  -K  y"~\ 

nombre  essentiellement  impair,  outre  le  facteur  //.  qui  peut  s'\  trouver 
à  la  première  puissance  seulement ,  n'a  que  des  facteurs  premiers  de 
forme  ikn  -+-  i .  On  suppose  //  premier  [*]. 


[*J  Je  remarquerai  en  passant  qu'on  déduit  de  là  qu'il  y  a  une  infinité  de  nonilires 
premiers  de  la  forme  2Xn  +  i.  Si,  en  effet,  il  n'y  en  avait  qu'un  nombre  limite 
Pt,p-,,.  .,]H,  le  nombre 

3""'   —3"-^-+-...  -I-  3H-  t 

serait  divisible  par  quelqu'im  des  nombres /v,,/i;,  ...,  pi,;  or  si  l'on  fait 

z  =  p,p^...pi, 
cette  quantité  devenant 

p,Pz--PkQ.  -+-  I  , 

ne  sera  divisible  par  aucun  des  nombres/?, />,/>;,  ...y,.  Cette  proposition  est  un  cas  par- 
ticulier de  celle-ci  :  Toute  proposition  arithmétique  a  ,  a  -\-  b,  a  -h  7.  b,...  (ou  bien  la 
formule  a  ■+■  bx)  renferme  une  infinité  de  nombres  premiers,  quand  a  est  premier  à  h. 
[Voyez  la  démonstration  de  M.  Diriciilet,  dans  ce  Journal ,  tome  IV,  page  3q3. 
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4°-   Donc  l'équation 

jt"  +  /"  =  Az", 

où  les  inconnues  sont  premières  entre  elles,  pour  le  cas  de  A  sans  fac- 
teur premier  de  forme  ikii  +  i  ,   se  décomposera  ainsi,   en    faisant 
2  =:  uv  (u,  i>  premiers  entre  eux,  le  second  impair")  : 
1°.   Pour  Az"  divisible  par  n, 

n  (ûc  +  _y)  =  Au",     sc"~'  —  x"~^  j-  -h  ...  -+-J"~*  =  «i'"  ; 

a".  Pour  Ar"  non  divisible  par  ti , 

oc  -h  j  =  Au" ,      x"~^—  JC"~^  J  +  ...  -h  j"~'  =  i>". 

Par  conséquent,  si  l'on  fait  «  =  5  ,  l'équation 

x^  -h  J^  =  Az% 

où  les  inconnues  sont  premières  entre  elles  et  A  sans  facteur  premier 
de  forme  i  o  A"  +  i ,  se  décompose  ainsi  : 

1°.  jc^-\-j^=  Az%  Az-^  multiple  de  5,  z  =  ur,  c  impair,  premier  à  u, 

(A)  5(x  -h  J-)  =:  Au'^,     x'' —  jc^j-  -h  x^  y^  —  xj^  +  j''  ^=  5<'^  ; 

1°.  jr'-h  j^=  Az',   A;'  non  multiple  de  5,    z  =  uv,  v  impair,  pre- 
mier à  u, 

(B)  X  -\-j  =  Au^ ,     a?'  —  x^ j  +  x'^j^  —  xj^  +  f''  =  v^. 
L'impossibilité  de  l'équation 

x^  +  j^  =  Az^ 

résulte  donc  de  l'impossibilité  des  systèmes  (A),  (B).  M.  Dirichlet  a 
prouvé  l'impossibilité  du  système  (A),  mais  seulement  dans  le  cas  de 
X  +j  divisible  par  aS.  Il  reste  à  examiner  le  cas  de  ^  -t-  r  divisible 
par  5,  sans  l'être  par  26.  Si  le  système  (A)  était  impossible,  dans  ce 
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cas  il  serait  prouvé  que  l'équation 

x''  +  j'^  =  Az' 

est  impossible  toutes  les  fois  que  A  est  divisible  par  5 ,  car  alors  il 
faut  avoir  jî  +jr  divisible  par  5.  La  démonstration  dp  M.  Dirichlel 
exclut  les  nombres  A  =  aSB,  B  n'étant  pas  divisible  par  5.  Le  cas 
A  =  5B  fR  non  divisible  par  5,  n'est  pas  exclu,  car,  comme  5(a-+ ri 
est  divisible  par  aS,  d  faut  supposer  n  divisible  par  5,  d'où  a-  +  j  di- 
visible par  5*  au  moins.  Voici  donc  le  théorème  de  M.  Dirichlet  : 
«  L'équation 

J..5    _^    ^5    _    ^  ^5  ^ 

»  OÙ  X  est  premier  à  j  positif  ou  négatif,  et  A  sans  facteur  premier 
»  de  forme  lo/t  +  i ,  est  impossible  quand  A,  multiple  de  5,  est  tel 
»  que  la  plus  haute  puissance  de  5  qui  divise  A  n'est  pas  la  seconde.    » 

Po.M'  la  démonstration,  telle  que  l'a  donnée  iM.  Dirichlet  dans  un 
Mémoue  qui  devait  être  inséré  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers 
et  qu.  a  paru,  avec  un  Supplément,  dans  le  tome  III  du  Journal  de 
iW.  Crelle,  û  faut  consulter  cet  ouvrage.  J'ai  changé  un  peu  l'énonn-, 
pour  réunir  en  une  seule  deux  propositions  du  Mémoire  cité. 

Une  conséquence  du  théorème  précédent,  c'est  l'impo-ssibiliré  de 

tout  nombre  ayant  l'une  des  formes  Sa,  Ba±L  i,  5a  =^2,  les  cin- 
quièmes puissances  auront  les  formes  a5A,  26  A  ±  i,  aSA  ±  7  d'où 
d  suit  qu'une  des  mconnues  x,  j,  z  est  divisible  par  5;  et  comme  on 
peut  isoler  cette  inconnue,  on  aura  l'équarion  impossible 

Quand  A  n'est  pas  divisible  par  5  ,  l'équation 
X'  +  j'=  Az^ 
est  impossible  pour  z  multiple  de  5;  ainsi,  z  n'étant  pas  multiple  de  5 


on  aura 

z==  25A-  ±1,     ou     i5A± 
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De  là 

z'"  =  iSk  +1,     ou     '25  A-  —  I. 
L'équation 

x^  -\-   j^  ^=  Az% 

étant  multipliée  par  z%  donne  donc 

±  A=  [xzf  4-  (J2.)*+  25Q. 

Comme  on  ne  peut  supposer  x  -\-  j  multiple  de  5,  on  ne  pourra 
prendre 

X  :=  5a:'  -4-  r,     J  =^  5  r' —  '■      !  '■  étant  rt  i,   ou    ±  a); 

voici  donc  les  seules  hypothèses  à  faire  : 
1°.  X  ou  j  divisible  par  5,  il  en  résulte 

A=a5Q±i,     A=25Q±7; 

•2".   j:  =  5A -f-  7',  j-  =  5A:  +  r  frétant  ±:  i   ou  ±:  a);  il  en  résulte 
x—j  divisible  par  5  et  ±  A  ^  a  [rzj'  +  aSQ,  d'où 

A=25Q±2,     A=25Q±ii; 

3°.  ,r  =  5A-  zt  i,  j=  5k  ±  2,  les  signes  étant  pris  comme  on  vou- 
dra; il  en  résulte  x-  -^  j'^  divisible  par  5,  et 

A=  25Q  ::6,      A  =  25Q    :.   8. 

On  voit  donc  que  les  formes 

A=  25Q  ±3,   ±4,   ±9'   =t  12 

ne  se  présentent  point;  d'où  ce  théorème  : 
«   L'équation 

x'^  -h   jk'  =  Az', 

«  où  les  inconnues  x,  y  sont  premières  entre  elles,  A  n'ayant  aucun 
»  facteur  premier  de  forme  loA  +  i  ,  est  impossible  quand  A,  divisé 
»   par  25,  donne  un  des  huit  restes  ±3,  ±  4,  =t:  6,  zt  12.  » 
Ce  théorème  est  de  M.  Dirichlet,  qui  l'a  démontré  de  même. 
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En  examinant  ces  questions,  j'ai  été  porté  à  penser  que  les  équations 

(D)  x'"  —  xy  -h  x^y  —  xy  -f-  y  —  5r', 

sont  impossibles,  sauf  quelques  solutions  qui  se  présentent  immédia- 
tement. 

Je  n'ai  j)ii  jusqu'ici  prouver  cette  impossibilité  qui  peut-être  n'existe 
que  sous  certaines  conditions).  Voici  ce  que  j'ai  trouvé  pour  l'équa- 
tion (C).  Elle  peut  prendre  l'une  des  formes 

{x+j)'  —  Sxj[x-^jf  -H  Sx'^y  =  /•=. 
x[x  —  f]  [x''  -f-  j*)  =  r'  —  7*  =  5Q. 

La  première  montre  que  x  +  j  et  par  suite  m'est  pas  divisible  par  5; 
la  seconde  prouve  qu'un  des  trois  nombres  x,  x—  y,  a:'  -t- r*  est  di- 
visible par  5,  quand  on  suppose  que  j  ne  l'est  pas. 

J'ai  prouvé  l'impossibilité  dans  les  deux  derniers  cas  et  j'en  ai  tirt- 
ces  deux  tbéorèmes,  qui  renferment  ceux  de  3L  Diriclilet  ; 

«   [..'équation 

x^  +   y  =  Az% 

»  où  les  inconnues  x,  j  (dont  la  seconde  peut  être  négative  sont  pre- 
»  mières  entre  elles ,  et  où  A  n'a  pas  de  facteur  premier  de  forme 
»    I  o  A:  +  1 ,  est  impossible  : 

»    1°.  Quand  A  est  divisible  par  5; 

»  2°.   Quand  A,  divisé  par  25,  donne  un  des  seize  restes 


3,   ±4,   ±6, 


±  9 ,   iti  1 1 ,  it  I  u . 


N.  B.  On  voit  que  le  cas  des  restes  ±  i,  ±  7  reste  à  examiner,  et 
que ,  si  l'équation  (C)  était  impossible  pour  x  divisible  par  5 ,  on  aurait 
ce  théorème  plus  général  : 

«  L'équation 

a:'  -4-  3^*'=  A  2' 

»  est    impossible   quand    A    n'a   aucun    facteur    preniiit    d.-    iorme 
»    lom  -}-  ï .   » 
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J'emploierai  dans  mes  démonstrations  les  deux  propositions  sui- 
vantes, qui  forment  la  partie  principale  du  travail  de  M.  Dirichlet: 

«  I.  Les  nombres  P  et  Q  devant  être  premiers  entre  eux,  l'un  pair, 
«  l'autre  impair,  et  le  dernier  devant  être  de  plus  divisible  par  5  ,  Je  dis 
»  que,  pour  égaler  le  binôme  P-  —  5Q-  de  la  manière  la  plus  générale 
»   à  une  cinquième  puissance,  il  suffira  de  poser 

P4-Qv/5  =  (/+gV^y, 
)>  ou 

»  les  indéterminées  J  &i  g  étant  premières  entre  elles,  l'une  paire, 
»  l'autre  impaire,  et  la  première  non  divisible  par  5.  »  (Journal  de 
M.  Crelle,  tome  III,  page  36  i.) 

«  II.  Les  nombres  P  et  Q  devant  être  premiers  entre  eux  et  impairs 
»  l'un  et  l'autre  et  le  dernier  devant  être  divisible  par  5,  je  dis  que, 
»  povir  égaler  le  binôme  P^  —  5Q"  au  quadruple  d'une  cinquième 
»  puissance  avec  toute  la  généralité  convenable,  il  suffira  de  poser 


i6(p  +  Qv^)=(/+gv/5)% 


»   ou 


i6P=-/(/^  +  5o/=g^-^  i.5g^),     i6Q=5^(/^+io/=g^-5g»); 

»   les  nombres  indéterminésy  et  g  étant  premiers  entre  eux,  impaiis 
»  l'un  et  l'autre,  et  le  premier  de  plus  non  divisible  par  5.  »  (Journal 
de  M.  Crelle,  tome  III,  page  371.) 
J'ajouterai  qu'en  posant 

f=U-^i>,       g  =  u  -    (', 

de  sorte  qu'un  des  nombres  u,  v  soit  pair  et  l'autre  impair,  on  trouvera 

P  =  (m  H-  4')  (  1 1  ;i^  —  3 1  ii'  i'  +  4 1  ""  v'  —  3iuv^  -{-  II  V*) , 

Q  =  5  (m  —  p)  (?/■*  —  u^  V  -h-  u^  V-  —  u\>'  ^  v*). 

Cette  transformation  servira  plus  loin. 
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§"• 

Proposition  I.   L'équation  indéterminée 

est  impossible. 

Démonstration.  On  commence  par  faire  disparaître  le  l'acteur  6, 
connnun  à  h  et  à  c,  en  remplaçant  a  par  -  ;  puisque  a-  setrouve  divisible 

par  6\  supposons  donc  de  suite  b,  c  premiers  entre  eux,  il  en  résulte 
que  a  et  c  sont  premiers  entre  eux;  autrement  h  et  c  auraient  un  fac- 
teur commun.  Il  en  sera  de  même  pour  a  et  b,  car  si  Q  était  un  diviseur 
jM'emier  commun,  0^  diviserait  isj  c'  et  par  suite  laS:  donc  0  serait  5  : 
mais  alors  le  deuxième  membre  étant  divisible  par  5^  seulement,  n  est 
pas  carré.  Ainsi  n,  b,  c  sont  premiers  entre  eux  ;n  et  h  sont  premiers  à  5. 

Cela  posé,  distinguons  plusieurs  cas  : 

i".  b  pair,  c  impair,  le  deuxième  membre  prenant  la  forme  8A-^  5, 
l'équation  est  impossible; 

a°.   b  impair,  c  pair.  On  fera  c  =  -l' d,  d  étant  impair,  il  viendra 

a"  =  h'  +  2="-^'  i^b-d""  -^  2*'  laô^S 
ou 

a"  =  [h^-\-  i.^'2Sd''f-  2*'+^5^^-', 
ou 

(*2+  1^' iS  d'f  -  a^  =  i"^-'ô'd\ 
ou 

[b^  +  2-'25^2+rt)(^>*  +  i-'2Sd^-d}  =  i''*^S\l'. 

Or  (7,  b  sont  impairs  et  premiers  à  5;  de  là  résulte  que  les  facteurs 

b- +  i-'iSd'^ -\- a,     b- -\- -i^'iod"^  —  a. 

ont  2  pour  diviseur  commun  et  n'en  ont  pas  d'autre;  on  iléconiposera  d 
en  deux  facteurs yj  g  premiers  entre  eux,  et  il  faudra  poser  l'une  des 
équations  suivantes  : 

h- ^ -i.-' ji.^d'' +  a  =  ij- ,  =2*'-*-'5'g*.   =2.5V*,    =2*'*'^'*. 

/;-  +  2^'25^/*-a  =  2*'+'5'g'.    =2"+*/*,      =2''-»-'g%    =2.5^2/', 

Tome  VIII.  — Février  i843.  o 


58  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

les  deux  derniers  donnent  par  addition  ,  puisque  d  ^=J  g  , 

h^  =  5'f'  -  2-'i5pg^  -t-  2*'g'  =  8A-  +  5,  impossible; 

les  deux  premiers 

h'' =  f  -  1-' a5p g^ -h  i'' 5" g'     où     i>i, 
ou  bien 

et  comme 

j2  _  ^-u-,  5-g  +  /^     P  -  2»'-'  5' g'  -  b, 

ont  2  pour  diviseur  commun,   ou  posera,   pourj- —  2^'~' 5^  g  posi- 
tif, en  faisant  g  =^  hk, 

p  _  2="-'5='g='  tp  i  =  2*'-»  5/%     =  2^'-U-*; 

poury^  —  2*'~'  5^g^  négatif,  on  aura,  au  contraire, 

2^'-'5-g^  —  J''±.b  =  -iIi',  =2.5'^S 

5'g^-J'  z^b=  2^'-^5U-%    =  2*'-'^^ 


,2(  — (  C2  „2 


on  a  donc,  par  addition,  les  quatre  équations 

y 2  ^     h"^  2='-'  5Vr-;t=  +  2^'^^  SUS 

-/»  =     h'-  2^'-'  5^;?U-^+  2^'-^5^'/(-^  =  8A+  I , 
-p  =  5' h*-  1^'-'  SVi^Iâ  +  1"-'    A-*  =  8A-+  5; 

les  trois  dernières  sont  impossibles;  la  première  peut  s'écrire 

p  =  h^  +  2=('-''^-'  5'h'k-  +  2^"-"5U% 
qui  diffère  de 

a^  =:  />'  +  a='+'  5=/;'='c^  +  2'' 5'/)' 

par  le  changement  de  f  en  ?  —  i .  On  finira  donc  par  tomber  sur  une 
équation  toute  semblable  à  l'équation  proposée,  où  les  inconnues  du 
deuxième  membre  seront  impaires. 

3°.  h,  c  impairs.  L'équation  devient  alors,  à  cause  de  /  =  o. 
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d'où,  en  faisante  ^  dj  \  on  tirera 

b'  +  5^  c' rfz  a  =.  2.57% 
et  par  suite 

f,i  —  fl^  _  S-^dy-  -t-  S'y  =  ^A  +  5,  impossible. 

L'équation  est  donc  impossible  dans  tous  les  cas.  On  rejette  la  solution 
6'  ^  o,  a  =  b  =  I . 

Proposition  IL  L'équation 

a'  =  b'+  lob^c-  +  5c* 

se  ramène  toujours  à  une  équation  semblable  où  b ,  c  sont  impairs. 

Démonstration.  On  démontre,  comme  plus  haut,  quert,  b,  c  peu- 
vent être  considérés  comme  premiers  entre  eux .  et  que  a  et  b  sont 
premiers  à  5.  L'impossibilité  est  manifeste  pour  b  pair  et  c  impair; 
pour  c  pair  =  2'rf,  r/ étant  impair,  on  aura,  par  des  décompositions 
semblables  aux  précédentes, 

a='  =  i*  +  2^'-^*5^'='rf*+  i*'5d*, 
{b'  -+-  2^'  5  d^Y  -  a'=  i*'*^5d*  ; 

et  si  l'on  fait  d  =  Jg,  y  et  15^  premiers  entre  eux,  on  aura 

b-  -+-  i^'^d-  ±.  a  —  Q.J*,  =  ï.Sy'', 

b^  +  2*'5r/»  ziza=  2*'+'  5g*,    =  2"*' g*. 
d'où 

b'  =/*-  2^'5/=g=  +  2*'5g%      /  >  I, 
i^  ^5/*_   T.-'ipg'  +   2*'     g\        /■  =   I. 

Cette  dernière  équation ,  multipliée  par  4»  revient  à 

Soity^AA-;  il  viendra,  en  supposant  successivement  8g^  —  S^''  positif 

ou  négatif, 

8g'^  _  5/'  -  2^»  =    A*,     5/^-8g-±2*=     h\ 
8g=»-  5/^r^  'ib  =  5k\     5/»-8g'zp2è  =  5/fc^ 

tr. 
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doù 

i6g^  =  h'  -+-  io/;U=  +  'Dk\ 
—  i6g-  =  h'*  —  loh'^  k^  ■+-  5k*  =  i6Q  —  4>  impossible. 

On  est  donc  parvenu  à  l'équation 

i6g^  =  A*  +  loh'^k-  +  SA'*, 

semblable  à  la  proposée ,  mais  où  les  inconnues  du  deuxième  membre 
sont  impaires. 
L'équation 

reste  à  considérer.  Elle  donne. 

et  si  l'on  fait  g  =  Aj^,  il  en  résulte 

J  '  -i'''-'  5g-  -  b  =  ih\  =2.5/i', 

f^  _  a^'-*  5g^  rp  (^  =  2''-'SÂ\      =  2^'-U-'  ; 
■i'-'-'5g"-  —  J^±ib  =  i/i\  =i.5h\ 

d'où 

y  =  =    h'+  a-'-'  5  ;?^  A-  +  ^''~'5k\ 
/^  =  5A^+  ^^'-'5hH-  +  a^'-*   A-*  =  8/t  +  5, 
-y  2  =    h'-  2^'-'  5A=  A-4-  2^'-^5Â:^  =  8A'  -f-  I, 
-/-  =zSh'-  2^'-'  5/i-A--h  2*'-'   A^  =:  8/t  +  5. 

Les  ti  ois  dernières  équations  sont  impossibles  ;  la  première  revient  à 

f  —  h'  +  2=  "-"■*-' 5 A' A=  +  2^'-''  5A% 

qui  diffère  de  l'équation  donnée  par  le  changement  de  /  en  /  —  i .  On 
finira  donc  par  tomber  sur  une  équation  semblable  à  la  proposée  ,  mais 
où  les  inconnues  du  second  membre  seront  impaires 
•    Une  telle  équation 

est  possible;  la  solution  h  —  c  =  i  ,  a  —  [\  se  présente  de  suite,  et, 
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au  moyen  de  cette  solution,  on  peut  en  trouver  d'autres  parla  méthode 
de  Fermât.  J'indiquerai  ailleurs  le  moyen  de  les  trouver  toutes. 
Proposition  III.   L'équation 

a*  =  è*  -4-  I  o  h^  c-  -\-  5  c* 

est  impossible  quand  on  suppose  c  =  5Â^  ou  lo/r ,  ou  plus  générale- 
ment c  =  2'  5h^. 

Démonstration.  On  fera  tous  les  calculs  de  la  proi)osition  précé- 
dente; dans  chaque  décomposition  un  des  facteurs  sera  multiple  de  j, 
il  entrera  dans  le  terme  dont  le  coefficient  est  5,  de  sorte  que  l'on 
finira  par  tomber  sur  luie  équation 

a^  =  b*  -h  10  h^c^  +  5c% 

où  h,  c  seront  impairs  et  c  =  5//^,  ou  sur  l'équation 

a-  =  h*  +  i5ob^d*  -h  5"d\ 


d'i 


par  suite 


b^  -+■  iiSd'  ±  a  =ij\ 


t3     ' 


2/4  -  5'g*  ±  ai  =  h% 
■^r  -5'S*^  ib  =  5'k', 
5' g'-  if  ±.ib^  h\ 
5' g' -if*  ziz  ib=  5U«; 

4/*  =  h^  -\-  1.5' h*  k'  -h  5' k*  =  i6Q, 
-  4/*  =h»-  i.5'h*k'  -+-  5'k\ 

\^a.  première  équation  étant  impossible,  puisque^  est  impair,  on  naura 
que  la  seconde,  qui  revient  à 

4(/i»-/')  =  5{h*-5-k*Y. 


d'oii 
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Couiine  h''  —  5^/t%  à  cause  de  h*  et  A"*  de  forme  i6Q-t-  i ,  est  seulement 
divisible  par  8,  on  aura 

en  supposant  /  impair  et  h''  —  5^k*  =  8  /,  on  aura  donc 

h^  —f"  =  8oZ%     soit  1=  mn, 
h'  +p  =    2ZS    =  ioZ% 
h'  -f^  =4ow%  ==  %m\ 

Comme  la  différence  de  deux  carrés  impairs  est  divisible  par  8  au  moins, 
il  faut  rejeter  la  première  décomposition,  qui  donne 

h''  =  l-  +  20/«^  , 

ou  une  différence  de  deux  carrés  impairs  divisible  par  4  seulement. 
La  seconde  décomposition  donne  l'équation 

et  si  l'on  fait  /  =^  pq,  p  etq  étant  des  nombres  impairs  premiers  entre 
eux ,  il  en  résultera  la  décomposition 

h-±im  =  p'^,     A^  zp  2m  r=  5(7^,     d'où     ■2h-=p^-^5q\ 

équation  impossible,  car  a/r  —  p'^  n'est  jamais  divisible  par  5  ('autre- 
ment 2  n'est  pas  résidu  quadratique  de  5). 
L'équation 

a-  =  b^  -h  lob-c-  -\-  5c* 

est  donc  impossible  dans   l'hypothèse   de  c  =  5A*   et  dans  celle  de 
c  =  Io/^-. 

Proposition  IV.  Si  j:"  et  j-  sont  des  nombres  premiers  entre  eux  dont 
le  second  peut  être  négatif,  l'équation 

X*  —  xj^  -4-  x'-j-  —  xy^  -\-  y"  z=i  z^ 

est  impossible ,  quand  on  suppose  x  ~  j  divisible  par   5,   ou  bien 
x^-^y^  divisible  par  5. 
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Démonstration.  Un  des  nombres  x,  y  n'est  pas  divisible  par    5, 
soit  y,  l'équation  pourra  s'écrire 

X  (X  —  J-)  [x^  +  J^)  rr:  z'    —  J* . 

Or  z  n'ayant  que  des  facteurs  premiers  de  forme  loA"  +  i  ,  on  a 

z'  =  I  +  Sok. 
On  a,  par  le  théorème  de  Fermât , 

r  =  i  +  5Q, 

donc  z=  —  y  est  divisible  par  5;  il  faut  donc  qu'un  des  nombres  x, 
^  —  fi  J^  +  x^  le  soit.  On  a  supposé  ici  z  non  divisible  par  5,  ce  qui 
résulte  de  ce  qu'on  a 

[x  -I-  jy  —  SXJ  [x  •+■  ff  +  5^= J»  =:  2=*  ; 

or  si  z  était  divisible  par  'ù,x  +  j\e  serait,  et  le  premier  membre,  nu 
lieu  d'être  divisible  par  5%  ne  le  serait  que  par  5. 

Examinons  d'abord  le  cas  de  x— y  divisible  par  5  :  on  a 

(3x^  —  l\xj  +  3  j^)^  —  b{x  ~jY  =  4z^ 

1°.  Si  j"  —  ^  est  impair,  il  faudra  poser 

^^{x-ff  =  5g(/*  +  io/»g'+  5g^); 

or  5  g  est  premier  ày*  -f-  lof^g^  +  5g%  donc 

,%=5U%     d'où     g  =  5k',     et     Z^=/'+  ,o/»g»^-  5g\ 

Or  on  sait  que  cette  dernière  équation  est  impossible  pour  g  =  5  A^. 
2".  Si  a:  —  j'  est  pair,  comme  on  a 

il  faudra  poser 

=r-5g^     et     a(^)'=5g(/*4-io/^«'  +  5g'); 


z  = 
ainsi 


5g  =  2.  25A-, 
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or. 

or  cette  équation  est  impossible  pour  g  =  lok-. 
A.  B.   On  excepte  le  cas  x  =  y,  qui  donne  s  =  i . 
Examinons  maintenant  le  cas  de  x'^  -+-J'^  divisible  par  5  ;  on  a 

{x  +  jV  —  5  [x-  +  j^'f  =  4(—  z)^ 

Or  comme  les  deux  théorèmes  de  M.  Dirichlet  sur  l'équation 

laissent  le  signe  de  z  arbitraire,  pour  le  cas  de  .r  +  ^  impair  il  faudra 
poser 

Comme  Jetf^  4-  Sof  g''  -+-  laSg*  sont  premiers  entre  eux,  on  devra 
avoir 

/'  +  ^of^g-  +  i25g'  carré, 
ou  bien 

A^=/*--5o/=g^  +  i25g'. 

ce  qui  est  impossible. 
Si  a:  -f-  J'  est  pair,  comme  on  a 

[<^]  -  5  (^)' =  (.-.,=, 

il  faudra  poser 

(^  =/(/*+  5o/=g^-,  25  g=), 

ou 

(^ -+-  jf  =  ^fU*  -+-  ^opg-  +  125^); 

comme  le  deuxième  facteur  est  impair  et  premier  à  ij,  il  faudra  avoir 

f^  -i-  5oy^g-H-  125  g*  carré, 

ce  qui  a  été  démontré  impossible. 

Remarque.  Pour  démontrer  généralement  l'impossibilité  de  l'équa- 
tion 

x''  —  x^T  -h  OC-j-  —  XJ^  -^  jr''  ^^  z^, 

il  resterait  à  prouver  l'impossibilité  dans  le  cas  de  x  divisible  par  5. 
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Proposition  V.  L'équation 

x'^  +  J-'  =  Alî*  z* 

est  impossible  quand  A,  multiple  de  5,  n'a  pas  de  facteurs  premiers  de 
forme  i  o  m  +  i . 

Démonstration.  On  peut  remplacer  l'équation  donnée  par  cette  autre 

où  ce  et  j-  sont  premiers  entre  eux  ;  comme  x  -h  j"  est  nécessairement 
divisible  par  5,  l'équation,  si  l'on  y  fait  u  =  pq,  se  décomposera  ainsi 

5 {x -h  r)  ^=  A. p'%     x'' —  x^j -h  x'^j- —  xj^ -^  j'' ^  S(^' ; 

p^  </  sont  des  nombres  premiers  entre  eux  dont  le  second  est  impair 
et  non  divisible  jjar  5. 

La  seconde  équation  revient  à 

5  (x*  +  jr^  f  —  {x  -\-  y-y  =  2o/>% 
ou 

pour  X +J"  pair,  on  lui  donnera  la  forme 
On  aura  donc  pour  x  -h  j' impair 

qui  devient,  en  posant/  =  u  ~h  i^,  g  ^i  u  —  v, 

f — g^j    =  {u  —  v)  [a*  —  u^v  -(-  11^ v-  —  uv^  -f-  t^'), 
et  pour  X  -h  j-  pair, 

Tome  Vlll.  —  rÉvniF.R  i3.'|3.  Q 
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oïl  bien,  en  tnultipliani  par  Sa,  et  posant  2^  =  u+  if,  2g=^u  —  v . 

(^^^^j     =  (u  —  v)  (u*  —  u^v  -+■  u'  <'*  —  IIV^  -^  V*  . 
Or  on  a 

5      ~    25' 

si  A  est  divisible  par  aS,  et  qu'on  pose 

A  =  25B, 
on  aura 

(~^y  =  B=  //«  =  {u  -  f)(tt*  -  u'v-  lî"  v^  -  ni>'  ^  ^*  . 

et  comme 

u''  —  irv  -+-  u^  v^  —  in>^  -+-  V*, 

qui  n'est  pas  divisible  par  5,  puisque  //  +  f  ne  l'est  pas,  est  premier 
à  B,  il  faudra  poser 

u*  —  u^v  -h  lâv^  —  ?^v>*  -(-  t»*  =r  f'",      ou      =:r  w^ . 


Si  A  est  divisible  par  5  seulement ,  il  faudra  faire 

5 


p  =  5'-'q,       d'où      ^=A5''-'q% 


et  par  suite 

(~^y  =  A=  5"'='-*<7"'  =  (u-v)  (u*  -h'v  +  u-  V-  -  uv'  -h  v% 

qui  conduit  à  la  même  équation 

^^*  —  u^v  +  u-v'^  —  uv^  +  v'^  =  t'"     ou     =  \\>^. 

Il  suffit  donc  de  montrer  que  l'équation  précédente  est  impossible, 
par  la  raison  que  le  cas  de  u  ou  i>  divisible  par  5  ne  peut  se  pré- 
senter. 

1°.  Le  cas  de  jc -\-  j'  divisible  par  25  (celui  traité  par  M.  Dirichlet) 
exige  que  l'on  ait  m  —  t^  divisible  par  5;  on  sait  qu'alors 

u*  —  U^V-^  u?  V-  —  îi  v'  +  l)*  =  w^ 

est  impossible. 
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2°.  Le  cas  àe  x-h  j-,  divisible  par  5  seulement;  revient  ày -f-^'% 
divisible  par  5,  et  par  suite  à  «^  +  y*,  divisible  par  5.  puisqu'on  a. 
dans  le  cas  à^  x  +  y  impair, 

/^  +  g»  =  2(«^+i;V, 

et  dans  celui  de  a  -+-  j"  pair 

'-  U"'  +  ë")  =  «'  ^-  ^''■ 

En  effet,  dans  le  premier  cas  (x-t- j-)  impair,  on  a 

i6(^2+jr*)  =  /='  +  5Q,        d'où      i6^(x^+_;'=')^  =  y  •"  -^  5Q'. 

'^  (^)'  =  &'/*  +  ^^"'    ^'^"    '^'  (^)'  =  ëV  +  ^^Q% 

et  par  conséquent 

Pour  quey  -  +  g^  soit  divisible  par  5,  il  faut  et  il  suffit  que 

le  soit.  Posons 

.2-  +  j-  =  5s, 

s  n'étant  pas  divisible  par  5 . 

x^  +  j-^  =  5^s^  —  y-xj. 
il  faudra  donc  avoir 

{■IJS^  —  -ixjY  -+-  J*, 

divisible  par  5,  ou  bien  encore 

[\x''j'^  -I-  i-'. 
divisible  par  5,  mais 

j"  ==  5j  —  jr 
donne 

:c»  =  j» -t-  5R',     a-2j»  =  j*  +  5R". 

c'est  donc  4^* -H  -y*  qui  sera  divisible  par  5;  or  cela  arrive  toujours, 
puisque,  j  et  .s  n'étant  pas  divisibles  par  5,  s""  et^*  ont  la  forme  5in-\- 1 . 

9 
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La  démonstration  reste  la  même  pour  œ  +  j  pair,  seulement  la 
quantité  ^x"^ j"^  -\-  s^  se  trouve  divisée  par  16. 

On  aurait  pu  prouver  directement  que  le  cas  de  «  ou  f  divisible 
par  5  ne  peut  se  présenter,  car  il  répond  dif^  —  g^  divisible  par  5,  ce 
qui  conduit  à  4^*  —  s*  divisible  par  5,  j^  et  i^  ne  l'étant  pas. 

Proposition  V.  L'équation 

a-'  ->r  J"  =  AB'z=, 

où  A  n'a  pas  de  facteur  premier  de  forme  jom  -+-  1  ,  est  toujoxu's  im- 
possible quand  A,  non  divisible  par  5,  étant  divisé  par  aS,  donne  un 
(tes  seize  restes 

±2.    ±3,    ±4,    jp  6,    ±8,   it  9,   ±11,   ±12, 

plus  simplement  un  reste  autre  que  rh  i,  it  ■7). 
Démonstration.  On  ramènera  l'équation  à  cette  autre 

x'^  -\-  y"  =^  A«'. 

où  X.  y  sont  premiers  entre  eux,  et,  posant 

u  ^  pq, 

on  décomposera  ainsi  l'équation  : 

{x-\-  j)  =  Ap^,     x''  —  x^  j  +  x"^ y"^—  xy^  -\-  j''  ^  qK 

Or  la  dernière  équation,  qui  suppose  x.y,  x  —y,  ou  x^  -Hj"'?  divi- 
sible par  5,  est  impossible  dans  les  deux  derniers  cas,  qui  donnent, 
l'un  A  de  forme  25B  ±2,  ±11;  l'autre  A  de  forme  aSB  ±:  6,  ±8. 
Pour  X  ou  y  multiple  de  5,  A  est  de  forme  25B  ±:  i.  ±  7.  Quant 
aux  formes 

A  =  25B±:3,    ±4,   ±19.    ±12. 

elles  ne  peuvent  se  présenter.  On  suppose  u  non  divisible  par  5.  car 
pour  ce  cas  l'équation  est  impossible. 

Remarque  I.  Le  cas  A  =  i  ou  de  l'équation 

x^  -\-y^  =  u^ 
est  aussi  impossible,  parce  qu'une  des  inconnues  est  divisible  par  j, 
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et  l'on  a  une  équation  de  forme 

p'^  -+-  fj-'  =  5'"p^. 

eu  transposant  s'il  est  nécessaire. 
Pour  A  =:  a,  l'équation 

O"'  ->r  y^  =   2Z'' 
a  la  solution 

X  =^  y  =  z  =  1  ; 
elle  n'en  a  pas  d'autre. 

Remarque  II.  Pour  le  cas  de  A  =  25B  ±  i.  rh  ■7,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  quand  l'un  des  nombres  x.  j  est  divisible  par  5.  l'équation 

or*  —  x^  j  -+-  X' y"  —  xy'^  +  j^*  =r  q^ 
se  mettra  sous  la  forme 

(2j:-  —  xj  +  ij'^f  —  ^(xjY  =  49^ 
pour  X  Y  impair,  et  sous  la  forme 

(-=-?+.-■)'-  5  (?)    =''-■ 
potu'  XJ  pair. 

Dans  le  premier  cas,  il  faudra  poser 

,^.  I    16  (2X^  -XJ+  ijr^)  =j\f'  +  5o_/=g=  +  .  uS^''  . 

i   i6xj=5gf/^+io/^g»+5g*); 

dans  le  second,  il  faudra  poser 


(D) 


Il  reste  donc  à  montrer  l'incompatibilité  des  équations  (C)  et  celle  des 
équations  (D). 

Il  est  un  cas  où  l'impossibilité  de  la  seconde  des  équations  i^C),  D}. 
se  présente  de  suite,  c'est  celui  de  x  pX  y  carré  \o\\  de  l'équation 
j^io  ±  jto  _  ^2=^^.  igjjj  faudra  rendre  carré 
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«Il  supposant  que  g  soit  de  la  forme  5h^,  ou  lo^^,  ce  qui  est  deuiontré 
impossible  dans  la  proposition  III  :  on  a  donc  ce  théon^mc  : 
<   Proposition  \l.  I^' équation 

x'"  ±  j'"  =z  Az^ 

»  est  mipossible  quand    A    n'a    point    de   facteur  premier  de   torme 
»    lom  -h  i     » 

Car  l'équation,  déjà  démontrée  impossible  pour  A.  multiple  de  5 
et  pour  A  divisé  par  :>5.  donnant  un  des  huit  restes 

ztz  2.    ±3,    ::!=  6,    ±  S,    liz  9,    in  1 1.    ;:z  i-2, 

l'est  encore  pour  le  cas  des  restes  dz  { ,  ±.  y.   ce  qui  épuise  tous  le^ 
cas  possibles. 
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NOTE 

SUR   LE   MOUVEMENT 

D'UNE    CHAINE    PESANTE    INFINBIÉNT    MINCE    SDR    LA    CYCLOIDK  ; 
Par  m.  PUISEUX, 

Ancien   Elève  dé  l'Bcolé  nomiale. 


Nous  prendrons  pour  origine  des  coordonnées  ie  sommet  de  la  c\- 
cloïde,  pour  axe  des  x  l'axe  de  la  courbe  supposé  vertical,  pouriaxe 
des  j"  la  tangente  au  sommet.  Le  premier  de  ces  axes  est  dirigé  eu 
sens  contraire  de  la  pesanteur,  dans  la  concavité  de  Jacycloide. 

Concevons  maintenant  qu'une  chaîne  pesante  se  meuve  sur  cette 
courbe.  Nous  nommerons  centre  de  la  chaîne  le  point  de  celle-ci  qui 
jouit  de  la  propriété  d'être  son  centre  de  gravité  lorsqu'elle  est  tendue 
en  ligne  droite,  et  nous  désignerons  par  les  lettres  a  et  s  les  arcs  com- 
pris, l'un  entre  ce  centre  et  le  sommet  de  la  cycloïde,  l'autre  entre 
ce  même  centre  et  un  point  quelconque  de  la  chaîne.  .Si  donc  on  ap- 
pelle m  la  masse  de  l'élément  qui  répond  à  l'arc  s,  on  aura 

V  ms  =  o. 

Cela  posé,  si  l'on  remarque  que  j^  est  la  vitesse  commune  de  tous 
les  points  de  la  chaîne ,  on  aura,  par  le  principe  des  forces  vives, 

— ■  V /tt  =  constante  —  2g  V  inx\ 

Or,  d'après  une  propriété  connue  de  la  cycloïde,  on  a ,  en  désignant 
par  n  le  diamètre  du  cercle  générateur, 
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d'où 

(s  -t-  n''' 


OC    = 


4«    • 
En  siil)stituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  on  trouve 

.'.  -m  2^"  ^constante  -  £^  ^  ""'  "  T  2""  "  £  Z  '"" 

Comme  on  l'a  déjà  remarqué,  V  w^  =  o;  de  plus  le  terme  —  ^  ins^ 

est  constant.  Si  donc  on  désigne  par /r  une  constante,  l'équation  pré- 
cédente pourra  s'écrire 

ce  qui  est  l'équation  du  mouvement  d'un  point  pesant  isolé  sur  la  cy- 
cloide.  Ainsi  le  centre  de  la  chaîne  oscillera  sur  cette  courbe,  comme 
s'il  était  seul. 
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NOTE 

SUR  LA  COJ^VERGENCE  ET  LA  DIVERGENCE  DES  SÉHIES; 
Par  m.   Ossia\  BOIVXET, 

Ancien  Kleve  de  l'École  l'oljlechuiquc. 


M  Augustus  de  Morgan  et  M.  Be.-rrand  ont  trouvé,  chacun  de  leur 
cote[  ],  plusieurs  systèmes  de  règles  servant  à  reconnaître  d'une  „,a- 
n.ere  certaine  la  convergence  ou  la  divergence  des  séries  à  termes  po- 
sitifs. Je  SUIS  parvenu  depuis  à  quelques  autres  règles  du  même  genre 
qui  sont  dune  application  assez  simple.  L'exposition  de  ces  nouvelles 
règles  est  le  principal  objet  de  cette  Note. 

L 

J'avertis,  une  fois  pour  toutes,  que  dans  ce  qui  va  suivre  les  séries 
sont  toujoui's  supposées  à  termes  positifs. 
f-omme  \.   Soient  deux  séries 

^  =  "1  -I-  "l-  +  "3  -t-  ..., 

M  ~   V^    ^   V^    -ir    V^    -^  ... 

.".  Si  la  série  U  est  convergente,  et  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  m  qui  surpassent  un  nombre  donné,  on  ait 

c  étant  une  constante  finie,  la  série  V  sera  aussi  convergente. 

[•]  Voyez   le   Traité  Ue  calcul  .lijf.ren,el  de  M.  de  Morgan,  .uO^lie   a   Londres  eu 

.839,  et  un  Mémoire  de  M.  Bertrand ,  insère  dans  le  tome  VII  de  ce  .fournal. 

Tome  Vlll.  -  Mars  i843. 
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2".  Si  la  série  U  est  divergente,  et  que,  pour  toutes  les  valeurs  de 
m  qui  surpassent  un  nombre  donné ,  on  ait 

"m     >     CU,„, 

c  étant  une  constante  finie,  la  série  V  sera  aussi  divergente. 
Lemme  11.  Soient  deux  séries 

U  =  z/,  +  «2  -1^  "3  +  •■■  ? 
V   =  t',   +   fa  +   4^3   +... 

i".  Si  la  série  U  est  convergente,  et  que  l'on  ait 

pour  toutes  les  valeurs  de  m  qui  surpassent  un  nombre  donné  ,  la  sé- 
rie V  sera  aussi  convergente. 

1°.  Si  la  série  U  est  divergente,  et  que  l'on  ait 

''m  "m 

pour  toutes  les  valeurs  de  m  qui  surpassent  un  nombre  donné,  la  sé- 
lieV  sera  aussi  divergente. 

Ces  deux  lemmes  sont  trop  simples  pour  que  nous  nous  arrêtions  à 
les  démontrer. 

Lemme  III.  Les  séries 
/  \  III 

\     I  2«  3a  ^« 

^  2(/2)«  3(/3)«  4(4)" 

(3)  n        ' 


iii{ii7.v      3/3  (/«)='      44  («4)* 
(4)  1+         ' 


2l'ill2{lll2)'-'        3/3// 3  {W3)"        4/4//4(///4)  = 
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sonf,  toutes,  convergentes  ou  divergentes,  suivant  que  a  est  ou  n'est 
pas  plus  grand  que  i. 

Démoiistrntinn.  Je   uie   servirai   de  la   proposition  suivante  due  à 
M.  Cauchy. 

«   Les  deux  séries 


II,    +   V«„  +   V^U,2  -I-  ...  -I-  y'"-<  u,,„_,   +  ..., 

»   OU  V  est  un  nombre  entier  positif  quelconque,  sont  en  même  temps 
«  converge:ites  ou  divergentes,  pourvu  que  les  termes  de  la  première 
')  soient,  à  partir  d'une  certaine  limite ,  positifs  et  décroissants.    » 
i".  La  série  (0  est  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que 

•-+-   —.   +    —   +...-)-   ^-!_.... 


Or  cette  dernière  série  est  une  progression  géométrique  qui  a  — 
pour  raison,  elle  est  donc  convergente,  ou  divergente,  suivant  que  a  est 
ou  n'est  pas  plus  grand  que  i  ;  par  conséquent  il  en  est  de  même  de 
la  série  (i). 

i".  La  série  (2)  est  convergente  ou  divergente  en  même  tenqjs  que 

(bf  ^  M'  ^  Im'  '^  '"  ^  ~f^'  ~^  ■■■' 

ou 

Or,  d'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  cette  dernière  série 
est  convergente  ou  divergente,  suivant  que  a  est  ou  n'est  pas  plus  grand 
que  I  ;  il  en  est  donc  de  même  de  la  série  {1). 

3".   La  série  (3)  est  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que 

>  1  I 

•  H 1- h  ...  -\ h 
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011 

I        I  r     I  '  •       ,     1 

1  H (-   — 1 h  ...  H h  . . .     . 

/v{//vf  '«   L2(/2  +  //v)«  3(13 -h  Ibf  m{lm+lhf  J 

Or,  en  laissant  de  côté  les  deux  premiers,  les  termes  de  cette  série 
sont ,  à  partir  d'une  certaine  limite ,  respectivement  plus  petits  que 
ceux  de  la  série 

/•'  Vid-if        3(/3i^        ■•■       „,(/»,)'-'        ■■■]' 
et  respectivement  plus  forts  que  ceux  de  la  série 

1  r        I  I  I |_      1 

'■■'  Lafte-h/af  3{13  +  13Y         '"        m  (Im  +  Im)"     '    "J' 

OU 

-J-\-l-  +  -L-  +...+  _L_  +  ..1 

2  "■  /v  L  2  ( /2)"  3 (/3 r^  m{lm  f  J 

pourvu,  toutefois,  que  l'on  ait 

Ih    >   o,     OU     V   >   e, 

ce  que  l'on  peut  toujours  supposer.  D'un  autre  côté,  d'après  ce  que 
nous  avons  démontré,  la  première  de  ces  séries  est  convergente  quand 
%  est  plus  grand  que  1,  et  la  seconde  est  divergente  quand  a  n'est  pas 
plus  grand  que  i  ;  la  série  (3)  est  donc  convergente  ou  divergente,  sui- 
vant que  a  est  ou  n'est  pas  plus  grand  que  i . 

4".   La  série   4)  ^st  convergente  uu  divergente  en  même  temps  que 


ou 


hlhi/lh''- 


1  )  2  (/2+  ih]  [iti + iihy-      3  (73 + ih)  (113  -H  iihr 


\  m(lm+lh)(llm-^  UhY  ' 

Or,  en  laissant  de  côté  les  deux  premiers,    les  termes  de  cette  série 
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sont,  à  partir  d'une  certaine  limite,   respectivement  plus  petits  que 
ceux  (le  la  série 

^\  ^ 1 ^ h  ...H ^ H  ...    , 

'«  L2/2(//2)"         3/3  (//S)"  mlmiUmY  J 

et  respectivement  plus  forts  que  ceux  de  la  série 


'■■'  1.2  (/2  -H  11)  {ll-X  +  lliy-  3  (/3  +  /3)  (//3  +  llZf         '"         m  dm  +  lm)l  llm  -t-  t/m 


-■■]' 


î°'+'/vL2/2f//2)'* 


(  //2)  «  3/3  {113)"  m  tni  { llm  )  " 

pourvu  ,  toutefois,  que  l'on  ait 

llb    >    o.      on      V    >    e', 

ce  que  l'on  peut  toujours  supposer.  D'un  autre  côté,  d'après  ce  que 
nous  avons  démontré,  la  première  de  ces  séries  est  convergente  quand 
a  est  plus  grand  que  1  ,  et  la  seconde  est  divergente  quand  a  n'est  pas 
plus  grand  que  i  ;  la  série  (4)  est  donc  convergente  ou  divergente,  sui- 
vant que  a  est  ou  n'est  pas  plus  grand  que  i. 

On  emploierait  le  même  raisonnement  pour  les  séries (i),    6),  etc. 

Le  lemme  précédent  a  été  démontré  par  M.  Bertrand,  mais  la  dé- 
monstration qui  précède  est,  je  crois,  plus  simple  et  plus  élémentane 
que  la  sienne. 

IL 

Soit,  actuellement,  une  série 

U  =  M,  +  «a  -f-  «3  +  ..., 

dont  il  faut  reconnaître  la  convergence  ou  la  divergence: 
Règle.  Considérez  les  deux  expressions 
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où  s  représente  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut ,  mais  diffé- 
rent de  zéro .  et  déterminez  les  valeurs 


qu'elles  prennent  quand  m  =  ce;  la  série  sera  convergente  si  a„  n'est 
pas  infini,  et  divergente  si  rt^  n'est  pas  zéro.  Si  a^  est  infini  et  qu'en 
même  temps  a'„  soit  zéro ,  considérez  les  deux  expressions 

in'lmy^'-  u„,     mlmii,„, 

où  £  représente  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut,  mais  diffé- 
rent de  zéro  ,  et  déterminez  les  valeurs 

qu'elles  prennent  quand  /n  =  o^;  la  série  sera  convergente  si  a,  n'est 
pas  infini ,  et  divergente  si  a\  n'est  pas  zéi'o.  Si  a,  est  infini  'et  qu'en 
même  temps  n\  soit  zéro  ,  considérez  les  deux  expressions 

iiilm^llniY"'-  u,„,     mlinllin  «,„, 

où  s  représente  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut,  mais  diffé- 
rent de  zéro,  et  calculez  les  valeurs 

qu'elles  prennent  quand  m  =  oc;  la  série  sera  convergente  si  n.^  n'est 
pasiniini,  et  divergente  si  d„  n'est  pas  zéro.  Si  a^  est  infini  et  qu'en 
même  temps  d„  soit  zéro,  considérez  les  deux  expressions 

mlmllm{lUmy^'-  u,„,     mlinllmUlin  u,n. 

et  continuez  de  la  même  manière. 

Démonstration.  Supposons,  en  premier  lieu,  qu'une  des  limites  «„, 
Uf,  a^....  soit  différente  de  l'infini;  on  aura  alors,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  ni  qui  surpassent  un  certain  nombre  fini,  une  des  inégalités 

m*'^'-  u,„  <  k,     m  InV^^- u,„  <  k,     mlni[llin)*^'-  u,,^  <  k, , 

où  k  est  un  nombre  déterminé  et  fini.  Or  on  déduit  successivement 
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de  ces  inégalités , 


u,„  <  ^ ,      u,n  <  ,      M,„  <  , 

Cela  prouve  [leinines  I  et  III)  que,  dans  chacun  des  cas  supposés,  la 
série  est  convergente. 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'une  des  limites  a'„,  «',,  a'.^,...  soit 
différente  de  zéro;  on  aura  alors,  poiu-  toutes  les  valeurs  de  m  cpu 
surpassent  un  certain  nombre  fini,  une  des  inégalités 

inii,„  >  A-,      mlmu,„  >  k,     miniLlnin,„  >  A,..., 

où  A  est  un  nombre  déterminé  positif  et  différent  de  zéro.  Or  on  ilc- 
duit  successivement  de  ces  inégalités, 

/  /■  /(- 


m /m  m  Im  II  m 

Cela  prouve  [Leinmes  I  et  III  i  que,  dans  chacun  des  cas  stipposés ,  la 
série  est  divergente. 

Reman/ue  Les  règles  précédentes  doivent,  dans  tous  les  cas,  faire 
connaître  si  une  série  est  convergente  ou  divergente .  cai-  le  terme  gé- 
néral u,n  de  la  série  considérée  sera  toujours  une  certaine  fonction  de 
m,  dont  le  degré,  quel  qu'il  soit,  finira  par  être  plus  grand  ou  pius 

petit  que  celui  de  la  fraction — , — - — ,  où  le  nombre  des  facteurs  du 

r  ^  rjtlni  llm. . . 

dénominateur  croît  toujours.  Il  ne  peut  y  avoir  doute  que  dans  le  cas 
infiniment  rare  d'une  série  dont  le  terme  général  aurait  le  même  de- 
gré par  rapport  à  m  que  la  fraction  ,  où  le  nombre  des  facteurs 

du  dénominateur  est  infini.  Ce  cas  est  en  quelque  sorte  le  point  de 
jonction  des  séries  convergentes  et  des  séries  tlivergeutes. 

m. 

Faisons  quelques  applications  des  règles  précédentes. 
Exemple  I.  Soit  la  série 

jj  I  II 

^        V^        # 
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On  a,  dans  ce  cas, 

""i  — ~  17,  —  2  ' 

par  conséquent , 

m'  'i/„  ^  — ; ,       et       inu„,  =  —  • 
m  "  m  "• 

Or, 

X 

m'"  ■=  I,     pour     771  =  ce; 

la  série  est  donc  divergente. 
Exemple  II.  Soit  la  série 


I"  2"  3" 

U  =  I  H \ —  4-  — - 

2"+='-        3"+'-'         4"+^ 


On  a 


(m — i)"         [m — 1\"    I 
par  conséquent, 

/w— 1\"           1                                                    /m— 1\"        I 
//i'*-M,„=     )     ,       et       /77«„,  = — — . 

Or,  supposons  d'abord  a  >  i,  nous  aurons 

{m — 1\"         I 

I 1   =  o,     pour  /«  =  ce 

i  étant  pris  suffisamment  petit;  la  série  est  donc  alors  convergente. 
Soit ,  en  second  lieu  ,  a  _  i  ;  on  aura 

=:  ce,   ou    I ,      pour     m  =  ce; 

\    '«    /    /«'-'-'  ^ 

la  série  est  donc  alors  divergente:  ainsi  la  série  proposée  est  conver- 
gente ou  divergente  suivant  que  a  est  ou  n'est  pas  plus  grand  que  i. 
Exemple  II 1.  Considérons  la  série 


„  =  (^)"^(^)v(f)- 
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On  a ,  dans  ce  cas, 

par  conséquent, 


}n'^-u,„  =; 


et     «JM„ 


or,  supposons  d'abord  a  >  i  ,  nous  aurons 

[l{m  +  i)f 

^-^ —^  =  o,      pour     7^^  =  oc, 

£  étant  pris  suffisamment  petit;  la  série  est  donc  alors  convergente. 
Soit,  en  second  lieu,  a  _  i ,  on  aura 

t-^ — ; — '■^—  ^  oo,     pour     m  =  oc; 

la  série  est  donc  alors  divergente.   Ainsi,  dans  ce  cas  comme  dans  le 
précédent,  la  série  est  convergente  ou  divergente  suivant  que  a  est  ou 
n'est  pas  plus  grand  que  i . 
Exemple  \Y.  i".  Soit  la  série 

Pf    '   p", 

les  nombres  p,,  p^,  p^,...  vérifiant,  à  partir  d'une  certaine  limite,  la 
relation 

„,  _       P- 


A//)m-4-B' 


où  A  et  B  sont  des  constantes. 

C'est  ce  qui  a  lieu  très-probablement  pour  les  nombres  premiers  [*] 
On  a ,  dans  ce  cas ,  • 


«m  =  — 


[*]  Legendre,  Théorie  des  nombres,  tome  II,  page  65. 
Tome  Vni.  -Mars  i843 
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par  conséquent , 


nr^-  u,„  =  = 


et 


mu,„  =    —    = 


Or,  soit  a  >  I ,  on  aura 


(Aip„+By+'pi- 


o,      pour      iri  =;  oo. 


étant  pris  suffisamment  petit';  la  série  est  donc  alors  convergente. 
Soit  ensuite  a  <  i ,  on  aura 

=  00,     pour     m  ^=  (x; 


(Alp„-hB)p^- 

la  série  est  donc  alors  divergente. 
Si  a  =  I ,  on  aura 


{Alp„-{-By+'pl-'-'-  {Alp^-hB)pl- 

il  y  a  donc  incertitude;  mais  on  a  alors 

m{lmy-^  «,„  =  -A_^  =    Alp.U 
et 

mlm  Ip^  —  X- 


mhn  H,,,  = 


Pn,  Alp„,-hB' 

A  étant  un  nombre  infiniment  petit  par  rapport  à  lp,„  quand  ^„  =  oc  ;  or 

lp„  —  /  I 

^^-—^  =  ^^,     pour     «  =  cc; 

la  série  est  donc  encore  divergente  dans  ce  cas.  Ainsi  elle  est  con- 
vergente ou  divergente,  suivant  que  a  est  ou  n'est  pas  plus  grand 
que  I. 
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9.".   Soit  la  série 

U  =  — ' h 


^'.c/'.r    pÀiP'T    pÀip.r 

les  nombres/;,,  /^j,  Pi,..    étant  les  mêmes  que  dans  la  série  précé- 
dente. 
On  a 


p^iip.r 


et 


'"    PMiip.r    (A//»„-hB)(//.„r' 

=  ce  et      =  o,     pour     m  =  oo, 

(Aip„-+-By+'- (Ip^r  {Alp„-hB)(lp„)'^  ^ 

il  y  a  donc  incertitude;  mais 


in{lmy^'-u„ 


p.{ip.r     {kip„,^B){ip„r 


rnlinu,,,  =: 


mlm  lp„  —  X" 


d'un  autre  côté,  quelque  soit  a  pourvu  qu'il  soit  positif. 

{ep„-Ay+'- 


(A/p„  +  B)(lp„)' 


=  o.     pour     m  ^  oc, 


£' étant  pris  suffisamment  petit;  la  série   est  donc  toujoins  conver- 
gente. 

3".  Soit  la  série 

L  = 


p,(iip.r    p.iiip^f    p4i'p>r 
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P>i  Pij  P%i--   étant  encore  les  mêmes  nombres  que  précédemment. 
On  a 


donc, 


P.illpn,) 


P4iip„r      {Aip„+By+-^  {iip. 


et 


or 


pj^llp^f  {klp„+'&){llp.) 


-  =  ce       et =  o,      pour     m  =  <x  : 

{Aip„-hBy+'{iip„)  (Aip„-hB){iip„;f-  ^ 

il  y  a  donc  incertitude;  mais 

lîiUmy^- u„  —  -^ — - —  =  — -!^ 

p.illP'^r  {Alp^+B){Up^f 

et 


mlmun,  = 


mlm  lp„,  —  k 


p^iip.r     iAip„+-B){iip„r'    .^. 

or 

{'P^  —  ky+'  ip^  —  h 

, =  00      et =  o,     pour     w  =  oc, 

il  y  a  donc  encore  incertitude  ;  mais 

mlm  Uimy*'  u^  =  ^^ — - —  =  ~ ILJJl i — 

Pm{llpmf-  {Alp„-i-B)(llp„V-' 

et 

mlm  llm  «,„  =    '"'"'""'   =  [ip.- k:{llp.-><') 

p„{iip„r     {Aip^-^B){iip„f 

k'  étant  ini  nombre  infiniment  petit  par  rapport  à  llp,n  quand /^,„r=  oo; 
or,  si  a  est  >  i , 

(tp„  —  k)(itp„  —  k'y+'- 

— '-^ :=  o,        pour       7H   =  OD, 

{Alp„  +  B){llp„f  ^ 
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ê  étant  pris  suffisamment  petit;  la  série  est  donc  alors  convergente. 
Si  a  est  _   i , 

{Aip„,+ii)(up„,r 


co        ou      -,      |)f)iir     m  =  Xi 

A         ' 


la   série  est  donc  alors  divergente.  Ainsi  la   série  proposée  est   cou 
vergenteou  divergente,  suivant  que  a  est  ou  n'est  pas  plus  grand  que  i 
On  verrait  de  même  que  les  séries 


pji/jjiiip.y-'-     pjtpjuip.Y     piip,{iiip:f 


pjlpjllp,  [IHlp.f-  p.MpAllp^[llUp,)'^         pJlp.,lllp,{llllp,Y 


ou  P^■,  P27  P3f-  représentent  toujours  des  nombres  qui,  à  partir  d'une 
certaine  limite,  vérifient  la  condition 


Alp„  +  B 


sont,  toutes,  convergentes  ou  divergentes,  suivant  que  a  est  ou  n'est  pas 
plus  grand  que  i . 

Il  serait  intéressant  de  vérifier  par  un  procédé  direct  si  les  résidtats 
que  nous  venons  d'obtenir  sont  exacts  lorsqu'on  substitue  les  nombres 
premiers  aux  nombres  représentés  par  /;,,  p.,,  p.,,...  ;  on  pourrait,  |e 
crois,  déduire  de  cette  vérification  ime  démonstration  rigoureuse  de 
la  loi  de  Legendre. 

IV. 

Les  règles  précédentes  sont  d'une  application  très-simple:  cepen- 
dant quand  les  termes  de  la  série  contiennent  un  nombre  indéfiniment 
croissant  de  facteurs,  comme  cela  arrive,  par  exemple,  dans  la  série 


86  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

on  ne  peut  les  appliquer  qu'en  prenant  plusieurs  précautions  souvent 
embarrassantes:  il  vaut  beaucoup  mieux  employer  alors,  soit  les  règles 
de  M.  de  Morgan,  soit  les  secondes  règles  de  M.  Bertrand.  Je  vais 
donner  des  démonstrations  nouvelles  de  ces  dernières  règles. 

V. 

Règles  de  M.  de  Morgan. 

Enoncé.  Soit  u,„  =  —, — :  le  terme  général  d  une  série. 

¥  [m]  ^ 


Considérez  l'expression 


Po 


[m)    ' 


OÙ  (f'[ni)  représente  la  dérivée  de  o{in)  par  rapport  a  m,  et  déterminez 
la  valeur 


qu'elle  prend  quand  m  =r  ce;  la  série  sera  convergente  si  a^  est  plus 
grand  que  i ,  et  divergente  si  rt^  est  plus  petit  que  i .  Si  «„  =  i ,  consi- 
dérez l'expression 

ei  déterminez  la  valeur 

«, 

qu'elle  prend  quand  m  =  oo;  la  série  sera  convergente  si  a,  est  plus 
grand  que  i,  et  divergente  si  «,  est  plus  petit  que  i.  Sin,  =  i,  consi- 
dérez l'expression 

Pi  =  KPi  —  ii//w. 
et  déterminez  la  valeur 

a., 

qu'elle  prend  quand  m  =  oc  :  la  série  sera  convergente  si  a„  est  plus 
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grand  que  1 ,  et  divergente  si  a,  est  plus  petit  que  i .  Si  «j  =  1 .  consi- 
dérez l'expression 

P3  =  {{h  —  \    Ulin, 

et  continuez  de  la  même  manière. 

Démonstration.  Supposons,  en  premier  lieu,  qu'une  des  limites  n„, 
rt,,  a^,...  soit  j)lus  grande  que  i:  on  aura  alors,  pour  toutes  les 
valeurs  de  ni  qui  surpassent  un  certain  nombre  fini,  une  des  inéga- 
lités 

"11^  >  A-,      r^(^^  -  ,  I  Im  >  A,     ir^^  -  .  I  bn  -   .1  llm  >  k,..., 

ou  A  est  un  nombre  plus   grand  que  i.   Or  on  déduit  successivement 
de  ces  inégalités  , 

?1W  >  i      lW  >-'-+.  _J_      ilW  > -L  H 1 u  _-L_ 

a(m)  m'         ?('«)  "'  mlm'         ?('")  "'  '"''"  mlmllm'' 

puis  en  multipliant  par  Hin  et  intégrant  de  m  à  ;m  +  1 , 

,  y(m-t-i)  ,  [m  +  if  .  ?(/n  +  ij  ,  (/« +  i)  [/(/«+ ■)]* 

.  y(/7i+i)  .  ( ffl  +  1  ;  / (/?'  + 1  ) [// {ni  -f- 1 ,1]* 

'i(w)  mlmiltmf 

d'où 

(p  (to)  »î*      '  ?('")  inUtn'f'  ' 

?(w  +  i)         (ct  -t- 1 )  /(w;  -f- ^)\ll{in  + 1  )]^ 
»(/»)  mlmÇllm'l' 


ou 


yf/w  +  i)        (m  + 1  /  y(w  +  i)        |7h-4-i)[/(ot+i)j* 

<p  (tn)  m*  y  (/«)  m  (  //n  )* 


?(/»  +  !)        (/7i  + 1  )  /(/w -+- 1 ) [tf(ro  -)- 1  )]' 


(p(m)  /7j//n  [llmf 
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Cela  prouve  flemmes  II  et  III)  que,  clans  chacun  des  cas  supposés,  la 
série  est  convergente. 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'une  des  limites  rt^,  n,,  a.^,...  soit  plus 
petite  que  i  ;  on  aura  alors,  pour  toutes  les  valeurs  de  ni  qui  sur- 
passent un  certain  nombre  fini ,  une  des  inégalités 


mo'  [m) 
o(m) 


I    vH         J  (L  ?H        J  ) 


où  k  est  un  nombre  plus  petit  que  i .  Or  on  déduit  successivement  de 
ces  inégalités. 

puis  en  multipliant  par  dm  et  intégrant  de  w  à   m  -f-  i, 

^  ?(//i  +  i)  ^  (/^  -h  1/         i  o{m  +  i)         ^  (/n  +  i)[^(/»+i)]* 


,  u(ct  +  i)         .  (to  +i)  l{m-hi)[ll{m- 


d'où 


ou 


-J  /m  /?)'       '  o  (m)  m  (te^* 

a[m-i-})          (TO-Li)/iOT-t-ij[//(m+i)]* 
ç(m'l  mlm{llmf  ' ' 


o(m  +  i)        (ttH-i)*  y(CT  +  i)  ^  \m  +  i)[l!m-^\)f 

1  ^~T~'  ZliZ  ZZI  ' 


o\mi 


mlm  (llrnf 


Cela  prouve  [lemmes  II  et  III    que,  dans  chacun  des  cas  supposés,  la 
série  est  divergente. 
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VI. 

Règles  de  M.  Bertrand. 

Enoncé.  Soit  u^  le  terme  général  d'une  série  dans  laquelle  le  rap- 
port -!^  est  égal  à  l'unité  pour  /n  =  oc.  Mettez  ce  rapport  sous  la 
forme 

1 
7+^' 

et  calculez  la  valeur 

que  prend  rnr  quand  m  =  00;  la  série  sera  convergente  si  a^  est  plus 
grand  que  i ,  et  divergente  si  a^  est  plus  petit  que  i .  Si  «„  =  i ,  mettez 

le  rapport  — ^^  sous  la  forme 


iH y-r' 

m 

et  calculez  la  valeur 


que  prend  mlmr'  quand  /«:=  00;  la  série  sera  convergente  si  <?,  est  plus 
grand  que  i,  et  divergente  si  «,  est  plus  petit  que  1 .  Si  a,  =  1 ,  mettez 

le  rapport  -^^  sous  la  forme 


m         mlm 

et  calculez  la  valeur 

que  prend  mlinllinr"  quand  m  =  00  ;  la  série  sera  convergente  si  a^ 
est  plus  grand  que  i,  et  divergente  si  a.,  est  plus  petit  (|ue  i .  Si  «j  =  i, 
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mettez  le  rapport  -^^  sous  la  forme 


I  H h 


m         ml  m  ml  m  II  m 

et  continuez  de  la  même  manière. 

Démonstration.  Commençons  par  transformer  les  rapports 

OT  +  i  /(ot+i)  //(/n-(-i) 

m     '  hn       '  Ûm      '■■" 


1°.  Soit 

^-"'"^'^  =  X,     d'où     /(m  4-  il  =  xlm.     d'où     m  +  i  =r  /«^ 

Im 

jc  sera  plus  grand  que  l'unité  ;  posant 

t 

X  =  1  -\ — , 
r 

il  viendra 

<  +  |:        j,     ,        /;n-f-iV  /  iV 

,„  +  ,  =  m     ',      dou      i^-^j    =V-^  7n)    =  '"' 

d'où 

Jrl(^^  +  L'^  =  lm     ou     j  (l  + -l)  =  /«, 

£  étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  m  ;  de  là  on  tire 
I I  I 

y         mlm         «m'  ' 

et  par  conséquent 

Im  y  mlm         vm' 

w  ne  devenant  pas  nul  pour  m  =   oo. 
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3».  Soit 

(m+i)  _  ^      ^,^^     U(m-h  i)  =  xltm,     d'où     /im -H  0  =  (/'")'; 
X  sera  plus  grand  que  l'unité;  posant 


x=  I  +  -, 


il  viendra 


/(«+,)=«».)'*',  d'où  pî±i)j=(,  +  ^  +  iy=ta, 

r/  (  1  H -, 1 ^  )  =  Uni, 

•^       \  mlm  wto'/ 


d'où 


J  1—7-  +  -^  +  £  (-7-  +  — J         =   //m , 
[  w//7;  uni-  \mir/i         i^nv  ]     J 

étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  m;  de  là  on  tire 


y        mlmllm         wm' 

et  par  conséquent 


ll(m  +  i)  I 

— ^1 =  j:  =  I  +  -  =  I 


///7i  y  tnlnt  II  m  uim' 

oj  ne  devenant  pas  nul  pour  m  =  oc. 
4°.  Soit 

^"'"^  '^  =  X,     d'où     //Z(m  +  I )  =  xlllm,     d'où     //(/n-+- 1  )  =  [Llm  ^; 

j:  sera  plus  grand  que  i  :  posant 

X=:  I  +  -, 

r 
il  viendra 

//(,«  ^  1) = (//,„)  '"^  d'où  r^^i^H' = f ,  +  -V  +  -^)' = //'«, 

12.. 
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d'où 

•^       \  mlmllm  oiin'  J 

OU 

y       ,'»     -t-  — ,  +  £  (    ,'„     +  -^V  I  =  lllm , 
•^    [^mlmllm         rom-  \mlmllm         um-J   J 

£  étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  m;  de  là  on  tire 


y         mlm  llmlllm         am'' 

et  par  conséquent 

lll[m- 


=  X  =  l  +—  =:  I  + 


lllm  Y  mlmllmlllm         am-  ' 

u  ne  devenant  pas  nul  pour  m  =  oo. 
On  continuerait  de  la  même  manière. 
Des  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  on  déduit  sans  peine, 


\     m    /  m         am'  L     ''"      J 

L      //»'      J  mlmltm         «/«-'     L      ''''"      J 


/  I 

mlm         am^ 


mlmllmlllm        u>m' 


k  étant  un  nombre  positif  quelconque  et  «  représentant  un  nombre 
qui  ne  devient  pas  nul  pour  /«  =  ce. 
Par  suite ,  on  a 


\    ">     /  m         oim^'  m       |_       Im       J 

ffl+i   l{m+i)  r// (,«+,)-]* 
/n  //n        |_      II"'     J 


I  X  1 

m         mlm  o>m-  ' 


I  I  / 

m  mlm         mlm  llm 


w  +  i    l{m+i]tl(m-hi)  rill{m  +  i)l''  _  i  _i_  i 

/to  ///w        I        lllm       I  /«  w//n  mlmllm 

k 


mlmllmlllm  ww- ' 


«  étant  encore  un  nombre  qui  ne  devient  pas  nul  pour  /«  =  se. 
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Revenons  maintenant  à  la  démonstration  des  règles. 

Supposons,  en  premier  lieu,  qu'une  des  limites  «o,  a,,  a.,,...,  soit 
plus  grande  que  i  ;  je  dis  que  l'on  aura ,  pour  toutes  les  valeurs  de  m 
qui  surpassent  un  certain  nombre  fini,  une  des  inégalités 


1  +  /•  > 


\    m     /  m  m      \_      Im     ^ 

r//(m-f-in* 
L       'lr>r       J"- 


+    /■"   > 


/(m  +  i)  r//( 


ou  A'  est  un  nombre  plus  grand  que  i . 

En  effet,  substituant  aux  seconds  membres  leurs  valeius  obtenues 
ci-dessus,  ces  inégalités  deviennent 

kl  ,  ^       f  I  ,f  ^        ^  1 

/•> 1 ;,  '•    >  — ; 1 -,  r    >    ,    „  -  H ;, 

m  uni'  mlm         &>/«•  mlmllni        ww- 

I  '  I       I  ^     I  '"'  1     II       „  ^     I         Imllm 

iiir  >  Ar   H ,      inlinr    >  A'  H ,      mlndlnii     >  A  H , 

wm  "j"'!  wm 


Si  l'on  fait  crortre  m  jusqu'à  l'infini,  les  premiers  membres  des 
dernières  inégalités  convergent  respectivement  vers  Og,  a,,  a^,...,  tan- 
dis que  les  seconds  membres  ont  tous  pour  limite  k;  or  k  étant  assu- 
jetti à  la  seule  condition  d'être  plus  grand  que  i,  peut,  en  outre,  être 
supposé  plus  petit  qu'une  des  limites  a^,  a,,  aj,...,  si,  comme  nous 
le  supposons,  parmi  ces  limites  il  y  en  a  luie  plus  grande  que  i  ;  cela 
étant,  une  des  dernières  égalités  ne  peut  pas  manquer  d'avoir  lieu,  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  m;  donc  aussi,  une  des  inégalités  (0 
aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  m  qui  surpassent  im  certain  nombre 
fini. 

On  déduit  maintenant  des  inégalités (i), 


,  +  r    ^   (m  +  iy  ^^L^r'         ('"-'-')[/('"+«)?' 


mlm  {llmf 


(/«-|-l)/(//J+l)[//(OT-t-l}]* 
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<  ^-^^^-^  ,      ^  < 


(/M+l)[/(/W+l)]* 


m  (Im'f 


< 


(ffl-l-i)/(m-n)[//(m  +  i)P 
mlm  [llm)* 


Cela  prouve  {lemmes  II  et  III)  que,  dans  chacun  des  cas  supposés,  la 
série  est  convergente. 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'une  des  limites  «„,  rt,,  «a,.  ,  soit 
plus  petite  que  i  ;  je  dis  que  l'cTn  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  m 
qui  surpassent  un  certain  nombre  fini ,  une  des  inégalités 

[  ,  +  ,<(:^y,   ,  +  i.  +  ,.<^±irf(^)T 

I    \  )  \    '"     J  "'  77J      |_     //n     J 

^''^'  1  ,       /'      , 

I  I  I  „  /«-i-i  l\m-\-\ 

+  r'  < 


'ûm  m  Im 


1)  r^/("'+oT 
L  ^/-  J  '■ 


/■ 

mlm  Uni        am-^'" 

mlmr 

'  <  A-  ^ ,      mlmllmr" 

J         tmllm 
<  k  +-—-, 

OÙ  k  est  un  nombre  plus  petit  que  i . 

En  effet ,  substituant  aux  seconds  membres  leurs  valeurs  obtenues 
ci-dessus ,  ces  inégalités  deviennent 

k 

/■<-+- 

m        u 

d'où 
mr  <  A-  H-  - 

Si  l'on  fait  croître  m  jusqu'à  l'infini,  les  premiers  membres  des  der- 
nières inégalités  convergent  respectivement  vers  flo»  «m  '^2v>  tandis 
que  les  seconds  membres  ont  tous  pour  limite  A";  or  A  étant  assu- 
jetti à  la  seule  condition  d'être  plus  petit  que  i,  peut,  en  outre,  être 
supposé  plus  grand  qu'une  des  limites  a^,  a,,  a^,.--,  si,  comme  nous 
l'avons  supposé,  parmi  ces  limites  il  y  en  a  une  plus  petite  que  i  ; 
cela  étant,  une  des  dernières  inégalités  ne  peut  pas  manquer  d'avoir 
lieu  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  m,  donc  aussi  une  des  inéga- 
lités (a)  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  m  qui  surpassent  un  cer- 
tain nombre  fini. 
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On  déduit  maintenant  des  inégalités  (2), 

I  /n*  I  m  {Imf 

T+r  ■^  [m  +  if  _i_  _^  ^,    ^  (7;aH-i)[/(m  +  i)ï*' 

m 
1  mlm  [  llnif 


(OT  +  i)/(mH-i)[//(/n  +  i)]*' 
TO  mlm 


«™+,   ^  (w  +  i)*  «»+.  ^  (ct+i)[/(w+i)3* 


!  (te/ 


«m+,     ^    (/W+l)/(m+l)[//(/W+l)]* 


///j(//7) 


mlmlllm 


Cela  prouve  [lemmes  II  et  III)  que,  dans  chacun  des  cas  supposés, 
la  série  est  divergente. 

VII. 

On  pourrait  substituer  aux  règles  de  M.  Bertrand  les  règles  suivantes, 
qui  ont  avec  elles  une  grande  analogie,  mais  qui  sont  peut-être  un  peu 
plus  simples. 

Énoncé.  Soit  u^  le  terme  général  d'une  série  dans  laquelle  le  rap- 
port-^^  est  égal  à  l'unité  pour  m  =  00.  Mettez  ce  rapport  sous  la 

forme 

I    —   r, 
et  calculez  la  valeur 

que  prend  mr  quand  m  =  00  ;  la  série  sera  convergente  si  a^  est  plus 
grand  que  i,  et  divergente  si  Oq  est  plus  petit  que  1 .   Si  Aq  =  '  '  mettez 

le  rapport  -^^  sous  la  forme 

I  , 

I r', 

m 

et  calculez  la  valeur 
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que  prend  mlmr'  quand  m  =  co;  la  série  sera  convergente  si  a,  est 
plus  grand  que  i,  et  divergente  si  a^  est  plus  petit  que  i.  Si  a,  =  i, 

mettez  le  rapport  ^^^^  sous  la  forme 

m  ml  m  ' 

et  calculez  la  valeur 


que  prend  mlmllmr"  quand  m  =  oc;  la  série  sera  convergente  si  a^ 
est  plus  grand  que  i ,  et  divergente  si  a„  est  plus  petit  que  i .  Si  «^  =  i , 

mettez  le  rapport  ^^^^  sous  la  forme 


mlm  mlm  Uni 

et  continuez  de  la  même  manière  [*]. 

Démonstration.  Nous  avons  vu,  dans  la  démonstration  des  règles 
précédentes,  que 


\     m     /  m  ww  I         tm       J 

[       Um      J  mlmllm      wm''        L      lllni      J 


mlm  tam- 

X-  I 

mlmllmlllm      wto'  ' 


et  que 

\     m     j  m 


0)/»-  m 


i  p("'+0']* 


/«  Im        L      ///K      J 

m  +  i  /(m  +  i)  //(w  +  i)  r///(CT-f-i)"[* 
OT  /m  Um        |_      ////M      J 


OT         mlm         wm~ 

A  1 


mlmllm  w/w'  ' 


m         mlm         mlmllm 


mlmllmlllm         um''  ' 


[*]  On  pourrait  établir  ces  règles  d'une  manière  assez  simple  en  prouvant  que  les  li- 
mites que  l'on  vient  d'appeler  o„,  a,,  «;,...  sont  égales  à  celles  qu'on  a  désignées  de  la 
même  manière  dans  les  règles  de  M.  Bertrand  ;  mais  nous  préferons  donner  une  dé- 
monstration directe. 
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w  représentant  un  nombre  qui  ne  devient  pas  nul  pour  m  ^=  ce.  A  était 
supposé  positif,  mais  il  est  clair  que  rien  n'empêche  de  le  prendre 
négatif;  mettons  donc  —  A  en  place  de  k  en  explicitant  le  signe, 
cela  nous  donnera 


\m-hi/  m  wm-  '  L'('"  +  'JJ 

r   Uni     |*_  X-        j_    r    aim     k  _ 


mlm  a>/tr 


mlmllmlllm        <am'  ' 


et 


/     m    V_  X-  I  m       [       /"'        I*  _      _  _L    _   _^^ L 

\w-M/  m  w//(''      /n-hi  [/(/«-(- i)J  m  mlm         ■,>m' 

ni  Im         r       Uni         j*   

/» -f-i  /(/«-)- 1  I  !_//(/» -f- i;J 

m  Im  llm       T      Ulm      1*  _       _ 

OT-(-i  /  w-ht)  U{m  +  i]  !_///(« -4-1  y 


I  X  I 

mlm  mlmtlm         wm' 


m  m/w  mlm  Uni 

X 


mlmllmlUm         'am'  ' 


fj  représentant    toujours    un    nombre   qui  ne  devient    pas   iml    poui' 
w  =  oo 

Cela  posé,  supposons,  en  premier  lieu,  qu'une  des  limites  a^,  a,, 
rt^,...,  soit  plus  grande  que  i;  je  dis  que  l'on  aura,  pour  toutes  les 
valeurs  de  m  qui  surpassent  un  certain  nombre  fini,  une  des  inéga- 
lités 

i  '  -  '•  <  (,„+,)  '     •  -  7,  -  '■  <  ,7;T7L77^r^J  • 

*^'^  1  ,  ,  „  m  Im       r       llm      1* 

I  '  ~  m  "  »/7/;/  ~  ''  <  ^r+r/f/7n-i )[//(/«+! y  ' ' 

ou  A  est  un  nombre  plus  grand  que  i 

\'A)  effet ,  substituant  aux  seconds  membres  leurs  valeurs  obtenues 
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ci-dessus,  ces  inégalités  deviennent 

/!  I  ,  /•  '  „  ^  I 

^  ni  4.wr'  rn/rn      «/«-  mlmllm       -jtw- 

d'où 

I  .         ,  /  '"'  ;      /;         r  ^      I  Imllin 

,„,.  >  /t ,       nilinr  >  k ,   inlmllinr    >  k ; , 


Si  l'on  fait  croître  a«  jusqu'à  l'infini,  les  premiers  membres  des  dernières 
inégalités  convergent  respectivement  vers  «o?  ^ii  a^....,  tandis  que  les 
seconds  membres  ont  tous  pour  limite  k;  or  k  étant  assujetti  à  la  seule 
condition  d'être  plus  grand  que  i,  peut,  en  outre,  être  supposé  plus 
petit  qu'une  des  limites  a^,  a,,^,,...,  si,  comme  nous  le  supposons, 
parmi  ces  limites ,  il  en  est  une  plus  grande  que  i  ;  cela  étant ,  ui}e  des 
dernières  inégalités  ne  peut  pas  manquer  d'avoir  lieu,  à  partir  d'ime 
certaine  valeur  de  m,  donc  aussi,  une  des  inégalités  (i  a  lieu,  potu- 
toutes  les  valeurs  de  m  qui  surpassent  un  certain  nombre  fini. 
On  déduit,  maintenant,  des  inégalités  (i), 


«„+,  (ffl+l)'  llm+,  (TO+l)[/(m+l)]* 


'.{Im)'' 


Um+^  (W+1)/(W+I  :[//(/»+!)]* 


Cela  prouve  [lemines  II  et  III  i  que,  dans  chacun  des  cas  supposés, 
la  série  est  convergente. 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'une  des  limites  rt^,  a,,  a^,..  ,  soit 
plus  petite  que  i  ;  je  dis  que  l'on  aura ,  pour  toutes  les  valeurs  de  m  qui 
surpassent  un  certain  nombre  fini ,  ime  des  inégalités 


r>N:^     ,       .--^-r'> 


f   r  —  - 
où  k  est  un  nombre  plus  petit  que  i . 


_  r     im      1* 


'«  -f- 1 , 

1  Im         r       /Im       "I* 
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En  effet,  substituant  aux  seconds  membres  leurs  valeurs  obtenues 
ci-dessus ,  ces  inégalités  deviennent 

kl                                     k             i                 „                    Xi 
~  ''>  ~  m"*"^'    ~  ^     ^  ~  "^7;^'*"^'    ~'     -^  ~  mlmllm      wW' ' 

d'où 

I                  ,                 ,          lin  ,     Il  ^  I  '"»'''" 

itii  <  A mlmr'  <  k .    nilinllinr   <  h  — 


r^m 


Si  l'on  fait  croître  m  jusqu'à  l'infini,  les  premiers  membres  des  dernières 
inégalités  convergent  respectivement  vers  a„,  a,,  «a,.-,  tandis  que  les 
seconds  membres  ont  tous  pour  limite  k;  or  A  étant  assujetti  à  la  seule 
condition  d'être  plus  petit  que  t,  peut,  en  outre,  être  supposé  plus 
grand  qu'une  des  limites  a^,  a^'a^,..,  si,  comme  nous  le  supposons, 
parmi  ces  limites  il  y  en  a  une  plus  petite  que  1  ;  cela  étant,  une  des 
dernières  inégalités  ne  peut  pas  manquer  d'avoir  lieu,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  m,  donc  aussi,  une  des  inégalités  (21  a  lieu,  pour 
toutes  les  valeurs  de  m  qui  surpassent  un  certain  nombre  fini. 
On  déduit  maintenant  des  inégalités  (2), 


m+> 


> 


(m  +  i)[/(w+i)]* 

m    ' 

m{/mf 


•l^t> 


(m-f-r /('«+! )[//(»' -l-i? 


ilni{ltmf 


Cela  prouve  (^/emmej  11  et  lll)  que,  dans  chacun  des  cas  supposés,  la 
série  est  divergente. 


VIII. 


On  peut  enfin  joindre  aux  règles  précédentes  une  série  d'autres  rè- 
gles analogues,  mais  de  forme  différente ,  et  qui  peuvi  nt  être  préférables 
dans  plusieurs  cas. 

Enoncé.  Soit  u,„  le  terme  général  dune  série  dans  laquelle  la  racine 

i3.. 
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Vw/n  est  égale  à  l'unité  quand  m  =  oo.  Mettez  cette  racine  sous  la  forme 


et  calculez  la  valeur 


que  prend  —  quand  m  =z  oo  ;  la  série  sera  convergente  si  «„  est  plus 
grand  que  r ,  et  divergente  si  rig  est  plus  petit  que  i .  Si  r/^  =  i ,  mettez 
la  racine  \Um  sous  la  forme 


/m 


et  calculez  la  valeur 


que  prend  -jj—  quand  oz  =  oo  ;  la  série  sera  convergente  si  a,  est  plus 
grand  que  i ,  et  divergente  si  a,  est  plus  petit  que  i .  Si  a,  =  i ,  mettez  la 
racine  \/u,„  sous  la  forme 


////  llm 

I  —  —  —    — 

m  m 

et  calculez  la  valeur 


que  prend  ^^  quand  m  =  oo  ;  la  série  sera  convergente  si  a^  est  plus 
grand  que  i ,  et  divergente  si  a^  est  plus  petit  que  i .  Si  «,  =   i  ,  mettez 

la  racine  \/u,„  sous  la  forme 

trii  Uni  lllm  „, 

I — /' 

m  m  m 

et  continuez  de  la  même  manière. 

Démonstration.  Commençons  par  transformer  les  racines 


vi'    V/1'    \i;r- 


EPURES  ET  APPLlnUÉES. 
1°.   Soit 

\/  —  =  X,       d'où       x'"  ^  —  ; 
V    m  m 

X  sera  plus  petit  que  i  ;  posant 

X  =  I  -y, 
il  viendra 

(i  —  ^r  =  — ,      d'où     iiiLi—jj^^—lm,     d'où     l{i—j) 


£  étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  m;  de  là  on  tire 


J  = 


V:-4j_-'4-"ï*"(ï)'J 


«  étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  ///  ;   on  ne  (ioit  évi- 
demment prendre  que  le  signe  supérieur,  car  on  a 

^  =  o     pour  m  =  ce  ; 
on  a  donc 

Im  (lm\  2 

Y— 1-   «  {  —      , 

et  par  conséquent 

IT  Im  /imV 

\/-  —  x  =  i  —  r=i i-w(  —  ), 

oj  étant  im  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  ni. 
7.°.   Soit 


n/I  = 


X.        (1  ou      X 


X  sera  plus  petit  que  i  ;  posant 
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il  viendra 

(i_rY"=— ,  d'où     inl{i—r)  =  —  llm,     d  ou     /(i— r)=—  — , 

V         J  Im  "  '" 


j  étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  m  ;  de  là  on  tire 


,r  = 


u  étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  m;  on  ne  doit  pren 
dre  évidemment  que  le  signe  supérieur,  car  on  a 

V  r=  o,      pour     m  =  oc  ; 

on  a  donc 

Um  (llm\- 

-^  m  \m  / 

et  par  conséquent 

'"/-T  llm  (llmy 

G)  étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  m. 
3°.  Soit 

-L  =  x,       d'où     x-^.-î-; 


X  sera  plus  petit  que  i  ;  posant 

X  —  I  -  J, 
il  viendra 


ri_rr  =  — •     (i'où     m/(i-r)=-«/"2,     d  ou     /(i-j)=-— , 


J^+T-^  +  +  ---=-^  +  '-^'*" 
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£  étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  ?ir,  de  là  on  tire 


1  = 


,1.  ,    lllm  ,     r  lllm  l  lllm  \  2  1 


lù  étant  lu)  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  m\  on  ne  doit  pren 
dre  évidemment  que  le  signe  supérieur,  car  on  doit  avoir 


on  a  donc 

et  par  conséquent 

^  =  0,      pour     »2  =  ce  ; 
lllm               (lllmY 

y  — 1-  w   - —    , 

sik 

lllm 

r=  x=\  —  y  =  ï  — 1-  ( 

m 

^m 


«  étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  ni. 
l\".  On  trouverait  de  la  même  m.aniére 

.  /~  llllm  /llllmy 

«  étant  un  nombre  fini  quelque  grand  que  soit  m  ,  et  amsi  de  suite. 
Des  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  on  déduit  sans  peine 


=  1-  k 


tm 


m' 


{Imf 


,  tlm  ////«\2 

m  \  m  /   ' 


.  /      ■  /   lllm  /, 


uin,y 


,  llllm  /llllm  y 


k  étant  un  nombre  positif  quelconque  et  &)  représentant  un  nombre 
fini  quelque  grand  que  soit  m. 
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Par  suite,  on  a 

/T  ,    in,                llmY- 

V   m  m                 \ni  I 

I        I  Im           ,  llm                / /mV 

V   m  {/m)'  m                ni                \  m  / 

I     _i _  __   Im          llm           ,   lllm   ^  ^     / '"' \* 

V  mlm(llm)*  m            m                  m            ^    \  m  /    ' 


u  étant  encore  un  nombre  fini  quelque  ^rand  que  soit  m. 

Revenons  maintenant  à  la  démonstration  des  règles. 

Supposons,  en  premier  lieu,  qu'une  des  limites  «„,  a,,  a^,....  soit 
plus  grande  que  i  ;  je  dis  que  l'on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  m 
qui  surpassent  un  certain  nombre  fini ,  une  des  inégalités 

)•-'■<  \/i'    '  -  ï  -  '■'  <  v/^' 

/  /m         llm  „  I  i 

'    '    ""  7h  "~  "^    ~"  '      '^   V  mlm(ttmf ' 

où  k  est  un  nombre  plus  grand  que  i . 

En  effet,  substituant  aux  seconds  membres  leurs  valeurs  obtenues 
précédemment,  ces  inégalités  deviennent 

m  \m  /    '  m  \  ">  / 

,  lllm  /lUm\^ 

—  r"<—k h  w     —     ,..., 

m  \  m   I 

d'où 
""■  ^^   >  /'"  mr'  ,  \lm)-  mr"  .  Im  ■ 


Si  l'on  fait  croître  m  jusqu'à  l'infini ,  les  premiers  membres  des  dernières 
inégalités  convergent  respectivement  versrt„,  a,,a^,...,  tandis  que  les  se- 
conds membres  ont  tous  pour  limite  k;  or  k  étant  assujetti  à  la  seule  con- 
dition d'être  plus  grand  que  i,  peut,  en  outre,  être  supposé  plus  petit 
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qu'une  des  limitesa,,,  «,,  «,,...,  si,  comme  nous  le  supposons,  parmi 
ces  limites  il  y  en  a  une  plus  grande  que  i  ;  cela  étant,  une  des  der- 
nières inégalités  ne  peut  pas  manquer  d'avoir  lieu  à  partir  d'ime  cer- 
taine valeur  de  m,  donc  aussi ,  ime  des  inégalités  d)  a  lieu  pour  toutes 
les  valeurs  de  m  qui  surpassent  un  certain  nombre  fini. 
On  déduit  maintenant  des  inégalités  (\^, 


m{lmT  '"   ^  m/millmY''"" 

Cela  prouxe  i  lemmes  I  et  III    que,  dans  chacun  des  cas  supposés,  la 
série  est  convergente. 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'une  des  limites  a,,,  a,,  a.^,--,  soit  plus 
petite  que  i  ;  je  dis  que  l'on  aura ,  pour  toutes  les  valeurs  de  m  qui  sur- 
passent un  certain  nombre  fini,  une  des  inégalités 


(?) 


r  >  \/^,     '  -  ï  -  '■'  >  V  ;^*' 


''  -^  V/«//h(//w)" ' 


où  k  est  un  nombre  plus  petit  que  i . 

En  effet ,  substituant  aux  seconds  membres  leurs  valeurs  obtenues 
ci-dessus,  ces  inégalités  deviennent 

,  Im  /ImY  ,   ^  ,  llm  /'"A' 

-  r   >-  k h  &W  — )  ,        -  ,'  >-  k ^  ''^\—)  ^ 


-  r  > 
d'où 


,nim  (  lii'\- 

m  \m  j 


nir 


I  Im  mr'  .  [Imy  mr"  ,  {linf 

Si  l'on  fait  croître  m  jusqu'à  l'infini,  les  premiers  membres  des  der- 
nières inégalités  convergent  respectivement  vers^o»  ^\i  ^a»--  taudis 
que  les  seconds  membres  ont  tous  pour  limite  k\ov  k  étant  assujetti  à 
la  seule  condition  d'être  plus  petit  que  i ,  peut,  en  outre,  être  supposé 

Tome  vin.  -  Mars  1843.  '4 
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plus  grand  qu'une  des  limites  Aq,  a,,  a^,...,  si,  comme  nous  le  suppo- 
sons, parmi  ces  limites  il  y  en  a  une  plus  petite  que  i  ;  cela  étant,  une 
des  dernières  inégalités  ne  peut  pas  manquer  d'avoir  lieu  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  m ,  donc  aussi,  une  des  inégalités  '2)  aura  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  m  qui  surpassent  un  certain  nombre  fini. 
On  déduit  maintenant  des  inégalités  {-i), 


'/my  '  "  "^   m/m  [llmf  '  '  '  '  ' 

Cela  prouve  (  lemmes  I  et  III)  que,  dans  chacun  des  ^cas  supposés .  la 
série  est  divergente. 

IX. 

Les  règles  de  M.  de  Morgan,  celles  de  M.  Bertrand,  ou  bien  enfin 
celles  que  nous  venons  de  démontrer  en  dernier  lieu ,  suffiront ,  dans 
la  plupart  des  cas,  pour  décider  la  convergence  ou  la  divergence 
des  séries.  Il  faut  pourtant  remarquer  que  toutes  ces  règles  seront  en 
défaut  lorsque  que  les  limites  que  nous  avons  représentées  par  «„, 
rt,,  a^T-i  n'ayant  pas  de  valeur  déterminée,  seront  tantôt  plus 
grandes  et  tantôt  plus  petites  que  i.  Dans  ce  cas.  on  lèvera  quelque- 
fois la  difficulté  en  groupant  deux  à  deux,  ou  trois  à  trois,  ou  quatre 
à  quatre  ,  etc.,  les  termes  de  la  série,  et  considérant  les  groupes  obte- 
nus comme  les  termes  de  nouvelles  séries  auxquelles  on  appliquera 
les  règles.  On  pourra  opérer  de  la  même  manière  pour  les  séries  à 
termes  tantôt  positifs  et  tantôt  négatifs,  car  les  groupes  formés  pour- 
ront tous  avoir  le  même  signe .  et  alors  les  règles  exposées  suffiront 
pour  reconnaître  la  convergence  ou  la  divergence.  Du  reste,  nous 
nous  proposons  de  revenir  en  détail  sur  tous  ces  cas  dans  une  autre 
occasion . 

X. 

Nous  terminerons  en  donnant  des  règles  poiu-  reconnaître  si  une 
intégrale  définie  est  finie  ou  infinie,  lorsqu'une  des  limites  rend  infinie 

la  foncfion  sous  le  signe   /  . 
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Soit  l'intégrale  définie 

et  admettons  que 

J\b)=  oc^. 

Pour  déterminer  si  cette  intégrale  est  finie  ou  infinie: 
Règle.  Considérez  les  deux  expressions 

[b  -  œV-ô  JXx),       lb-x)J\x], 

ou  c?  représente  un  nombre  posirif  aussi  petit  qu'on  veut  mais  diffé- 
rent de  zéro,,  et  calculez  les  valeurs 

qu'elles  prennent  pour  ar  =;  b;  l'intégrale  sera  finie  si  a^  n'est  pas  in- 
fini, et  infinie  si  a\,  n'est  pas  zéro.  Si  ^^  est  infini  et  que  aj,  soit  zéro, 
considérez  les  deux  expressions 

ib  -  ce)  {ij^}^^'  J\x) ,     [b-ocM^^  J\oc) , 

où  â  est  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut  mais  différent  de 
zéro,  et  calculez  les  valeurs 


qu'elles  prennent  quand  X  =  /»;  l'intégrale  sera  finie  si  a,  n'est  pas  in- 
fini, et  infinie  si  a[  n'est  pas  zéro.  Si  a,  est  infini  et  que  a\  soit  zéro, 
considérez  les  deux  expressions 

où  â  est  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut   mais  différent  de 


[*]  Nous  supposons,  en  outre,  ([iie/lx)  garde  le  même  signe  pour  toutes  les  valeui-s 
(le  .V  qui  avoisinent  b.  Si  cela  n'était  pas,  on  profiterait  de  l,i  remarque  qui  a  i-U'  l'ailf 
dans  le  paragraphe  précédent. 

14.. 
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zéro  .  et  calculez  les  valeurs 

qu'elles  prennent  quand  x  =  è  ;  l'intégrale  sera  finie  si  a^  n'est  pas  in- 
fini ,  et  infinie  si  d.-^  n'est  pas  zéro.  Si  a^  est  infini  et  que  à .^  soit  zéro  . 
considérez  les  deux  expressions 

'■  h — jc        b — X         0 — X''   ^    ' 

et  continuez  de  la  même  manière  [*]. 

Démonstration.  Supposons,  e'h  premier  lieu,  qu'une  des  limites  rt^. 
rt,.  «2 — .  soit  différente  de  l'infini;  on  aura  alors  depuis  une  valeur 
de  jc,  /3<è,  jusqu'à  b ,  une  des  inégalités 

[h-xY-^jiœ)  <  k.      b-a:]  (^/ -^^'^' f[x)  <  k. 

ou  A  est  un  nombre  déterminé  et  fini.  Or  on  déduit  successivement  de 
ces  inégalités. 

(i  ou 

r  J\^)(J^  <  -w    ',  y  , 

Cela  prouve  que,  dans  chacun  des  cas  supposés,  l'intégrale  est  finie. 

[*]  En  changeant  b  —  x  en  jc  —  a,  on  obtient  les  règles  qu'il  faut  eniplover  dans  le 
cas  où,  au  lieu  de  /{b)  =;  oc,  on  a  /(a)  =  x- 
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Supposons,  en  second  lieu,  qu'une  des  limites  a„,  «, .  «.,,...,  soit 
différente  de  zéro;  on  aura  alors  depuis  une  valeur  de  j:-,  p  <  h.  jus- 
qu'à h ,  une  des  inégalités, 

ib-x)j\x)>k.     {h-x)lj^J{x)>k,     [b~x)Lj^^>k, 


où  k  est  un  nombre  fini  et  différent  de  zéro.  Or  on  déduit  successive- 
ment de  ces  inégalités . 

{b—jcl- {b  —  -v)l-, //t 

b — X  b — X      b — X 

d'où 

j    'j{x)(ix  >  x.      Ç  J\x)dx>^.     C'j{x)dx>x, 

Ola   prouve  que.   dans  chaciui  tles  cas  supposés,  l'intégrale  est  in- 
finie 

XI. 

On  trouverait  sans  peine  des  règles  analogues  aux  précédentes  pour 
reconnaître  si  une  intégrale  définie  est  finie  ou  infinie,  quand  l'une 
des  limites  est  infinie. 
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DETERMINATION    DE    L'INTEGRALE    DEFINIE 


.  '   O  I 


Par    J.    BERTRAND, 

Elève-Ingenieur  des  Mines 


/, 


J'ai  cte  conduit  à  la  valeur  de  cette  intégrale  en  appliquant  à  l'intégrale  indéfinie 

^  l  (  i  -\-  x^")  dx 
j^ —  un  procédé  de  réduftion  analogue  à  Fintégration  par  partie ,  et  ciue 

je  commencerai  par  exposer  d'une  manière  générale. 

I. 

Soit  une  intégrale    1      f  [x]  dx,  considérons  une  fonction  de  deux  variables  -}  {x,  m) , 

qui  devienne  égale  à  o  ^x)  par  la  substitution  de  x  à  m,  en  sorte  que  ■i(-'^)  ^)  ^=  ?  Wi  ^^ 
fonction  ^  pourra  évidemment  être  déterminée  d'une  infinité  de  manières  différentes. 
Soit 

•|/  [x,  /II)  dx  =  -j/,  (x,  m). 


/: 


Differentions  i{/|  {x,  m)  pai'  rapport  à  m,  et  posons 

d-!f,{x,  m)  r -^  d'\i  x,»i) 


-r-' 


dx  r=  -y.  [X,  m\. 


dm  J  o  <"''" 

.le  dis  que  l'on  aura  identiquement 

(  I  )  I        ¥  W  '^-^  —  't*'  (■'''  ^''  —  /       '^■'i^'  ^)  dx-\-C, 

en  sorte  que  l'intégrale  proposée  se  trouvera  ramenée  à  l'intégrale,  en  général,  fort  dif- 
férente,   I       ^2  (x,  x)  dx. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  bien  facile  :  il  suffit  de  différentier  les  deux 
membres  par  rapport  à  x;  le  premier  donne  évidemment  ç(x);  quant  au  second  sa 
dérivée  est  égale  à 

or  en  traitant  -^i  (x,  x')  comme  une  fonction  composée ,  et  se  ra])pelant  que  l'on  a 

dii,(x,m]         .,         ,         d-hJx,  m)        ,   , 
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cette  dérivée  devient 

ij;  (x,  x)  -h  ^j/j  [x,  x)  —  ij/2  {x,  x)  =  -^  (x,  x)  z=:  10  yx  . 

Lis  deux  membres  de  l'équation  (i)  ont  donc  même  dérivée,  et  par  conséquent  ils  peu- 
vent être  considérés  comme  égaux,  puisque  nous  avons  ajouté  une  constante  au  second. 

Il  est  facile  devoir  que  le  théorème  précédent  renferme  comme  ras  particulier  le  pro- 
cédé d'intégration  par  parties.  Soit,  en  effet, 

ç(x)=/(x)X  F'(x); 
prenons 

?  (X,  m)  —f{m)  X  F'  {X) , 
nous  aurons  évidemment 

•i,  {x,  w)  =    C'  dxf[m)  F'  (x)  =  f{m)  F  (.r)  —  f[m)  F  (oj, 

^,(.,  ;„)  =  dJt^  =/'WF(x)-/'HF(o:, 

en  sorte  que  la  formule  (i)  devient 

P  /(x)r'(x)./x  =:/(x)F(x)  -  r  V'  W  ^  W <ix^z, 

ce  qui  est  précisément  la  formule  d'intej^ration  par  parties. 

II. 

/-^  l{\-\-x*^  (Le 
— —  ;  prenons 

l[\  +  mx^ 

•Ij  (x,  m  j  =r  '— , 


nous  aurons 


T,a  valeur  de 


•^,(x,/n)=    1       -1 '- dx. 


rfij(,(x,  m) 


li,  (x,/w)  — 

diii 


sera 


donc 


X 


xrfx  I  /(i-Hx')  f/J 

[«]  En  supposant  égale  à  i  la  limite  supérieure  de  l'intégrale,  cette  formule  donne 

je    (  I -4- mx)  (n- x')  ~         n-m'    "*"  a(i-(-m')  "^  4  i-!-m»' 
Multiplions  les  deux  membres  par  <im  et  intégrons  de  m  =0  à  711  =  i;  il  nous  viendra 


ri    f(i-hx)dx_  /«r    /(H 

J  O  I  -HX>  J  o  I 


•  ni)  dm         :t  'u 

— ^-: 1-  -^  ; 


et  comme  l'intégrale  est  au  fond  la  même  dans  les  deux  membres  ,  nous  en  conriurons 

ri       l(l-i-x)dx    _    Tzh 

J  o        i-t-x'       ""    8  ■■ 

c'est  précisément  le  nsullal  auquel  arrive  M.  Bertrand.  ^J.  L. 
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en  remplaçant  m  par  .r  dans  cette  expression  ,  il  vient 

■h-,[x,  x)  — ■— — J.  H .  arc  tanL'  x, 

et  par  suite ,  d'après  la  formule  1 1  ) , 

r-l{i  +  x^)dx  ^^^  j^    Çr  /(i  +  xV^  _    /-^^rf^arctang-t 

J  o        I  -f-  ^=  .  '  ^  '    7       2  J  ^         ,  _^  ^,  J  ^  I  _|_  ^,        -H     . 

Mais  en  intégrant  par  parties,  on  a 

/'^.rt/^arctang^         '  ,,            n                           i      T^  rfx/iH-jr') 
^—  =  -  /  I  +  x')  arc  tang  j: \      i ■ . 
o          i  +  :r-               2     ^             /        "^            ^   J  ^        j_^^, 

..   1     •  „■     ■      ,      r  "^  dxt{\  -\-x''] 

Substituant,  et  supprimant  1  intégrale    /       ^ '    qui  se  trouve  commune  aux 

^  o         1  -h  ^-^ 
deux  membres ,  il  vient 

■if,{x,x)  =  -  /  (  14- a;2]  arc  tang  x. 

Maisi,(jr,  .r)est  ce  que  devient  l'intégrale    /       -^ '"^^        lorsque  Ion  v  leniplace 

.  '  o  1  -h  x= 

Dmme  il  e 


m  par  x.  C'est,  par  conséquent ,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

-  xz)  dz 


Kous  avons  donc 


r  ■''  /(i  -f-  xz)dz  I 

I      : —  =  -  l[i-^  x-\  arc  tans  ^  ; 


car  la  constante  est  évidemment  nulle ,  puisque  arc  tang  x  sannulle  avec  x.  Si ,  dans 
cette  formule ,  on  fait  r  ^  i ,  elle  devient 

~z)  dz         T 


+  z- 


Cette  intégrale  n'était  pas  connue ,  je  crois.  On  pourrait  l'obtenir  de  plusieurs  ma- 
nières ;  j'ai  choisi  la  précédente  parce  qu'elle  repose  sur  une  méthode  nouvelle  d'inté- 
gration qui  pourra  être  utile  dans  certains  cas. 
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31EM0IRE 
SUR  UN   PHÉNOMÈNE 

BELATir 

A  LA  COMMUNICATION  DES  MOUVEMENTS   VIBRATOIRES; 
Par  m.   DUHAMEL. 


Dans  son  premier  Mémoire  sur  la  communication  des  mouvements 
vibratoires,  M.  Savart  a  fait  connaître  un  phénomène  qui  lui  parais- 
sait très-singulier,  mais  dont  il  n'a  pas  donné  l'explication.  11  s'est 
borné  à  indiquer  une  cause  à  laquelle  on  pouvait ,  disait-il ,  l'attribuer  ; 
mais  il  ne  s'est  pas  prononcé  d'une  manière  absolue,  et  je  montrerai 
d'ailleurs  que  les  choses  se  passent  autrement  qu'il  ne  le  supposait. 
Le  Mémoire  que  je  publie  aujourd'hui  a  pour  objet  de  donner  l'expli- 
cation générale  de  ce  phénomène  et  d'en  soimiettre  les  différentes  cir- 
constances à  l'analyse  mathématique.  Je  commencerai  par  extraire  du 
Mémoire  de  M.  Savart  le  passage  suivant,  qui  fera  connaître  en  quoi 
consiste  le  phénomène  et  comment  cet  illustre  physicien  l'envisageait. 

«  Quand  deux  verges  sont  réunies  de  manière  que  l'iuie  des  deux 
»  tombe  perpendiculairement  sur  l'un  des  points  de  l'autre,  destiné 
»  à  être  le  milieu  d'une  partie  vibrante ,  si  l'on  excite  des  ondes  longi- 
»  tudinales  dans  la  première,  la  seconde  deviendra  le  siège  de  vibra- 
»  tions  transversales. 

»  Il  se  présente  ici  une  question  très-difficile  à  résoudre.  Comment 
»  se  fait-il  que  des  vibrations  longitudinales  excitées  dans  une  verge 
»  très-courte,  vibrations  dont  le  nombre  doit  être  très-considérable 
»  dans  un  temps  doiuié,  et  qui  devraient  produire  un  son  extréme- 
«  ment  aigu,  puissent  provoquer  l'existence  de  vibrations  transver- 
»   sales  beaucoup  plus  lentes. 

»  Les  circonstances  qui  accompagnent   cette  expérience  pourront 
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»  peut-être  jeter  quelque  jour  sur  un  phénomène  si  singulier.  Si  l'on 
»  place  verticalement  l'appareil,  et  qu'on  excite  des  vibrations  trans- 
»  versales  dans  la  grande  verge  A,  nous  avons  vu  que  la  petite  verge  A' 
»  devenait  le  siège  de  vibrations  longitudinales;  si  l'on  tient  compte 
»  de  la  disposition  des  lignes  nodales  formées  par  le  sable,  on  remar- 
»  que  que  quand  on  ébranle  directement  la  petite  verge  A'  dans  le  sens 
»  longitudinal,  ces  lignes  prennent  le  même  arrangement  que  dans  le 
»  premier  cas;  on  pourrait  donc  penser  que  la  première  série  d'ondes 
»  excitées  directement  arrivant  contre  la  grande  verge  A,  est  pour  elle 
»  un  mode  d'ébranlement  quelconque,  une  espèce  d'archet  qui  la  dé- 
»  termine  à  osciller  suivant  que  le  comportent  ses  dimensions;  et 
»  qu'aussitôt  qu'elle  est  en  jeu«^  elle  réagit  sur  la  petite  verge  A',  qui 
»  devient  alors  le  siège  d'ondes  dont  la  longueur  est  déterminée  par 
»  l'espace  que  le  son  parcourt  pendant  le  temps  que  dure  ime  des  vi- 
»  brations  de  la  grande  verge  A  ;  ce  qui  supposerait  par  conséquent 
»  que  A'  vibrerait  toujours  à  l'unisson  avec  A,  quelque  différentes  que 
»  fussent  les  dimensions  de  ces  deux  corps.    » 

Ainsi  le  phénomène  reconnu  par  M.  Savart  consiste  en  ce  qu'une 
verge  adaptée  perpendiculairement  à  une  autre ,  et  frottée  dans  le  sens 
de  sa  longueur,  détermine  la  seconde  à  vibrer  de  la  même  manière  que 
si  on  l'ébranlait  au  moyen  d'un  archet.  Et  quant  à  la  manière  dont  ce 
résultat  est  produit,  il  pense  que  les  ondes  excitées  dans  la  première 
verge,  arrivant  à  la  seconde,  la  mettent  en  mouvement,  comme  le 
ferait  tout  autre  mode  d'ébranlement. 

Si  les  choses  se  passaient  de  cette  manière,  le  phénomène  serait  en 
effet  très-difficile  à  concevoir  et  à  analyser.  Il  paraîtrait  peu  naturel 
que  des  vibrations  d'une  durée  et  d'une  amplitude  excessivement  pe- 
tite en  produisissent  d'autres  très-lentes  et  d'une  amplitude  beaucoup 
plus  grande. 

Mais  les  vibrations  excitées  dans  la  première  verge  ne  sont  pour  rien 
dans  ce  phénomène,  qui  ne  serait  nullement  altéré,  lors  même  que 
cette  verge  ne  serait  pas  susceptible  de  vibrer  longitudinalement.  La 
véritable  cause  est  la  force  que  produit  le  frottement  dans  le  sens  de  la 
première  verge,  que  l'on  peut  même  supposer  entièrement  rigide; 
cette  force  peut  être  considérée  conune  appliquée  au  point  où  la  petite 
verge  rencontre  la  grande,  et ,  en  l'introduisant,  on  peut  faire  abstrac- 
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tioii  de  toute  autre  cause  extérieure.  La  question  revient  donc  à  cal- 
culer le  mouvement  de  la  seconde  verge,  à  laquelle  on  adapte  une 
masse  égale  k  celle  de  la  petite  en  un  de  ses  points  mobiles,  et  qui  se 
trouve  sollicitée  ]jar  une  force  perpendiculaire  à  sa  longueur. 

Le  même  phénomène  aurait  lieu  si  la  première  verge  était  fixée  à 
une  corde  dont  deux  points  seraient  fixes,  ou  à  une  surface  dont  le 
contour  ou  seulement  plusieurs  points  seraient  immobiles.  Le  calcul 
peut  être  plus  compliqué  dans  un  cas  que  dans  l'autre;  mais  ce  qui  est 
le  plus  important  ici ,  c'est  de  reconnaître  la  vraie  cause  du  phénomène, 
et  de  montrer  à  quelle  question  d'analyse  il  conduit.  Pour  s'assurer 
ensuite  si  la  théorie  s'accorde  avec  l'expérience,  on  prendra  des  cas  où 
les  calculs  pourront  s'exécuter  complètement  et  donneront  dos  résul- 
tats facilement  comparables  avec  les  faits;  on  remplira  ces  conditions 
de  la  manière  la  plus  simple  dans  le  cas  actuel,  en  supposant  la  pre- 
mière verge  adaptée  à  une  corde  fixée  à  ses  deux  extrémités. 

C'est  en  vue  de  résoudre  ce  problème  que  je  me  suis  d'abord  occuj)é 
du  mouvement  des  cordes  chargées  de  curseurs.  Dans  le  Mémoire  que 
j'ai  eu  l'honneur  de  communiquer  sur  ce  sujet  à  l'Académie  ,  j'ai 
donné  à  cette  question  plus  d'extension  qu'il  n'était  nécessaire  pour 
l'application  que  j'avais  d'abord  l'intention  d'en  faire;  mais  les  lois 
auxquelles  j'avais  été  conduit  m'avaient  paru  assez  importantes  par 
elles-mêmes  pour  faire  l'objet  d'un  travail  spécial  :  j'aurai  l'occasion 
d'y  renvoyer  dans  le  cours  de  ce  Mémoire. 

L'accord  de  ces  lois  et  des  résultats  que  l'expérience  m'a  donnés 
pour  le  phénomène  qui  nous  occupe,  suffirait  pour  démontrer  la  jus- 
tesse de  mon  explication  ;  mais  on  peut  obtenir  encore  de  nouvelles 
confirmations  par  la  considération  de  circonstances  remarquables  qui 
doivent  se  produire  si  les  choses  se  passent  comme  je  l'ai  indiqué. 

En  effet,  des  raisonnements  analogues  à  ceux  qui  se  trouvent  dans 
mon  Mémoire  sur  l'archet  démontrent  que  lorsque  le  corps  frottant 
a  toujours  une  vitesse  plus  grande  que  celle  delà  tige  Irottée,  le  mou- 
vement de  la  corde  doit  s'arrêter,  quoique  le  frottement  soit  produit 
indéfiniment;  qu'au  contraire,  lorsque  la  corde  acquiert  à  certams 
instants  une  vitesse  égale  à  celle  du  cor|)s  frottant,  le  mouvement  se 
prolonge  indéfiniment,  mais  que  le  son  peut  s'ab.iisser  au-dessous  du 
son  fondamental.  Or  ces  deux  résultats,  annoncés  par  la  théorie,  sont 

i5.. 


ii6  JOURNAL  DE  AUÏHÉMATIQUES 

pleinement  confirmés  par  l'expérience.  Lorsque  le  mouvement  du 
corps  frottant  est  assez  rapide ,  on  voit  promptement  celui  de  la  corde 
diminuer  et  devenir  imperceptible,  et  celle-ci  s'arrête  dans  la  position 
où  elle  serait  en  équilibre  sous  l'action  d'une  force  égale  au  frottement; 
et  de  même  aussi,  lorsque  le  mouvement  du  corps  frottant  est  devenu 
assez  lent,  on  reconnaît  un  abaissement  notable  dans  le  ton. 

On  voit  donc  que  le  phénomène  observé  par  M.  Savart  doit  se  pro- 
duire, ainsi  que  plusieurs  autres  qu'il  n'a  pas  connus,  en  faisant  usage 
d'une  tige  entièrement  rigide  ,  dans  laquelle  il  ne  pourrait  se  produire 
de  vibrations  longitudinales.  Les  vibrations  de  la  corde  ne  sont  donc 
pas  excitées  par  celles  de  la  tige,  puisqu'elles  doivent  avoir  lieu  lors 
même  que  celles-ci  n'existent  p'as.  Il  en  résulte  même  que  lorsque  la 
tige  est  susceptible  de  vibrer  longitudinalement,  cette  nouvelle  cir- 
constance ne  peut  tendre  qu'à  troubler  entre  certaines  limites  l'effet 
des  autres.  La  cause  à  laquelle  M.  Savart  semblait  disposé  à  attribuer 
le  phénomène,  serait  donc  au  contraire  une  de  celles  qui  tendraient  à 
l'empêcher.  Mais  je  ne  m'en  suis  pas  tenu  à  cette  vue  générale,  et  j'ai 
calculé  l'effet  que  produirait  sur  une  corde  sa  liaison  avec  une  tige  qui 
aurait  un  mouvement  vibratoire  coiuiu. 

L'analyse  m'a  conduit  à  une  proposition  qu'on  peut  énoncer  de  la 
manière  suivante,  et  qui  renferme  le  cas  d'une  corde  à  laquelle  seraient 
appliquées  des  forces  constantes,  en  observant  qu'une  force  constante 
peut  toujours  être  remplacée  par  un  état  initial  convenable. 

Lorsqu'une  corde,  partant  d'un  état  initial  quelconque ,  a  l  une  de 
ses  extrémités  fixes  et  Vautre  animée  d'un  mouvement  périodique  per- 
manent,  son  mouvement  est  la  superposition  de  trois  autres  dont  l'un 
dépend  de  l'état  initial ,  et  les  deux  autres  en  sont  indépendants.  L  un 
de  ces  derniers  est  périodique^  et  la  durée  de  sa  période  est  la  même  que 
celle  qui  se  rapporte  à  l'extrémité.  L'autre  est  aussi  périodique ,  mais 
la  durée  de  sa  période  est  la  même  que  si  la  corde  vibrait  avec  ses  ex- 
trémités fixes. 

Cette  indication  de  l'analyse  méritait  d'être  vérifiée  par  l'expérience. 
Pour  cela  j'ai  pris  une  corde  tendue  par  un  poids  arbitraire,  ayant  une 
de  ses  extrémités  fixe,  et  l'autre  attachée  à  l'un  des  angles  d'une  pla- 
que métallique  carrée,  dans  le  plan  de  laquelle  la  corde  était  com- 
prise; puis  j'ai  fait  vibrer  la  plaque  de  manière  à  avoir  deux  lignes 
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)iodales  parallèles  aux  côtés  et  passant  par  le  centre  :  les  angles  ont  eu 
le  plus  grand  mouvement  possible,  ainsi  que  l'extrémité  de  la  corde; 
de  sorte  que  les  vibrations  de  tous  les  points  de  celle-ci  étaient  très-sen- 
sibles. Pour  les  déterminer,  j'ai  employé  le  moyen  dont  j'ai  souvent 
Fait  usage,  et  que  j'avais  imaginé  il  y  a  bien  des  années.  J'ai  adapté  en 
un  point  quelconque  de  la  corde  une  petite  lame  élastique  recourbée 
en  pointe  à  son  extrémité,  et  d'une  masse  insensible.  La  pointe  pressait 
légèrement  un  plateau  de  verre  recouvert  d'ime  légère  couche  de  fu- 
mée, et  auquel  on  donnait  un  mouvement  arbitraire,  les  vibrations  se 
peignaient  ainsi  d'une  manière  parfaitement  nette.  J'ai  de  même  adapté 
une  seconde  lame  à  l'angle  de  la  plaque,  et  j'ai  pu  facilement  comparer 
les  nombres  de  vibrations  exécutées  dans  un  même  temps  par  un  point 
(juelconque  de  la  corde  et  par  son  extrémité,  dont  le  mouvement  était 
identique  à  celui  de  l'angle  de  la  plaque.  Or  voici  ce  qui  résulte  de  mes 
observations. 

Lorsque ,  dans  son  état  initial ,  la  corde  est  sensiblement  écartée  de 
sa  position  d'équilibre ,  le  mouvement  de  ses  différents  points  résulte  de 
la  superposition  clairement  dessinée  de  deux  mouvements  partiels  :  le 
premier  est  celui  qu  on  aurait  obtenu  d'après  Uétat  initial,  en  suppo- 
sant fixes  les  deiuc  extrémités  de  la  corde;  le  second  est  périodique  et 
synchrone  avec  celui  de  la  plaque  ou  de  l'extrémité  mobile.  Peu  à  peu 
le  premier  s'affaiblit  et  finit  bientôt  par  s'anéantir;  le  second,  au  con- 
traire ,  persiste  avec  la  plus  grande  régularité ,  aussi  longtemps  que  la 
plaque  elle-même  conserve  son  mouvement.  Dans  ce  mouvement  final  il 
se  Jorme  des  noeuds  si  la  corde  a  une  tension  telle,  que  si  l'on  fixait  tes 
extrémités,  elle  vibrerait  moins  rapidement  que  la  plaque.  Dans  le  cas 
contraire  il  ne  s'en  forme  pas  ,  et  quelque  rapides  que  dussent  être  les 
vibrations  de  la  corde  abandonnée  à  elle-même  avec  ses  extrémités 
fixes,  celles  qui  ont  lieu  ont  toujours  la  même  période  que  celles  de  la 
place ,  et  les  choses  se  passent  comme  si  la  corde  était  prolongée  et  que 
le  premier  nœud  fût  au  delà  de  l'extrémité  mobile. 

Ces  expériences  font  voir  que  l'un  des  mouvements  dont  l'existence 
est  annoncée  par  l'analyse  est  généralement  insensible,  après  un  cer- 
tain temps ,  sans  que  l'on  doive  conclure  toutefois  qu'il  ne  puisse  ja- 
mais être  manifesté.  Et  l'on  doit  toujours  remarquer  cette  indication  de 
I  analyse,  que  des  sjstèmes  en  repos,  mis  en  communication  avec  fie'. 
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systèmes  vibrants  ,  peuvent  exécuter  des  mouvements  qui  n'ariivent  pas 
n  avoir  la  même  période  que  ceux  qui  les  produisent. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si,  dans  l'expérience  de  M.  Savart, 
la  corde  était  mise  en  mouvement  par  les  vibrations  longitudinales 
excitées  dans  la  petite  tige ,  chacune  de  ses  parties  se  trouverait  dans 
les  circonstances  que  nous  venons  d'étudier,  et  par  conséquent  exécu- 
terait des  vibrations  de  même  duz'ée  que  celles  de  la  tige,  c'est-à-dire 
très-différentes  de  celles  qu'indique  l'observation.  Ainsi  ce  phénomène, 
que  nous  avons  si  naturellement  et  si  complètement  expliqué  et  cal- 
culé ,  ne  peut  qu'être  troublé  par  la  cause  que  lui  assignait  notre  il- 
lustre confrère.  Cette  cause  ne  pourrait,  du  reste,  le  modifier  que  d'une 
quantité  insensible ,  vu  la  petitesse  de  l'amplitude  des  vibrations  lon- 
gitudinales de  la  tige,  comparativement  aux  vibrations  transversales 
de  la  corde.  Enfin  on  peut  ajouter  que  cette  cause  si  minime  n'existe 
même  pas  toujours;  car  il  ne  suffit  pas  de  frotter  une  tige  pour  la  faire 
vibrer,  il  faut  y  déterminer  d'abord  des  points  immobiles,  destinés  à 
devenir  des  nœuds  de  vibration  ,  ce  qui  ne  se  fait  pas  dans  l'expérience 
que  nous  discutons  :  et  par  conséquent  il  y  a  lieu  de  croire  que ,  le  plus 
ordinairement,  les  vibrations  longitudinales,  dont  l'effet  serait  insen- 
sible ,  n'existent  même  pas  réellement  dans  la  tige  frottée. 

Pour  épuiser  en  quelque  sorte  l'analyse  de  cette  partie  du  phéno- 
mène ,  j'ai  cherché  à  produire  effectivement  des  vibrations  longitudi- 
nales dans  la  tige  et  à  déterminer  le  mouvement  résultant  de  la  corde. 
Mais,  pour  obtenir  ce  résultat,  il  fallait  faire  l'expérience  autrement 
que  M.  Savart,  et  rendre  immobiles  certains  points  de  cette  tige.  A 
cet  effet  j'ai  fixé  son  milieu  seulement,  ]30ur  que  ses  mouvements  fus- 
sent plus  perceptibles ,  et  j'y  ai  excité  immédiatement  des  vibrations 
longitudinales  accompagnées  d'un  son  très-pur,  propre  par  lui  seul  à  les 
taire  reconnaître.  La  corde  s'est  trouvée  dans  le  même  cas  que  nous 
avons  examiné  tout  à  l'heure  en  considérant  une  corde  dont  une  ex- 
trémité était  mise  en  mouvement  par  les  vibrations  d'une  plaque,  et 
l'expérience  a  donné  des  résultats  analogues;  seulement  les  mouve- 
ments de  la  corde  produits  par  les  vibrations  de  la  tige  avaient,  comme 
celles-ci,  une  amplitude  très-petite;  mais  il  était  très-facile  de  compter 
les  nombres  des  vibrations  exécutées  de  part  et  d'autre  dans  un  même 
temps,  et  de  reconnaître  leur  parfaite  égalité. 
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Il  résulte  de  là  que  des  vibrations  longitudinales  excitées  dans  la 
tige  prodnise7it  des  vibrations  transversales  synchrones  dans  la  corde , 
quelle  (jue  soit  sa  longueur,  ainsi  (jue  sa  masse  et  celle  de  la  tige,  et  que 
par  conséquent  elles  ne  sont  pour  rien  dans  le  phénomène  que  nous 
étudions. 

Le  mouvement  de  la  corde  étant  connu,  il  reste  à  déterminer  celui 
de  la  verge,  et  comme  elle  est  supposée  susceptible  de  condensation  et 
de  dilatation ,  le  calcul  de  ses  vibratioris  présente  une  question  assez 
délicate  à  lésoudre.  Il  s'agit  alors  de  déterminer  le  mouvement  des  dif- 
jérents  points  d  une  verge  élastique  dont  une  extrémité  est  animée  dun 
mouvement  connu  dirigé  dans  le  sens  de  sa  longueur^  et  dont  T ampli- 
tude est  iîwomparahlement  plus  grande  que  celle  des  vibrations  longi- 
tudinales dont  cette  verge  peut  être  le  siège.  La  solution  de  cette  ques- 
tion pourrait  facilement  donner  lieu  à  des  méprises,  et  peut  sembler 
au  premier  abord  plus  facile  qu  elle  ne  Test  réellement;  je  l'ai  obtenue 
au  moyeu  d'une  méthode  générale  que  j'ai  fait  connaître,  il  y  a  long- 
temps, dans  mon  Mémoire  sur  les  vibrations  d'un  système  de  points 
matériels. 

J'ai  été  conduit  ainsi  à  reconnaître  deux  espèces  de  vibrations  longi- 
tudinales dans  la  verge  :  les  unes  ont  la  même  période  que  celles  de  la 
corde,  et  les  autres  ont  pour  période  celles  des  vibrations  de  cette  verge 
dont  on  fixerait  une  extrémité  en  laissant  l'autre  libre  ;  elles  seraient 
produites  en  partant  d'un  certain  état  initial  et  abandonnant  la  verge 
à  elle-même.  Si,  comme  nous  le  supposons  ici,  la  verge  a  une  petite 
longueur,  ces  dernières  seront  très-rapides,  et  les  points  où  le  sable 
répandu  sur  lem-  face  horizontale  supéiieure  se  réunirait  seraient 
très-rapprochés.  Il  n'en  sera  pas  de  même  des  vibrations  beaucoup 
plus  lentes  de  la  première  espèce  :  elles  donneront  pour  le  sable 
des  points  de  repos  plus  distants;  et  comme  les  mouvements  qui  les 
déterminent  auront  plus  d'amplitude,  1  accumulation  du  sable  ne  sera 
réellement  due  qu'à  ces  vibrations,  synchrones  avec  celles  de  la 
corde. 

Or,  c'est  aussi  ce  que  l'expérience  a  donné  à  M.  Savart ,  et  il  n"a  pu 
reconnaître  que  cette  seule  espèce  de  vibrations.  Il  aurait  fallu  un 
mode  d'expérimentation  plus  délicat  pour  distinguer  l'autre  espèce  de 
mouvement  indiqué  par  le  calcul. 
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Le  Mémoire  dont  je  viens  de  donner  l'analyse  offre  un  nouvel  exemple 
des  mouvements  vibratoires  produits  par  le  frottement.  C'est  dans  mon 
Mémoire  sur  la  théorie  de  l'archet  que  j'ai  introduit  pour  la  première 
fois  cette  force  dans  l'acoustique,  et  cette  considération  était  essentielle 
pour  l'intelligence  de  phénomènes  jusqu'alors  inexpliqués.  Les  physi- 
ciens expérimentateurs  verront  sans  doute  avec  plaisir  cette  nouvelle 
application  de  l'analyse,  qui  non-seulement  a  conduit  à  l'explication 
complète  de  phénomènes  dont  ils  ne  s'étaient  pas  rendu  compte,  mais 
qui  en  a  fait  prévoir  d'autres  que  l'expérience  a  pleinement  confirmés. 

Mouvement  d'une  corde  élastique  en  un  point  de  laquelle  est  fixée  perpendiculairement 
une  tige  ligide  que  l'on  frotte  longitudinalement. 

Le  frottement  exercé  sur  la  tige  produit  une  force  dépendante  de  la 
nature  de  la  tige  et  du  corps  frottant,  et  de  leur  pression  mutuelle, 
que  nous  supposerons  constante.  Cette  force  est  dirigée  suivant  la  lon- 
gueur de  la  verge ,  dans  le  sens  de  la  vitesse  relative  du  corps  frottant  ; 
mais  son  intensité  est  indépendante  de  la  grandeur  de  cette  vitesse.  On 
peut  la  supposer  appliquée  à  tel  point  qu'on  voudra  de  sa  direction . 
par  exemple  à  celui  où  la  tige  est  fixée  à  la  corde,  et  le  problème  se 
ramène  à  celui-ci  : 

«  Déterminer  le  mouvement  d'une  corde  chargée  d'un  curseur  en 
»  ini  quelconque  de  ses  points,  et  sollicitée  par  une  force  appliquée 
»  en  ce  même  point.  » 

Il  y  a  ici  deux  cas  à  distinguer  :  celui  où  la  vitesse  du  corps  frottant 
est  telle  ,  que  jamais  celle  de  la  verge  ne  lui  soit  égale .  et  celui  où  cette 
égalité  a  lieu  à  certains  instants  du  mouvement. 

Dans  le  premier  cas,  le  corps  frottant  ayant  toujours  une  vitesse 
plus  grande  que  celle  de  la  tige,  la  force  qu'il  produit  est  toujours 
dirigée  dans  le  même  sens;  elle  est  d'ailleurs  d'intensité  constante, 
puisque  la  pression  ne  varie  pas ,  et  par  conséquent  la  corde  est  sou- 
mise à  l'action  d'une  force  indépendante  du  temps.  On  rentre  alors 
dans  une  question  plus  générale,  traitée  dans  mon  Mémoire  sur  les  vi- 
brations des  cordes  chargées  de  curseurs,  et  l'on  en  déduira  la  solution 
suivante  du  problème  qui  nous  occupe  : 

On  commencera  par  chercher  la  position  d'équilibre  de  la  corde 
sous  l'influence  d'une  force  égale  à  celle  du  frottement  longitudinal 
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exercé  sur  la  tige;  on  en  déduira  la  position  relative  des  points  de  la 
corde  dans  l'état  initial  el  dans  cet  état  d'équilibre  ;  on  considérera 
ensuite  un  état  initial  où  les  positions  de  la  corde  seraient  exactement 
les  mêmes  |)ar  rapport  à  leur  position  naturelle  d'équilibre  en  ligne 
droite ,  et  où  les  vitesses  de  ces  points  seraient  celles  de  l'état  initial 
proposé;  on  supposera  de  plus  que  cette  corde  soit  chargée  d'un  cur- 
seur ayant  une  masse  égale  à  celle  de  la  tige  et  appliquée  au  même 
pomt.  Cela  posé,  le  mouvement  de  la  corde  dans  ces  circonstances 
sera  identiquement  le  même  par  rapport  à  la  droite  qui  joint  ses  ex- 
trémités, que  celui  de  la  corde  dans  les  circonstances  données  le  sera 
par  rapport  à  sa  position  d'équilibre  sous  l'influence  du  frottement. 

Les  lois  du  mouvement  de  la  corde  mise  en  vibration  par  le  frotte- 
ment de  la  tige  sont  donc  celles  que  j'ai  fait  connaître  dans  le  ^Mémoire 
déjà  cité,  et  il  est  inutile  de  les  rappeler  ici.  Elles  s'accordent  avec  les 
résidtats  de  l'expérience,  et  cela  suffirait  pour  en  conclure  la  justesse 
de  notre  explication.  Mais  si  la  manière  dont  nous  avons  envisagé  ce 
phénomène  est  exacte,  il  doit,  en  outre,  se  produire  des  phénomènes 
remarquables  qui  en  fourniront  de  nouvelles  vérifications. 

En  effet ,  une  discussion  tout  à  fait  semblable  à  celle  que  j'ai  faite  dans 
la  théorie  de  l'action  de  l'archet  démontre  que  si  la  roue  frottante  a 
une  vitesse  suffisamment  grantle,  lesvibrationsdoivent  s'anéantir  promp- 
tement;  comme  si  la  corde ,  écartée  de  sa  position  d'équilibre,  était 
abandonnée  à  elle-même  sous  l'influence  de  toutes  les  causes  qui  ten- 
dent à  éteindre  progressivement  son  mouvement.  Et,  au  contraire,  si 
la  roue  a  ujie  vitesse  assez  petite  relativement  à  la  pression  qu'elle 
exerce  sur  la  corde,  le  nombre  des  vibrations  de  celle-ci  doit  diminuer, 
et  par  conséquent,  le  ton  doit  baisser.  Or.  comme  je  l'ai  dit  dans  !e 
préambule  de  ce  Mémoire,  l'expérience  a  confirmé  ces  deux  indica- 
tions <le  la  théorie. 

Udiif,  nirnl  il'iiiir  corde  liée  à  une  tige  perpendiculaire  qui  vibre  longitudinalement. 

Etudions  maintenant  le  mouvement  que  produiraient  dans  la  corde 
des  vibrations  longitudinales  existant  dans  la  tige,  et  voyons  s'il  con- 
firme ou  s'il  détruit  l'explication  de  M.  Savart. 

Supposons  une  tige  solide  fixée  par  l'une  de  ses  extrémités  perpendi- 

Tome  VIll.  —  Avbil  1843.  I  6 
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culairementenun  point  d'une  corde  tendue  dont  les  extrémités  sont  taxes. 
Rendons  immobile  le  milieu  de  cette  tige,  et  excitons  en  elle  des  vibra- 
tions longitudinales.  L'extrémité  liée  à  la  corde  ne  supportera  qu'une 
pression  insensible  à  cause  de  la  petite  amplitude  de  ses  vibrations ,  a 
moins  que  la  corde  nait  une  masse  considérable ,  ce  que  nous  ne  sup- 
posons pas.  La  tige  vibrera  donc  à  très-peu  de  chose  près  comme  si  elle 
était  libre ,  et  si  elle  rend  le  son  le  plus  grave  dont  elle  soit  susceptible 
dans  ces  circonstances,  il  y  aura  un  nœud  unique  en  son  milieu.  Le 
point  de  la  corde  en  contact  avec  son  extrémité  partagera  son  mouve- 
ment périodique  qui  sera  connu  ;  et  pour  les  deux  parties  de  la  corde 
on  a  à  résoudre  ce  problème  : 

Trouver  le  mouvement  d'une  corde  tendue  dont  une  extrémité  est 
fixe,  tandis  que  l'autre  a  un  mouvement  périodique  donné. 


Soit  A  l'extrémité  fixe,  B  l'extrémité  mobile  sur  une  ligne  U  V  perpen- 
diculaire sur  AB  ;  AMC  la  position  initiale  de  la  corde  dont  tous  les  points 
ont  à  ce  moment  des  vitesses  connues  perpendiculaires  à  AB.  Suppo- 
sons que  le  point  B  ait  un  mouvement  représenté  par  l'équation 

j  =  k  sin  [mt  -+-  {) , 

la  quantité  A  étant  assez  petite  pour  que  les  équations  ordinaires  soient 
satisfaites.  Le  problème  consistera  alors  à  satisfaire  aux  conditions  sui- 
vantes : 

^  =  a'  -^,  j=o  pour  x  =  o, 
j  =:  k  sin  [mt  -\-  i)  pour  a?  =  /, 
y  =  Y{x)\ 

dt  —J  ■^^> 
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Les  fonctions  F  et/ devront  satisfaire  aux  conditions 

F(/)  =  ^sin£,    J\l)  =  mkcosi, 

pom-  qu'il  n'y  ait  pas  d'incompatibilités  dans  les  données. 
On  satisfera  aux  trois  premières  équations  en  prenant 

J  = sm  (  mt  +  £)  siu  — . 


Pour  avoir  la  solution  complète,  il  suffira  d'ajouter  à  cette  valeur  de  j 
luie  nouvelle  valeur  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

~df  ~        Ibb'"'    y  ~  '^     pour     X  =  o,     J  =  o     pour     JC  =  l , 

_  ,     ,           /  sin  £      .     DIX 
r  =  F  (x)  —  y-  sui  — 

sm  — 

,     pour     ;   =   o. 

sin  — 
a 

La  solution  du  problème  est  donc  donnée  par  la  formule  suivante  : 

/  h  .      ,  ,     .      inx 

y=:  ,  sm    mt  +  s  sui  — 

K  .    ml  ^  a 


('' 


a  v^  i-KX  mot    /*  '    .    /Vx    i     V  r^  i    \  k  sin  e     .    waT 

y.   _2   sm  —  cos  — J     sm-r/a     F(a)--^^sm~ 

2    ^r^   '     •       ir.i     .      iTtiil    ['  '  iTy.    ,     f   ,-,  mAcose    .     ma  1 

I >rsm— -sm     ,     I     sm--aa|  /(ai— -sm — 1. 

;t«  ^^  I  l  '       /  1)  '  I  ""  a    I 

L  ^'"T  J 

Le  premier  terme  de  cette  fornude  représente  un  mouvement  pério- 
dique simple,  dans  lequel  la  corde  présenterait  des  nœuds  o,  r/.  o  .... 

(listants  les  uns  des  autres  de  —  ;  et  ce  mouvement  se  produirait  de  lui- 

m  ^ 

même  en  supposant  la  corde  prolongée  en  o"  el  fixée  en  ce  point , 
pourvu  qu'on  lui  donnât  1  état  initial  relatif  à  celte  expression. 

.6.. 
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Les  autres  parties  de  la  formule  !  i)  représentent  le  mouvement  de 
la  corde  dont  les  extrémités  A  et  B  seraient  fixes  et  qui  partiraient  duu 
certain  état  initial  connu.  La  superposition  de  ces  deux  mouvements 
forme  le  mouvement  demandé.  Il  resterait  le  même  indéfiniment  sans 
les  diverses  causes  dont  le  calcul  n'a  pas  tenu  compte  et  qui  l'att'aiblis- 
sent  insensiblement.  Ces  causes  ne  sauraient  anéantir  entièrement  le 
mouvement ,  puisque  par  un  moyen  quelconque  on  entretient  constam- 
ment celui  du  point  B;  mais  tout  ce  qui  dépend  des  fonctions  F  et^ 
finit  bientôt  par  disparaître,  et  il  ne  reste  plus  de  trace  de  l'état  initial 
arbitraire  de  la  corde.  Néanmoins  il  restera  deux  séries  de  termes  re- 
présentant un  mouvement ,  dans  lequel  les  deux  extrémités  de  la  corde 
seraient  fixes.  Or  l'expérience  montre  qu'en  vertu  des  résistances  dont 
on  ne  peut  faire  abstraction  dans  la  réalité,  le  mouvement  de  la  corde 
finit  toujours  par  être  périodique ,  et  que  la  durée  de  la  période  est  Ui 
même  que  celle  de  l'extrémité  mobile. 

C'est  ce  que  j'ai  vérifié  en  fixant  un  des  points  de  la  corde  soit  à  l'ex- 
trémité d'une  verge  animée  d'un  mouvement  vibratoire  longitudinal, 
soit  en  un  point  d'une  plaque  vibrant  normalement.  Ce  dernier  moyen 
est  le  plus  commode ,  vu  la  plus  grande  amplitude  et  la  plus  grande 
durée  des  vibrations. 

Dans  toutes  ces  expériences  le  mouvement  indiqué  par  l'analyse  et 
correspondant  aux  extrémités  fixes  est  resté  insensible. 

Ce  résultat  ne  permet  donc  pas  d'attribuer  les  vibrations  de  la  corde 
A  celles  de  la  tige  ,  puisqu'elles  devraient  être  synchrones  avec  ces  der- 
nières ,  et  que  cependant  elles  sont  beaucoup  plus  lentes. 

L'explication  de  M.  Savart  ne  saurait  donc  être  admise;  et  il  ne  me 
semble  pas  qu'on  puisse  en  donner  une  autre  que  celle  que  j'ai  pro- 
posée dans  ce  Mémoire. 

Mouvement  absolu  et  relatif  des  points  il'uiie  verge  dont  une  ixtréniité  est  libre  et  l'autre 
Il  un  mouvement  donné,  d'une  amplitude  quelconque  dans  le  sens  de  sa  longueur. 

Maintenant  que  le  mouvement  de  la  corde  est  connu ,  on  peut  déter- 
mmer  celui  des  différents  points  de  la  verge,  en  la  supposant  élastique 
et  par  conséquent  susceptible  de  condensation  et  de  dilatation. 

L'extrémité  de  cette  verge  aura  ur.  mouvement  connu,  qui  sera  celui 
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(Je  la  corde  au  point  ou  elle  est  attachée ,  et  la  question  que  nous  n(  lus 
proposons  pourra  être  énoncée  de  la  manière  suivante  : 

Trouver  le  mouvement  absolu  et  relatij  des  points  dune  verge  élas- 
tique dont  une  extrémité  est  libre ,  et  dont  l'autre  a  un  mouvement 
connu  (Tune  amplitude  quelconque  dans  le  sens  de  sa  longueur. 


Soit  A  la  position  initiale  de  l'extrémité  dont  le  mouvement  est 
coinui,  et  que  nous  choisissons  pour  plus  de  simplicité  au  moment  ou 
sa  vitesse  est  nulle;  désignons  par  u  le  déplacement  d'un  point  quel- 
conque de  la  verge,  par  rapport  à  la  position  cpi'il  occupait  dans  l'état 
natiuel  d'équilibre,  où  la  première  extrémité  était  en  A.  Prenons  A 
pour  origine  des  jr  qui  seront  dirigées  dans  le  sens  de  la  verge;  u  sera 
une  fonction  de  x  e\.t  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

On  remarquera  d'abord  que  le  mouvement  d'un  élément  quelconcpie 
entre  A  et  B  ne  dépend  que  des  pressions  qu'il  supporte  à  chaque  in- 
stant à  ses  deux  extrémités ,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  conditions 
auxquelles  certains  points  particuliers  soient  assujettis,  ce  qui  donnera 
d'abord  l'équation  générale 

(i  étant  une  constante  connue. 

l.e  mouvement  connu  de  l'extrémité  ,\  est  déterminé  par  une  fonc- 
tion ©  (  t)  qui  représente  u  pour  x  =^  o  ,  d'où  résulte  la  condition  par- 
ticulière 

(a)  «  =  (f  [t)     pour     X  :=  o, 

et,  d'après  la  manière  dont  nous  avons  choisi  l'origine  du  tenijjs  et  celle 
des  X,  on  aura 


la  seconde  extrémité  de  la  verge  étant  entièrement  libre  sera  soumise 
à  une  pression  constante  qu'on  peut  toujours  supposer  nulle:  ce  qui 
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cloimera,  en  désignant  par  l  la  longueur  de  la  verge, 

,,,  du  , 

(.1  ,  —  =  o     pour     X  ^=  l. 

Enfin  on  pourra  supposer,  pour  donner  toute  la  généralité  possible 
à  la  question ,  que  l'état  inital  de  la  verge  ne  soit  pas  celui  de  l'équi- 
libre naturel  ;  et  que  l'on  ait 

,  i^    ,        \  'lit  /■  V 

(4j  «  =  Fix)     et     ~- =:  J  [x)     pour     <  =  o. 

ce  qui  exigera 

F  I  o^  ^  o ,      y  (o)  =:  o , 

d'après  les  suppositions  précédenles. 

Cela  posé,  il  s'agit  de  trouver  une  valeur  de(^«)  qui  satisfasse  aux 
équations  (i),  (2),  (3),  (4). 

En  faisant  usage  de  la  méthode  que  j'ai  exposée  dans  mon  Mémoire 
sur  les  vibrations  iVwi  système  de  points  matériels ,  on  obtiendra  la 
formule  suivante,  qui  subsisterait  encore  sans  modifications  si  l'on 
n'avait  pas  ç'  (o)  =  o, 

U  =  (p{tl—^    y    /         o'cj^iCOS^ ^—r-^ - 

T    •  t;   ^^  2«  -I-  r  J    o       '  '  2/ 

(5)  cos  ^— -/-"  j     F(a  :  sm  — ^^—  da\ 


-^sin 


(2«H-l)77flf 


/      /   a  sui  -^ —  clu] 

l  •  7!-rt  J   0''  2/ 


La  dernière  partie  de  cette  expression  représente  le  mouvement  de  la 
verge  dans  l'hypothèse  où  son  extrémité  A  serait  fixe  et  l'autre  libre , 
l'état  initial  étant  déterminé  par  les  fonctions  F  \x),  f[x).  Le  mouve- 
ment total  résulte  donc  de  la  superposition  de  celui-ci ,  et  d'un  autre 
où,  l'état  initial  étant  l'état  naturel,  l'extrémité  A,  au  heu  d'être  immo- 
bile, serait  assujettie  au  mouvement  donné.  La  première  partie  du  mou- 
vement finit  bientôt  par  disparaître^  et  la  seconde  subsiste  aussi  long- 
temps que  le  mouvement  même  du  point  A.  On  peut  donc,  après  un 
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temps  très-court,  se  borner  à  la  valeur  suivante  de  ii  qui  ne  conseive 
aucune  trace  de  l'état  initial , 


(6)        n=<^[t)-l^^n  ^-tjW- JJ  ^'(,^^,eos 


[■i.n-\-i]Ta[t  —  tj 


T.e  premier  ternie  y  (0  qui  représente  le  mouvement  de  l'extrémité 
A,  étant  une  partie  commune  au  mouvement  de  toutes  les  autres,  la 
seconde  partie  représente  Je  mouvement  relatif  de  tous  les  points  de  la 
verge,  ce  qui  était  l'objet  de  la  question. 

Avant  d'aller  plus  loin  ,  vérifions  la  formule  (5)  en  l'appliquant  à  un 
cas  particvdier  dont  la  solution  soit  déjà  connue. 


Considérons,  par  exemple,  une  verge  PQ  ayant  ses  extrémités  fixes, 
et  dont  les  points  aient  un  mouvement  simple,  exprimé  par  la  formult^ 


y  =L  M  sm  — r  sm  -7 , 
a  a 


d  désignant    la    longueur  PQ.    La  condensation   sera    constaimnent 
nulle  au  milieu  B,  et  le  mouvement  d'un  point  A  correspondant  à 

X  =  (i  —  m)  -  sera  exprimé  par  l'équation 

-,      .        T:at       .  .  TT 

u  =  M  sui  — r  sui  (  1  —  m  -. 

Donc ,  si  dans  la  formule  (5)  on  fait 

03  <)  =  M  SUI —  sm  -p, 

/=_,     F!,r)  =  o,    y(x)  =  — sm[-  +  i-^J, 

l'origine  des  x  étant  prise  en  A ,  on  doit  trouver  pour  u  la  valeur  même 
de  u,  qui  est  alors 

(7)  ,  ^  M  sm  —  sm[— --  h-  ^-^J- 
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En  efiectiiant  les  intégratioDs  indiquées  dans  l'équation  (5  ,  elle  de- 
vient ,  dans  ce  cas  particulier, 


u  =  M  sin   1  —  m]  -  sui  — — 

^  '2  il 

/Kl  ■     /  \'^  r         ■      ':"'>'(  ,  ^ 

4M/7îsin(i — m)-         I  ;«  sin — (an  +  ij 


sin- 


2«-+- 


\)T.at~\     .    (2«-(-t) 

J  2/?+  I 


jr  ^^   L  ot'  —  (2/2 -f-l)' 

,                                T.                                               .     (2n+l)i:at 
uMm  sinli  —  m)-  ,  ,        sin -^ 

; : >  sm  ^^ — — r-^ : r  ' 

p;'?)qr.  1       ^^  2'  m— (2/^-+-I)■ 

ou,  en  réduisant. 

,,    .  \  "^     •     T:amt 

H  =  M  sm    1  —  m)  -  sin  — — 

^  '2  2/ 

,  .    ,  ,  5^    .     Tiaint  .    ,  ,  TTJ 

.,  AMm^sinli  —  /nl-sin sin{2«4-ij  — 

^  '    ^  ''2  2/     •^  __i ^  2/ 

^  îr  ^  —  /«-■  -t-  (2n  + 1  )■'  272  -<-  I 

Or,  entre  les  limites  a:  =  o  et  a'  =  2/,  on  a  la  formule 

/i 

sin  f  2/2  H-  1  ) COS  /«TT  I 

■^  (2n +i)[(2n +1)'  —  /n=]  4'"'         4'"'  ,     ""^ 

a 

En  faisant  cette  substitution  dans  l'équation  précédente,  et  réduisant, 
on  trouve 

--    .      r.mat    .      Vrrnzx        ,  ,-1 

„  =  Msm -^sm  1^-^  + (i-,«)-J, 
et  cette  formule  coïncide,  comme  cela  devait  être,  avec  la  valeur  de  j. 

Cas  où  le  mouvement  de  A  est  périodique. 

Appliquons  la  formule   (6)  au  cas  particulier  où  la  fonction  <i  [t) 
serait  périodique  et  de  la  forme 

(f{t)  =  A  (i  —  co?,mt), 

qui  donne 

o  (o)  =  o,     y'(o)  =  o; 
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la  durée  5  de  la  période  aura  pour  valeur 


rag 


Si  nous  désignons  par  5'  la  durée  des  vibrations  de  la  verge  ayant 
une  extrémité  6xe  et  l'autre  libre,  on  aura 

a 

et  le  rapport  -,  sera,  en  général,  un  très-grand  nombre;  en  le  désignant 
pary9,  on  aura 


'  iml 

Cela  posé,  on  trouvera,  en  effectuant  les  calculs, 


\u  —  A(i  —  cosmt)  +  A  cosint  I   i  — 


(8) 


cos— ^^ — "  I 
cos^'      J 


.    (2«  -f-  I  )  wx       (2/j  4- 1  )  Trar 

,  sm  ■    —  cos  i ; 

4A  ■ri  2l  il 

TT     ^  (2«-f-  I  )=/)'—  l 


Le  mouvement  d'un  point  quelconque  se  compose  donc  du  mouve- 
ment du  point  A,  exprimé  par  le  premier  terme  A(i  —  co^ml),  plus  un 
autre  qui  est  le  mouvement  relatif  de  ce  point  comparé  à  l'extrémité  A. 
Désignant  ce  déplacement  relatif  par  c,  nous  aurons 


f  =  A  cos  mt 


m{l  —  x)~\ 

ml         I 

cos  —         I 

«     J 


4A^ 2/ 2/ 

ff    ^  (2/?-|-l)'/>' I  ' 


.     yin-\-\)mx        (2n-hl)irat 
(^\  .,  2Ac<>srnl  .       ml      mx\     .     nix      kK'^y  il  2/ 


/  ml      mx\ 


Ti.M.r  VUI  -AvHii.  iSp. 


•7 
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(Jn  voit  que  ce  iiiouveraent  est  très-petit.  En  effet,  —  =:  — ,  et  par 

conséquent  la  première  partie  de  v  renferme  deux  facteurs  extrême- 
ment petits;  d'où  il  suit  qu'elle  est  excessivement  petite  par  rapport  à 
A  COS//J/,  ou  au  mouvement  absolu  de  l'extrémité  A.  Quant  à  la  seconde 
partie,  elle  est  évidemment  moindre  que 

4a  y I ^ 

Tz    ^  (an  -(-  ï)-p-  —  I  ' 

dont  la  valeur  est 

A ,  K 

-  tane  — 

/j       "  ip 

Cette  seconde  partie  est  donc  au  moins  du  même  ordre  de  petitesse  que 
la  première. 

En  bornant  les  mouvements  relatifs  des  molécules  de  la  verge  à  ceux 
dont  la  période  a  la  plus  longue  durée,  et  qui,  par  cette  raison,  doivent 
être  les  plus  sensibles,  comme  nous  l'avons  fait  voir  précédemment, 
on  aura 


»'  ^  Acosint  I  I 


[-^f] 


Ces  mouvements  sont  les  seuls  que  M.  Savart  ait  pu  apercevoir  dans 
ses  expériences. 

On  déterminera  les  ventres,  ou  les  points  oii  la  condensation  est 
nulle,  en  posant 

du  dv 

-=  o,      on      --  ^  o, 

ax  dx 

c'est-à-dire 

.     mil — .r) 

sm  — !: — — ^  ^  o  ; 

a 

d'où  1  on  tire,  en  désignant  par  r  un  nombre  entier  quelconque. 
l  —  X  ^=  r — . 
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Les  ventres  sont  donc  situés  à  la  distance  —  les  uns  des  autres,  à  par 

m  '     !      - 

tir  de  l'extrémité  libre  qui  fait  partie  de  ces  points. 

Les  nœuds,  ou  les  points  où  la  condensation  est  maximum  ou  mini- 

minn  sont  donnés  par  la  condition  —  =  o,  quel  que  soit  t,  ce  qui  con- 
duit à 


d'où 


mil —  x) 
COS   — ^^ :=  O, 


l  —  X  =  {if  -h  I  j  . 


ce  qui  donne  les  points  milieux  entre  les  ventres. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  ces  différents  points  ne  sont  nulle- 
ment ceux  où  le  sable  se  réunit.  M.  Savart  a  démontré  que  quand  une 
verge  vibre  longitudinalement ,  il  existe  un  mouvement  transversal 
synchrone,  et  que  c'est  aux  milieux  entre  les  lignes  nodales  de  celui-ci 
que  le  sable  vient  se  réunir.  La  distance  de  ces  lignes  dépeiid  de  l'épais- 
seur de  la  verge  et  de  sa  longueur,  tandis  que  les  nœuds  relatifs  aux 
vibrations  longitudinales  ne  dépendent  que  delà  longueur.  11  résulte  de 
là  que  les  distances  des  points  où  le  sable  se  réunit  peuvent  être  beau- 
coup moindres  que  celles  des  nœuds  relatifs  aux  vibrations  longitudi- 
nales. 

Notre  analyse,  ayant  démontré  que  les  seides  vibrations  longitudi- 
nales sensibles  qui  animeront  la  verge  seront  synchrones  avec  celles  de 
la  corde  ou  du  corps  quelconque  qui  donne  son  mouvement  à  l'extré- 
mité de  la  verge,  s'accorde  complètement  avec  les  expériences  de  M.  Sa- 
vart, comme  nous  l'avons  annoncé  dans  la  première  partie  de  ce  Mé- 
moire. 


'7- 
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SUR   LES   TRAJECTOIRES 

QUI    COUPENT    SOUS  UN    ANGLE   DONNE 

LES  TANGENTES  A  UNE  COURBE  A  DOUBLE  COURBURE; 

Par  h.  MOLEVS, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 


1.  Dans  un  Mémoire  qui  tait  partie  du  tome  II  des  Mémoires  des 
Savants  étrangers,  Lancret  s'est  occupé  des  courbes  formées  par  les 
intersections  successives  de  droites  qui  coupent  une  courbe  donnée 
quelconque  sous  un  angle  constant;  après  avoir  exposé  les  propriétés 
de  ces  courbes  qu'il  nomme  développoïdes,  il  cherche  leurs  équations, 
et  il  montre  que  pour  les  obtenir  sous  forme  finie,  il  faudrait  intégrer 
une  équation  différentielle  tlu  premier  ordre  à  deux  variables  qui,  gé- 
néralement, n'est  pas  intégrable  ou  ne  peut  pas  être  réduite  aux  qua- 
dratures. Ce  n'est  que  lorsque  les  tangentes  aux  développoïdes  coupent 
la  courbe  donnée  à  angle  droit,  auquel  cas  elles  en  sont  les  dévelop- 
pées, qu'il  est  parvenu  à  vaincre  cette  difficulté  (tome  F'  des  Mémoires 
cités).  Nous  nous  souuues  proposé  la  question  inverse  qui  consiste  à 
trouver  les  courbes  qui  auraient  pour  développoide  une  courbe  don- 
née quelconque,  et  nous  sommes  arrivé  à  voir  que  leur  détermina- 
tion dépend  d'une  équation  différentielle  du  premier  oriire  qu'on 
peut  toujours  intégrer.  Ces  courbes  s'appelleront  trajectoires  des  tan- 
gentes, ou  simplement  trajectoires,  et  il  est  clair,  en  effet,  que  le  pro- 
blème dont  il  s'agit  rentre  dans  le  problème  général  des  trajectoires 
qui  n'a  été  résolu  que  dans  un  petit  nombre  de  cas.  Lorsque  les  trajec- 
toires couperont  à  angle  droit  les  tangentes  à  la  courbe  donnée,  elles 
en  seront  les  développantes,  de  sorte  que  l'on  pourra  toujours  ob- 
tenir sous  forme  intégrable  les  équations  des  développantes  d'une 
courbe  quelconciue. 
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Considérons  donc  une  courbe  quelconque,  et.  pour  trouver  les  tra- 
jectoires de  ses  tangentes,  concevons  une  surface  déveloj)[jable  dont 
elle  serait  l'arête  de  rebroussenient;  il  est  clair  que  chaque  trajectoire 
sera  une  courbe  tracée  sur  la  surface  qui  aura  la  propriété  de  couper 
sous  un  angle  constant  ses  diverses  génératrices.  Soient  x ,  jr^  z  les 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe; 
elles  .satisferont  à  l'équation  delà  surface;  et,  si  l'on  considère  un  autre 
point  infiniment  voisin  sur  la  surface,  on  aura 

tlz  =  \)dx  -+-   ({dj . 

Ou  sait  qui'  pour  une  surface  développable  on  a 

.r^  —  r^  =  o, 

et  si  Ton  portait  la  valein-  de  /  en  fonction  de  s  et  /  dans  I  expression 
du  rayon  de  courbure  d'une  section  normale,  on  verrait  que  ce  rayon 
devient  infini  lorsqu'on  fait 

<h_  _  __  ^ . 

dx  t  ' 

de  sorte  que  cette  quantité  détermine  la  section  pnncipale  qui  se  con- 
fond avec  la  génératrice  passant  au  point  donné.  D'après  cria,  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  génératrice  infiiiiment  voisin  du  point 
(x,  ;-,  z)  seront 

X  -t-  dx ,    y dx ,     s  -t-  fdx  —  q     dx, 

et  l'on  auia  pour  les  équations  de  la  génératrice 

X'  -  x  =  — ^  (z'  -  z) ,    f  -  J= ~  (z'  -  z  • 

/>  — 7,  P  —  1- 

On  trouverait  de  même  pour  les  équations  de  la  tangente  à  la  trajec- 
toire au  point  (.r,  j-,  z), 

dj_ 

X'-X=~ —iz-Z^,      r-J= Ty'^^^^' 
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—  étant  une  quantité  inconnue  qui  détermine  la  projection  de  la  tan- 
gente sur  le  plan  des^,  ^.  Pour  déterminer  cette  quantité ,  on  expri- 
mera que  les  droites  dont  nous  venons  d'écrire  les  équations  font  entre 
elles  un  angle  constant  et  donné  w;  or,  si  l'on  forme  le  cosinus  de  l'angle 
des  deux  droites  et  qu'on  l'égale  à  cos  oj,  on  obtiendra 


y/s-  +  r--h  [pt—  qsy  y  i-i-/,'  -f-  2/>9  ^  -(-  (l  -f-  q'}  -^' 


De  là  on  déduirait,  après  diverses  réductions. 


s/.i'  +  /=  +  {pt~qsf  y/ ,  4-/,=  -(-  2/»r/  -2  _,.  (,  +  ç.>^^ 

et  en  divisant  ces  deux  expressions  l'une  par  l'autre. 


tans;  &j  ^ 


dr 

th-\-p^)—pr,s-^-^{pqt  —  s    1  +  7')] 


On  remarquera  que  par  chaque  point  de  la  surface  passent  deux  tra- 
jectoires qui  coupent  la  génératrice  suivant  deux  angles  dont  l'un  est 
égal  à  w  et  l'autre  à  son  supplément;  il  faudra  donc,  pour  obtenir  en 
même  temps  ces  deux  trajectoires,  affecter  du  double  signe  ±  l'expres- 
sion de  tang  w.  Si  nous  posons  pour  abréger 

±  tang  w  =  A" . 
quantité  connue  et  donnée ,  on  tireia  de  la  formule  précédente 


dx 


/.[pqt  —  sil-^q']]—  t\/l~hp'-hq' 


quantité  qui  détermine  la  direction  de  la  tangente  à  la  projection  de  la 
trajectoire  sur  le  plan  des  ce,  y.  Mais  il  faudra  substituer  aux  quantités 
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y9,  ry,  s,  t  leurs  valeurs  que  l'on  formera  à  l'aide  des  équations  de  la 
courbe  donnée  qui  est  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface. 

'i.   Soient 

a-  =  y  (z),      r  =  ^  (z) 

les  équations  de  cette  courbe;  celles  de  sa  tangente  au  point  pour  le- 
quel z  =  a  seront 

.r  —  <pa  ^  (z  —  a)  y'a,      r  —  tj;a  =:  (z  —  a)  (j('a , 

tl'où  l'on  déduira 

(•2  X  —  27.)  'Va  —  [j  —  '|a)(p'a  =  o; 

cette  tangente  est  une  génératrice  de  la  surface,  et  nous  pouvons  sup- 
poser que  c'est  celle  qui  passe  au  point  ix,  j,  z).  Si  l'on  éliminait  a 
entre  deux  de  ces  équations,  on  aurait  l'équation  du  lieu  des  tangentes 
ou  de  la  surface  développable  ;  cette  élimination  ne  pouvant  être  ici 
qu'indiquée,  on  regardera  a  et  z  comme  des  fonctions  dea:,j  données 
par  les  deux  premières  équations,  et ,  en  différentiant  chacune  de  ces 
équations  successivement  par  rapport  à  x  et  kj,  on  trouvera  les  ex- 
pressions coniuies 


P  —   -rr-r" — rr-TT^     7  =  — 


d'où  l'on  déduit,  en  les  différentiant  par  rapporta^, 

•}'a(\[/"ay"'a — ç"a\j/"'a)  rfa  -v'a  (-{«"o i»"'a  —  ij("ai}/'"a)  rfa 

{isj'aif'a.  —  \'a.i^"iif       dy  (ç'aij("a  —  i|/'aç"ot)'      Hy 

Substituant  dans  la  formule  (il  ces  expressions  Ae p,  <y,  .y,  /,  la  quantité 

'l'-t  ,1.     .    ,        ,,         ,    . 

-r-  .se  trouve  éliminée  et  I  on  obtient 
ity 


"^        /[^"a — -if' ayn/' a-if"  a. — i/'a.  ^"a)]  -f-ip'a  \J[<^"aY  -f-fi}»''»)' -(-(?' a-y'a  —  ■Sf'a.^"a'y 

Enfin,  si  dans  cette  expression  on  mettait  pour  a  sa  valeur  en  fonction 
de  .r,  j  donnée  par  l'équation  (a) ,  on  aurait  une  équation  entre  x,  / 

et  y,  qui  serait  l'équation  différentielle  de  la  projection  delà  trajec- 
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toire  sur  le  plan  des  oc,  y.  Je  dis  qu'on  pourra  toujours  intégrer  cette 
équation  différentielle  du  premier  ordre. 

5.   En  effet,  l'équation (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

,. ,  -l'a.  -J/jto'a  —  oa-i'a 

{l\>  J—   —  X  +  ^^ _i_î__  _ 

•^  0  a  c'a 

et,  d'un  autre  côté,  l'équation  [3   donnerait  a  en  fonction  de  — ;  de 

dx 

sorte  que  si,  dans  l'équation  précédente,  on  considère  a  comme  ime 

dr 

fonction  connue  de  j^,  cette  équation  sera  de  la  forme 
y  =  P:c  -+-  Q, 

dr 
P  et  Q  étant  des  fonctions  de  j-.  Or  on  sait  toujours  intégrer  ces  sortes 

d'équations.  Pour  cela,  je  différentie l'équation  (4),  ce  qui  me  donne 

(dr  ■ii'a.\      1  o'a\!/"a  —  -J/'ao"».   ,  ,     , 

dr 

et  je  mets  pour  —  sa  valeur  fournie  par  l'équation   3;  ;  je  trouve,  toutes 
réductions  faites , 


En  désignant  le  multiplicateur  de  (x  —  cpa)  dy.  par  -a ,  il  viendra  pour 
l'intégrale  de  cette  équation 

X  =  el--xd.y.  \^  _  y^ç;a.na.e--'^="^''<<Ya], 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Il  ne  resterait  plus  qu'à  éliminer  a 
entre  cette  équation  et  l'équation  (2),  et  l'on  aurait  l'équation  de  la 
projection  sur  le  plan  des  x,y  de  chacune  des  trajectoires  qui  coupent 
les  tansentes  à  la  courbe  donnée  sous  un  angle  égal  à  y;  ces  trajec- 
toires en  nombre  infini  répondent  au  nombre  infini  de  valeurs  que  l'on 
peut  attribuer  à  la  constante  C.  Pour  achever  de  déterminer  ces  tra- 
jectoires, il  faudra  joindre  à  l'équation  précédente  celle  de  la  surface 
développable  qui  les  contient  toutes. 
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Si  l'on  voulait  avoir  les  trajectoires  orthogonales,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  les  développantes  de  la  courbe  donnée,  on  ferait  A  =:  ce 
dans  la  formnle  (5;,  après  avoir  toutefois  divisé  par  A-  les  deux  termes 
«le  la  fraction  qui  est  au  second  membre,  et  cette  formule  deviendrait 

ç'a[H-(<p'a)'-f-(fa)']  ^ 

4.  Si  la  courbe  donnée  était  plane  et  rapportée  aux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oz  situés  dans  son  plan ,  son  équation  serait  jt  =  <p  (z)  et  la 
quantité  j"  serait  constamment  nulle,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
fonction  tj>(z)  cesserait  d'exister.  En  la  supprimant  ainsi  que  ses  déri- 
vées dans  la  formule  (5),  on  trouvera 

ftjc  =  ,-■ T-^-f,!*.-  (^  —  ®«)  ^'>'-  • 

équation  qu'on  pourrait  aussi  obtenir  directement.  Si  l'on  remarque 
que  l'on  a 

on  trouvera  pour  l'intégrale  de  l'équation  précédente, 

v'H-(<p'a)'  L  f'  J  (,y'a)'v'l-|-(fa)'        J 

C  étant  une  constante  arbitraire.  A  cette  équation  il  faudra  joindre 
celle  de  la  tangente  à  la  courbe  donnée  au  point  pour  lequel  z  :=  a. 

X  —  (fv.  =:  [z  —  a)  Ç/'k, 

et  éliminer  a  entre  ces  équations. 

Dans  le  cas  où  la  trajectoire  serait  orthogonale,  il  faudrait  faire  A=:  oo, 
et  l'on  aurait 

.r=-^=£^=rC-    ( ^fl dcA, 

Tome  VIII.  —  Avril  i843.  ,  g 
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on  bien ,  en  observant  que  l'on  a 


=  ça  +        ^'"^       [c  -    rv7+(?'a?  da] , 


on  obtiendra 


et  par  suite 

z  —   V.  -h    ---' C  —    I  VI  +  (?'a)^  fia  \. 

v/n-(<f'a)=  L  J  ^^    '        J 

Si  l'on  appliquait  cette  dernière  formule  au  cas  où  la  courbe  iloiuiée 

_3 

serait  une  parabole  cubique  x  ^=  pz^,  et  qu'on  fit  la  constante  C  nulle, 
on  trouverait 


(i  +|/a), 
et  l'élimination  de  a  entre  cette  équation  et  celle  de  la  tangente  . 


2']p' 


3  3         X 

X  —  py.-  =  -  pa  -  (z  —  a), 
conduirait  à  l'équation  d'une  parabole  ordinaire, 

8                                        8 
En  changeant  z  en  z' -,  et  posant  //  = ■;,  les  équations  de  la 

parabole  cubique  et  de  sa  développante  deviendraient 

.r^    := ;  iz' —  P'Y,        X^  =  2p'z' 

l'JP    ^  I     '  ^ 

5.  Les  formules  générales  obtenues  pour  le  cas  où  la  courbe  donnée 
est  à  double  courbure  devraient  être  modifiées  s'il  s'agissait  de  trou- 
ver sur  une  surface  conique  une  courbe  qui  coupât  ses  génératrices 
sous  un  angle  constant.  En  effet,  dans  ce  cas,  l'arête  de  rebroussement 
de  la  surface  est  un  point ,  et  si  a,  b,  c  sont  les  coordonnées  de  ce  point , 
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les  équations  d'une  génératrice  quelconque  seront  tle  la  forme 

x  —  «  =  a  (z  —  c),    j  —  h  ^  iz  —  c\ffoi., 

a  étant  une  quantité  variable  pour  chaque  génératrice ,  et  9a  une  fonc- 
tion de  a  qui  sera  déterminée  pour  cfiaqiie  surface  conique.  Conune 
l'élimination  de  a  entre  ces  deux  équations  donnerait  l'équation  de  la 
surface,  si  on  les  différentie  successivement  par  rapport  à  x  et  à  ^  en 
regardant  a  et  z  comme  des  fonctions  de  ces  deux  coordonnées,  on 
trouvera 

par  suite 

(pap"a         dot,  .  anf'  a         da 


{ a(j)'  a  —  ça)'  dy  '  (a!j)'  a  —  ça)'  dy 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  formule  (i)  donnerait 


d)'  /■  [ç'a+a  (ao'a  —  <pa)]  +  tpa  \/ 1  -f-  (y' a'j'  •+-  (aç'a  —  ça)' 

"•^  X'  [i  —  (pa(aç'a  —  ça)]-Hayi  +(ç'a)'  -|-(ao'a  —  <pa)' 

On  a  d'ailleurs 

(x  —  fl)ffia  =  a(^  —  é),     d'où     j-  =  ^  (x  —  a)  +  5. 

dr 

On  difïérentiera  cette  dernière  équation ,  puis  on  mettra  pour  —,  l'ex- 
pression précédente ,  et  l'on  trouvera 


'Ix      /[l  —  <fa(aç'a — ça)] -f- a  V  I-i- fo'a)'-1-(açi' a — ça)'     , 

■V — a  /a  [  I  -(-  a'  -f-  (ça)-]  ' 

équation  dans  laquelle  les  variables  se  trouvent  séparées  et  qui  s'inté- 
grera immédiatement.  Entre  cette  intégrale  et  l'équation 

oa   ,  >  , 

J  =  ^  ^./-  -  a)  +  b, 

on  éliminera  a  et  l'on  aura  l'équation  de  la  projection  de  chaque  tra- 
jectoire sur  le  pian  des  .r,   y. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  surface  donnée  soit  un  cône  droit 

18.. 
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et  circulaire  dont  le  sommet  soit  à  l'origine  des  coordonnées  et  dont 
l'axe  soit  pris  pour  axe  des  z;  l'équation  de  cette  surface  serait 

m'z^  z=:  jc^  -\-  y^, 

m  étant  une  constante,  et  les  équations  d'une  génératrice  seraient 

X  =  az-,     j  =  sjin-  —  a?.z. 

On  trouverait  poiu*  l'équation  de  la  projection  de  chaque  rrajectoire 
sur  le  plan  des  x,  j, 


l.i\\x-  -I-  r'  =:  — =^1;:^=  arcsin  —  > 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  veut  que  la  trajectoire  soit  oi- 
thogonale,  on  fera 

A'  =  ex , 
ce  qui  donnera 

X-  -\-    r-  =  — , 

^  c- 

équation  d'un  cercle,  comme  on  devait  s'y  attendre. 

6.  Nous  allons  enfin  appliquer  les  formules  générales  des  n"*  2  et  5 
au  cas  où  la  courbe  donnée  serait  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre 
circulaire  droit ,  et  où  par  conséquent  la  stirface  lieu  de  ses  tangentes 
serait  unehéliçoïde  développable.  Si  l'on  prend  pour  axe  des  z  l'axe 
du  cylindre,  et  pour  axes  des  x  et  des  y  deux  axes  rectangulaires  si- 
tués dans  le  plan  de  la  base,  les  équations  de  l'hélice  seront 

JT  =  R  cos  r^ ,      r  =  R  sin  ^ , 

R  étant  le  rayon  du  cylindre  et  a  la  cotangente   de   l'angle  constant 
que  fait  chaque  tangente  à  l'hélice  avec  la  direction  des  génératrices. 

On  voit  donc ,  en  posant  z  =  a,  que  les  fonctions  que  nous  avons 
désignées  par  9a,  <i^(/.  seront  ici 

ca  =  R  cos  ïT- ,      ti/K  =  R  sin  ^-) 


\ 
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et  l'on  trouvera,  après  de  nombreuses  réductions,  que  l'équation  (5) 
devient 

(6)  d.x  zzr   (^  col  ^   i  '      _)  (x  -  R  cos  ^)  ch.. 

Intégrant,  il  vient 

=  sinf  e^«VTTTp[c_-  '    /  T  "'" v^^  (cof-' f  +    ^^^cot^^WJ. 
3Iais  on  trouve 

/ 


^     R«iv/,+«=  cot2  JL  ,/a  =  Ra.e     R-^v/^^^  \k  ^i  +  a»  -  cot  —1 

R"  L  RaJ 

kyjx  +  a'^  R« 

de  sorte  qu'en  substituant,  les  deux  intégrales  qui  resteront  dans  l'ex- 
pression de  X  se  détruiront,  et  l'on  obtiendra  enfin 

(7)  x=  CsiniL.'W^  -R  [Av-rï--a^sin£^  -  cos^J, 

équation  à  laquelle  on  joindra  celle  de  la  tangente  à  l'hélice  au  point 
pour  lequel  z  =  a, 

(8)  r  sin  -^  -(-  X  cos  -^  =  R. 

^    '  ^  Ra  R/7 

L'élimuialion  de  a  entre  ces  deux  équations  donnera  l'équation  de  la 
projection  de  chacune  des  trajectoires  sur  le  plan  des  x,  y;  de  la  der- 
nière on  déduirait  d'ailleurs  sans  difficulté  la  valeur  de  a. 

Considérons  la  trajectoire  qui  répond  à  C  =0;  les  équations  (7  i  et  (8 
donneront 

•^^^Hs^-^vTTa^sin^), 
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et,  en  élevant  celles-ci  au  carré  et  ajoutant  les  résultats 

x^  +  j^  =  R=  [  I  -h  A-^  (i  -+-  a')\. 

D'où  il  suit  que  la  trajectoire  est  l'intersection  de  i'héliçoide  avec  un 
cylindre  circulaire  droit  de  même  axe  que  le  premier  et  d'un  rayon 
é£;al  à 


Rv/i  +  A-'(i  +  «*); 
si  l'on  se  donnait  ce  rayon,  que  j'appelle  R',  on  en  conclurait 

En  outre,  l'équation  de  I'héliçoide  étant 


(9^  ^^^"  (r^ ^  ^ — )  +  ^'°ns^ ^  — s — )  =  ï^' 

si  l'on  remplace  x^  -^  j"^  par  sa  valeur,  elle  deviendra 

j  sin  [^ — h  A-  V  1  +  «M  +  X  cos  {- — h  A:  y  i  -»-«')  =  R, 

et  en  différentiant  cette  équation,  et  observant  que  l'on  a  | 

xdx  -+-  jdy  =  o , 
on  trouvera 

dx  =  —  ~-  dz,     dr  ^  —-  dz. 
R«  •^         Rfl 

Donc,  en  désignant  par  s  l'arc  de  la  trajectoire  compté  à  partir  d'un  fl 

point  quelconque,  on  aura  H 

ds  =  dz  \/  1  H :Vi-+-  ^^-       fl'oi'      -r  =  — .  , 

V  fl'  '  eis  /  ,       , 

quantité  constante,  ce  qui  montre  que  la  trajectoire  est  telle  que  ses 
tangentes  font  un  angle  constant  avec  les  génératrices  du  cylindre  qui 
la  contient,  ou  ,  en  d'autres  termes,  qu'elle  est  une  hélice  ;  on  s'assure- 
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rait  aisément  que  cette  hélice  a  même  pas  que  l'hélice  donuée.  Les 
autres  trajectoires  qui  répondent  à  la  même  valeur  de  k,  mais  à  des 
valeurs  quelconques  de  C,  sont  aussi  des  hélices,  puisque  leurs  tan- 
gentes sont  respectivement  parallèles  à  celles  de  la  première  trajectoire 
et  qu'elles  font,  par  conséquent,  un  angle  constant  avec  la  direction  des 
génératrices  du  cylindre  ;  mais  les  cylindres  sur  lesquels  sont  situées  les 
nouvelles  trajectoires  ne  sont  plus  à  base  circulaire. 

Ces  résultats  ne  sont  pas  applicables  au  cas  où  k  est  uitini.  c'est-à- 
dire  lorsque  les  trajectoires  deviennent  des  développantes  de  l'héHce  ou 
les  lignes  de  courbure  de  l'héliçoide,  car  la  forme  de  l'intégrale  qui 
donner  en  fonction  de  7.  n'est  plus  la  même  qu'auparavant.  En  effet, 
la  formule  (6   devient 


et  en  intégrant 


<^f^  =  é-  t:ot  ^[x  ~  Rcos^)  r/a, 


=  sin  ^  (  C  -I-  R  cot  ç^  -I-  -  \ 
R«  \  Ra         a) 


X  -  Rcos^  =  sin^fc-^  -V 

Ra  Ra  \  a) 

Il  faut  éliminer  a  entre  cette  équation  et  l'équation 

r  sin  ^  -^-  X  cos  -^  z=  R  ■ 
^  Rn  Ra  ' 


or  celle-ci  donnerait 


X  —  R  cos  —  =  vx»  4-  r*  —  R*  sin  —, 
Ra  *  -^  Ra 

valeur  (jui,  substituée  dans  la  première,  donne 


rj.  =  a  {yjx"  -t-  j2  -  R2  _  C). 
Enfin,  portant  cette  valeur  de  a  dans  la  seconde,  ou  aura 
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ce  qui  est  l'équation  de  la  projection  de  chacune  des  lignes  de  cour- 
bure de  l'héliçoïde  sur  le  plan  des  x,  j;  en  la  joignant  à  celle  de  Ihé- 
liçoïde(9),  o"  aura  les  deux  équations  qui  déterminent  chaque  ligne 
de  courbure.  Or,  si  l'on  compare  ces  ileux  équations,  on  verra,  parleur 
composition  analogue,  que  les  valeurs  des  sinus  et  des  cosinus  qui  y 
sont  renfermés  doivent  être  les  mêmes;  par  suite,  les  arcs  eux-mêmes 
doivent  être  égaux.  Donc  on  aura,  pour  tous  les  points  d'une  même 
trajectoire  orthogonale , 

1  =  -^^' 

ou  simplement 

z  =  une  constante, 

ce  qui  est  l'équation  d'un  plan  parallèle  au  plan  des  x ,  j.  Ainsi  les 
trajectoires  orthogonales  des  tangentes  à  l'hélice  sont  les  sections  faites 
sur  l'héliçoïde  développable  par  des  plans  parallèles  au  plan  de  la  base 
du  cylindre.  Si  l'on  faisait  C  =  o,  la  trajectoire  serait  la  trace  de  l'hé- 
liçoïde sur  le  plan  des  oc,  j,  ou  bien  la  développante  du  cercle  qui  sert 
de  base  au  cylindre. 
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NOTE 

SUR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE, 

Présentée  à  l'Académie  des  Sciences  le  2^  avril  i843, 

Pau  m.   Alfred   SERRET, 

Ajiciea  ÉIêTe  de  l'École  Polytechnique. 


I.   Legeiiclre,  dans  son   Traite  des  Joncliofis  eltiptiques .   tome  l*'. 
chap.  VII,  page  35,  a  démontré  que  les  fonctions  de  la  première  espèce  , 

lorsque  l'angle  du  module  est  y,  sont  exactement  représentées  par  les 

arcs  de  la  lemniscate  (lieu  géométrique  des  projections  orthogonales 
du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  sur  ses  tangentes  . 

La  lemniscate  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  courbe  connue  sous 
le  nom  d'ellipse  de  Cassini,  et  dont  la  définition  géométrique  est  que 
le  produit  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  à  deux  points  fixes  est 
constant.  Le  but  de  cette  Note  est  de  prouver  que  les  fonctions  ellip 
tiques  de  la  première  espèce  sont  exactement  représentées,  qnel  que 
soit  l'angle  de  leur  module,  par  les  arcs  de  l'ellipse  de  Cassini. 

L'équation  de  cette  courbe  est  en  coordonnées  polaires 

[a)  r*  —  2a*  r'  cos  2/  -1-  a*  —  h*)  =  o, 

xa  étant  la  distance  des  deux  points  fixes,  et  h^  le  produit  constant  des 
distances  d'un  point  de  la  courbe  à  ces  deux  points. 

Elle  affecte  trois  formes  tout  à  fait  différentes,  suivant  que  le  rapport 

-  est  inférieur  égal  ou  supérieur  a  l'unité;  dans  le  cas  de  -  =   1 ,  elle 

coïncide  avec  la  lemniscate  étudiée  par  Legendre. 

2.   Si  -  <  I,  on  posera—  =  sin  0.O:  dans  ce  cas  la  tourbe  est  formée 
Tome  VIII.  —  AvniL  1843.  lO 
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de  deux  boucles  fermées  égales  entre  elles,  et  l'angle  7.9  est  précisé- 
ment celui  que  forment  les  tangentes  issues  du  centre. 

Les  rayons  vecteurs  correspondants  aux  azimuts  t^  et  t,  détermi- 
neront sur  la  courbe  deux  arcs  que  je  représenterai  par  .y(ïo,^)  et 
17  [toi  ^1)  »  o"  simplement  par  s  [t^)  et  a  {t,) ,  si  t(,  =  o. 

D'après  cela ,  on  aura 

,  b-      I      '    \  COS  2f  +  ^COS=  2f  —  COS^  2.0      , 

^{io.  ti)  =  -  /     ,    ,  —  ^'^ 

J    'r,  \/C0S-2.t  COS'29 


J    'i  \lcOS^7.t —  COS'29 


d'où  l'on  déduit 

±b'   /". 


ycos2r —  COS2O 
i  b'     r',  dt 


±  b^  r 

(1)  s{to,t,)  -h   <T{to,t,)  —  1^-  -  J  ^ 

(2)  s^to,tt)  —  a{to,t,)  =  -i'-  ~   / _ 

"    J    't      \/ COS  2t -h  COS  29 

Si  dans  l'équation  (il  on  pose 

(3)  sin  «  =  sin  3  sinç», 
et  dans  l'équation  (2) 

(4)  sin  t  =  ces  Ô  sin  f\t , 
on  aura 


,»-.  /  .  /  .        .  \  b'     f  ?t  lia 

"■  J  fo   yi  —  sin 

(6)  .s(«o,f,)-  cr(«o,«4)=  ^/^^'^ 


9  sin^  ç 


cos^Ssin'iji 

les  angles  Ço>  to»  ^oî  Ço  In  ^1  étant  liés  par  les  relations  générales  (3) 
et  (4). 

Si  l'on  fait  ^o  =  o,  on  aura  aussi  Ço  =  0?  |o  =  Oi  «t  l^s  équations  pré- 
cédentes deviendront 

(7)  Ffsin5,9)=J[5(0  +  <7(0], 

(8)  Ffcos0,,];)=|;[j(O-  <7(*)]. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ,4^ 

T.es  modules  de  ces  deux  fonctions  sont  coinplénienfaires,  et  ont 
pour  valeurs 

sin  Ô  =  ^  V  ' 
cos  5  = 

Il  résulte  de  laque  toute  fonction  elliptique  de  première  espèce  est, 
quel  que  soit  son  module,  exprimable  au  moyen  de  la  somme  ou  de  la 
différence  de  deux  arcs  de  l'ellipse  de  Cassini,  de  l'espèce  que  nous 
venons  de  considérer.  Réciproquement,  tout  arc  de  cette  courbe  est 
exprimable  au  moyen  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  fonc- 
tions elliptiques,  dont  les  modules  sont  complémentaires.  ■■"   1      • 

Si  dans  l'équation  (7;  on  pose  t  =^  0 ,  d'où  ç/  r=r  -,  et  qu'on  tiésigne 
par  i^  la  longueur  totale  de  la  courbe,  on  aura 

ce  qui  montre  que  la  fonction  complète  est  exprimable  au  mo\en  du 
périmètre  total  de  la  courbe. 

Ce  qui  précède  s'applique  évidemment  au  cas  de-  =;   i,    puisqu'il 

suffit  de  poser  5  =  -^  ;  dans  ce  cas  les  deux  boucles  dont  se  coa^pose 
la  courbe  se  réunissent,  et  les  arcs  représentés  par  c  {t(,,  t()  se  rédui- 
sent à  o. 

.">.   Si  -  >  I  ,  on  posera  t^  =  sin  iS;  la  courbe  est  alors  composée 

d'une  setde  brancbe,  et  sa  forme  se  rapprocfie,  dans  certains  cas,  de 
celle  de  l'ellipse.  Je  désignerai  par  s(to,tf)  l'arc  déterminé  par  les 
rayons  vecteurs  correspondants  aux  azimuts  /<,,  /,,  et  par  (r(t„,^,T 
celui  que  déterminent  les  rayons  vecteurs  perpendiculaires  aux  deux 
premiers.  D'après  cela,  on  aura 


,,      ,  ,  *'    1    '  Vcosar-i- v'cos'  21  -h  cota'  26     . 

•f(<o,<.)  =  -  /     - — ,    ;  ^-^      ^f 

J  i„  ycos   2f  -+■  cotg-  29 

h"      (    '    \l COS  1t -\-  \l cos'  T.t   -f-    cotg'  20      , 

^(ioi^i-  —    ~    /       ,  ,    .  ,- (it; 

"  Ji  vcos'2/'  -(-  cotg' 26 


'9- 
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et  par  suite,  en  supposant  to  et  t^  compris  entre  o  et  7, 


,  /,     ,  N  ,,     ,  N         ±  b-     (   '  V —  cote 29  -T-  v''cos-  21  -+-  cote'  25 

"  J i^  ycos'2f  +  cotg-2e 

Posons  dans  l'équation  (9 


I  —  2sin'9sin- 


(11)  vcos^  2*  +   cotera?   = 

^      •  '  "  sin  9.9 

et  dans  l'équation  (10) 


(12)  \cos*  it  +  cotg*  iB  = 


I — 2  cos'6  sin' -i 


(i3;  s\to,t,)  +  aUo,t,)=  b   f''  .^^     =^, 

J  Po    v'  —  sin'Ssm'y 

,     Tf,  d'il 

J  T'a   VI  —  cos'ôsin'4' 

les  angles  Ço»  ^05  ^0?  Ço  4'"  ^t  étant  liés  par  les  relations  générales  (11) 
et  fi2\  lesquelles  proviennent  de  l'élimination  de  o'  et  <Y  entre 

sin  2-i' 

sin  2i  — 


sin  29      f  1  sm  28 

sin  o'      i 


sin  9 


Si  ^0  =  O,  on  a  aussi  Ço  =  o?  'l'o  =  o,  et  les  équations  (i3   et  ^i4;  de- 
viennent 

(i5)  F{sin6,cf)  =  ^[s{t)-h  <7{t)]. 

(16)  F(cose,4.,  =  i[5(f)-<7(0]- 

Les  modules  de  ces  fonctions  sont  encore  complémentaires  et  ont  pour 
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valeurs 

siug  =  ^  y/i  +  g-^y/i-g, 

,  I       /  a-  I    ,  /  a- 

Si  l'on  fait  ^  =  t,  on  a  çj  =  ^,  et  l'équation  (i5)  donne,  en  désignant 
par  s  le  périmètre  total  de  la  courbe  , 

F(sin5)  =  ^^. 

On  voit  que  cette  seconde  espèce  de  courbe  conduit  aux  mêmes  con- 
séquences analytiques  que  la  première. 

i.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  parmi  les  courbes  représentées 
généralement  par  l'équation  (rz),  il  en  existe  deux,  d'espèces  différentes, 
dont  les  arcs  représentent  exactement  telle  fonction  elliptique  fie  pre- 
mière espèce  que  l'on  voudra. 

L'ellipse  de  Cassini  jouit  dune  propriété  assez  importante  au  point 
de  vue  géométrique.  Si  un  cercle  de  rayon  —  tourne  autonr  d'un  axe 
distant  de  son  centre  de  la  quantité  rt,  il  engendrera  la  surface  du  qua- 
trième ordre  ,  connue  sous  le  nom  de  tore;  et  si  l'on  coupe  cette  surface 
par  un  plan  parallèle  à  l'axe  et  distant  de  cet  axe  de  la  quantité  — ,  la 
section  coïncidera  avec  la  courbe  que  représente  l'équation  [a). 

C'est  à  tort  que  M.  Auguste  Comte  avance,  dans  son  Traité  de 
géométrie  analytique ,  page  7.1,  qu'un  plan  qui  contiendrait  d'abord 
l'axe  d'un  tore,  et  qui  ensuite  s'en  éloignerait  en  restant  toujours  paral- 
lèle à  lui-même,  déterminerait  successivement  sur  cette  surface  toutes 
les  courbes  que  peut  représenter  l'équation  (a)  ;  il  est  aisé  de  voir,  au 
contraire,  que  les  sections  du  tore  ne  coïncident  avec  l'ellipse  de  Cas- 
sini que  lorsque  la  distance  du  plan  sécant  à  l'axe  est  précisément 
égale  au  rayon  du  cercle  générateur  du  tore. 

5.  J'énoncerai  encore  une  propriété  remarquable  de  ces  courbes 
qui  ne  semblent  pas  avoir  été  très-bien  étudiées  jusqu'ici. 

La  valeur  du  rayon  de  courbure  s'obtient  très-simplement.  On  trouve 
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Il  devient  infini  aux  points  où  lu  courbe  [à]  rencontre  la  lemniscate 

(Z»)  r"^  -f-  a^  COS2/  =  o. 

Les  solutions  communes  aux  équations  (a)  et  (h)  font  connaître  les 
coordonnées  des  points  d'inflexion  de  la  courbe  (a),  qui  sont 


')' — a'  /b' — a' 

-3-,     et     cos  2i  =  -  y/-3^. 


d'où  l'on  conclut  aisément  que  la  courbe  [a)  aura  quatre  points  d'in- 
flexion lorsque  le  rapport  -  sera  compris  entre  1  et  ya- 

Il  suit  delà  que  si  a  demeure  constant  et  que  le  rapport  -  varie  de 

1  à  \i,  l'équation  [a)  représentera  une  série  de  courbes  de  même  es- 
pèce ayant  chacune  quatre  points  d'inflexion  dont  le  lieu  géométrique 
sera  précisément  la  lemniscate  représentée  par  l'équation  (b). 

Il  existe  une  propriété  analogue  lorsque  -  est  compris  entre  o  et  1  ; 

il   est  facile  de  voir  en  effet  que  si,  a  restant  constant,  -  varie  de  o  à 

:,  l'équation  (a\  représentera  une  série  de  courbes  de  même  espèce, 
composées  chacune  de  deux  boucles  fermées.  Cela  posé,  si  l'on  con- 
struit pour  chacune  de  ces  courbes  les  tangentes  qin  passent  par  leur 
centre  commun,  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  ne  sera 
autre  que  la  lemniscate, 

(c)  /'-  —  a^  cos  -it  =  o. 

Les  deux  lemniscates  [b)  et  (c  sont  égales,  elles  ont  même  centre,  et 
leurs  axes  se  coupent  à  angles  droits. 

(>.  On  sait  que  lorsque  l'angle  du  module  est-,  la  fonction  complète 

4 

de  première  espèce  est  exprimable  au  moyen  des  transcendantes  eulé- 
riennesE  (M  et  F  (7  )  ?  d'où  il  résulte  que  F  (j  j  peut  aisément  s'ex- 
primer au  moyen  du  périmètre  de  la  lemniscate.  J'ai  d'ailleurs  montré, 
tome  VII  de  ce  Journal,  page  i  ii\,  que  les  transcendantes  eulériennes 
de  seconde  espèce  peuvent  être  simplement  exprimées  dans  bien  des  cas 


1 
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au  moyen  des  périmètres  des  courbes  représentées  généralement  par 

l'équation 

r    =  ^ — —  C09,  int, 
1 

lesquelles  comprennent ,  comme  cas   particuliers,   le  cercle  et  la  leiu- 

niscate. 

La  courbe  représentée  par  l'équation  précédente  jouit  d'une  pro- 
priété remarquable;  elle  consiste  en  ce  que  le  produit  des  distances 
d'un  de  ses  points  à  m  points  fixes  est  constant. 

Considérons  un  polygone  régulier  de  m  côtés  et  de  rayon  a,  les  carrés 
des  distances  d'un  point  quelconque  du  plan  aux  sommets  de  ce  polygone 
seront 

2«rcos  t  +  a}. 


</n 


/■■  —  lar  cos    t 


('-ï 

[t  -  ^^^^]  +  a^ 
Or  on  a 
,.2"'  _  aa'"  r'"  cosmt  -+-  a""  =  (/•'"  —  a"'e""'^^)  {r'"  -  a'"  e^""''^)-, 

r^  —  iarco%(t \ -\- a^  =^\r  —  ne^  '         \\v  —  ae     ^ 

D'ailleurs,  k  étant  entier,  chacun  des  facteurs  du  second  membre  de 
la  première  de  ces  iilentités  est  divisible  par  le  facteur  correspondant 
de  la  seconde,  d'où  il  résulte  qne 

est  divisible  par  chacune  des  expressions  (rf),  et  par  suite .  est  [irécisé- 
ment  égal  au  produit  de  ces  quantités. 
On  voit,  enfin,  que  l'équation 

(e)  r^'"  —  lo!"-  r"'  cos  int  -+-  a""  =  h^'" 

représente  le  lieu  géométrique  du  point  dont  le  produit  des  distances 
aux  sonnnets  du  polygone  est  constant  et  égal  à  //".  Elle  se  simplifie  si 
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6  =r  rt,  et  l'on  trouve,  dans  ce  cas,  <v 

/•'"  —  la"' co^mt  =  o, 
ainsi  qu'on  l'avait  annoncé. 

I.a  discussion  de  l'équation  e)  conduit  aux  mêmes  conséquences  que 
celle  de  l'équation  ia). 

Si  -  est  compris  entre  o  et  i,  la  courbe  qu'elle  représente  se  com- 
pose de  m  boucles  fermées  ayant  pour  axes  les  rayons  du  polygone  ré- 
gulier dont  les  sommets  sont  les  m  points  fixes  donnés.  Ces  m  boucles 
sont  tangentes  à  deux  circonférences  concentriques  ayant  pour  équa- 
tions 

r'"  =  fl'"  -4-  /)'".   ^  et       /■'"  =  a'"  —  h'". 

Cette  seconde  circonférence  se  réduit  à  son  centre  si  -  :=   i,  et  dans 

a 

ce  cas  les  m  boucles  de  la  courbe  se  réunissent  en  ce  point. 

Enfin ,  si  -  est  compris  entre  i  et  oc ,  la  courbe  se  compose  d'une 

seule  branche  fermée. 

On  trouve  simplement  pour  valeur  du  rayon  de  courbure 


[III  —  i)a"'cos  int 

Il  devient  infini  pour  les  points  situés  sur  la  courbe  ayant  pour  équa- 
tion 

'  f)  r"  +  {in  —  i)  rt'"  cos  mt  =  o. 

On  en  conclut  aisément  que  la  courbe  considérée  aura  nm  points 

d'inflexion  lorsque- sera  compris  entre  i  et  y  m,  et  que  -  variant  entre 
ces  limites,  la  courbe  représentée  par  l'équation  {f\  sera  précisément 
le  lieu  géométrique  décrit  par  ces  points  d'inflexion. 

7.  Les  courbes  représentées  par  l'équation  («)  et  qui  peuvent  affec- 
ter trois  formes  distinctes  suivant  que  le  rapport  -  est  supérieur  égal 
ou  inférieur  à  l'unité,  offrent,  sous  ce  point  de  vue,  quelque  analogie 
avec  les  sections  du  cône;  cette  analogie  devient  plus  frappante  si  l'on 
compare  les  aires  de  ces  trois  courbes  aux  arcs  des  trois  sections  co- 
niques. 
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Considérons  d'abord  le  cas  de  ^  >  i  ,  et  désignons  par  u  [t^.  t^), 

V  \tç,t^i  les  aires  comprises  entre  les  arcs  s  (to,  t,  j,  c  [t^,  ^)  et  les  rayons 
vecteurs  qui  passent  par  leurs  extrémités.  On  trouve  immédiatement 

«(/„,  t,)  =  a"  j  '^  '-^dtUosit  +  y/^  —  sin^a/V 

u  (^05  <.j  —  «*    /    '  ^^dt  icoiit  —  \J~  —  sin^  2;!] 

On  en  déduit,  en  désignant  par  A(^o)  ^)  l'aire  comprise  entre  les  deux 
arcs5'(/o,  i,),  o-(/o,  ^i)'  «"t  '^^  deux  rayons  vecteurs  qui  passent  par 
leurs  extrémités, 


A  {t„ ,  t,)  =  a"    r ''  dt  y/^  -  sin=  it; 
et  si  l'on  pose 


sm  2<  =  —  sin  ffl, 


ou  trouve  aisément 

A( 


Si  l'on  tait  maintenant  t^  =  o.  on  aura  aussi  Ço  =  o,  et  cette  équation 
deviendra 

M')  =  ?E(^,,)-(^').(^;,,). 

Ce  qui  montre  que  l'aire  A(^)  est  de  même  qu'un  arc  d'hyberbole  ex- 
primable au  moyen  de  deux  fonctions  elliptiques  de  même  module  et 
de  même  amplitude,  l'une  de  première,  et  l'autre  de  seconde  espèce. 
Si  dans  l'équation  précédente  on  iait 

sm  a/  =   —,     d  ou     a  ^^  -■> 

puisqu'on  désigne  par  A  l'aire  totale  des  deux  boucles  de  la  courbe,  on 
aura 

Si  Y  =  I  ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  lemniscate,  les  deux  équations  précé- 


b 

Tome  Vlll.  —  Avr<ii   ib^lJ 
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dentés  deviennent 

A  (<)  = ,     A  =  aa*. 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  l'aire  d'une  portion  de  la  courbe  peut  être 
obtenue  sous  forme  finie  de  même  qu'un  arc  de  parabole. 

8.  Considérons  enfin  le  cas  de  -  <  i .  et  désignons,  comme  tout  à 

à  D 

rheure,  par  u{ta,  t^)  et  u(/o?  t^)  les  aires  comprises  entre  les  arcs  que 
nous  avons  appelés  j(io5  t^)■>  ^  {toi  ^i),  et  les  rayons  vecteurs  qui  passent 
par  leurs  extrémités,  on  aura 


d'où 


M  (<Q,  ^,)  =    /    '~dti      (t^Cos  2i  +  A-y/ I  —  ^  sin*  2<  j, 
u  (to,  t,)  =    I     -(k(—  n^  cos  2^  +  i°  y  I  —  ^  sin-  2«  j , 


u{t„,tt)  -+-v{to,t,)  —  h-  f  ''Hf\/i  —  ^sin^'a/, 
et  en  faisant  ^^  ^  o  , 

u{t)  +  v(t)  =  ^J^E(^f^,'-t). 
Quant  à  la  différence  de  ces  deux  aires ,  elle  est  évidemment  algébrique. 
Si  l'on  fait  t  =  ^,  on  en  déduit,  en  désignant  par  A  l'aire  totale  de 
la  courbe , 

A  =  2^-  E 


ce  qui  montre  que  l'aire  d'une  portion  de  cette  courbe  est,  de  même 
qu'un  arc  d'ellipse,  exprimable  au  moyen  d'une  foncfion  elliptique  de 
seconde  espèce. 

Ce  rapprochement  pourrait  légitimer  les  dénominations  de  lemiiis- 
cate  hyperbolique,  parabolique    ou  elliptique,  appliquées  à  ces   trois 

courbes  suivant  que  le  rapport  t  serait  supérieur  égal  ou  inférieur  à 
l'unité. 
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REMARQUES 

SUR  LA  THÉORIE  DES  3IAXMA  ET  MINIMA 

DE  FONCTIONS  A  PLUSIEURS  VARIABLES  ; 
Par    J.    BERTRAIND, 

Élève  Ingénieur  des  Mines 


Les  remarques  (|m  suivent  sont  bien  élémentaires  et  se  sont  proba- 
blement présentées  plus  d'une  fois  à  l'esprit  des  géomètres;  néan- 
moins, comme  elles  se  rattachent  à  une  théorie  qui  lait  partie  de 
l'enseignement  du  calcul  différentiel ,  je  pense  qu'elles  pourront  être 
utiles. 

Soit  9(x,  j]  une  fonction  de  deux  variables;  la  condition  pour 
que  cette  fonction  soit  maxima  ou  minima  est,  comme  on  sait,  que 
sa  variation  conserve  toujours  le  même  signe,  quels  que  soient  les  ac- 
croissements infiniment  petits  de  j?  et  de  y.  Or.  les  termes  du  premier 
ordre,  dans  cet  accroissement,  sont 


dx  ""^       '     dy 


^•^   ^   !£  ^/ 


Ces  termes  donneront  leiu"  signe  à  toute  la  variation  ,  à  moins  qu  ils  ne 
soient  identiquement  nuls;  et  comme  ils  changent  évidemment  de 
signe  avec  dx  etdj,  il  ne  peut  y  avoir  ni  maximum  ni  minimum,  à 
moins  que  ces  deux  termes  ne  disparaissent,  c'est-à-diro  à  moins  nue 
l'on  n'ait 


</.r  '        dy 


mais  cette  conclusion  n'est  rigoureuse  qu'autant  que^  et  —  ont  des 
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valeurs  déterminées.  Lorsque,  pour  certaines  valeurs  décret  dej',  ces 
dérivées  se  présenteront  sous  une  forme  indéterminée,  on  ne  pourra 
plus  employer  la  formule  dont  nous  venons  de  nous  servir  pour  re- 
présenter l'accroissement  de  la  fonction,  et  rien  n'empêchera  qu'il  y 
ait  maximum  ou  minimum. 

Cette  remarque  est  toute  simple  et  n'est  certainement  pas  nouvelle, 
mais  on  n'a  pas  l'habitude  de  la  faire  explicitement  dans  les  Traités 
élémentaires;  cependant  les  géomètres  qui  oublieraient  d'en  tenir 
compte  pourraient  être  conduits  à  regarder  comme  impossibles  des 
problèmes  qui  ont  des  solutions. 

Je  prendrai  pour  exemple  ce  problème  de  géométrie  élémentaire  : 

Trouver  un  point  dont  la  somme  des  distances  à  trois  autres  A,  B,  C, 
soit  un  minimum. 

Quoique  ce  problème  soit  susceptible  d'une  solution  géométrique, 
nous  allons  d'abord  le  traiter  par  l'analyse. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  les  deux  points  A  et  B, 
et  pour  axe  des  j^,  une  perpendiculaire  à  cette  droite  élevée  au  point  A. 
Soit  a  l'abscisse  de  B,  et  a,  b  les  coordonnées  de  C.  Si  l'on  désigne 
par  X,  j  celles  du  point  cherché,  l'expression  à  rendre  minimum  est 


V  [jc  —  ar  +  [j  —  hY  +  V  "^"  +  j'^  +  \  [pc  —  «)'  +  J'-- 

Si  l'on  égale  à  zéro  les  dérivées  par  rapport  à  j  et  par  rapport  à  x.  il 
vient 


v'  {x — a}'  4-  (/  —  by      sjx'  -h  y-      \l{^  — 


\J  x—ay  ■+■  {x—  by  \1  x~-  -\-y-  \/  Ix  —  txY  -+-  y' 


=  o; 


élevant  au  carré,   après  avoir   isolé  les  premiers  termes  de  chaque 
équation,  puis  ajoutant,  il  vient 

,   —   o   _l_  1  [(x  —  a)  X -h  y] 


\/  x^  +  y^  ^  (x—  a)=  -t-  7»  ' 


x(x  —  «)+>•'  


on 
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chassant  le  dénominateur  et  élevant  au  carré,  il  vient 

[x^-  +  j=  -  y.x-  =  \  IX*  +  J-)  [{x  -  a?  -^  7']  ; 
mais  il  est  facile  de  voir  que 

Il  reste  donc 

3  {x^  -H  j-  —  y-vf  —  rj?y-  ; 

et  en  extrayant  la  racine 

équation  qui,  comme  on  peut  facilement  s'en  assurer,  représente  les 
deux  cercles  qui  correspondent  aux  segments  capables  de  120  degrés 
que  l'on  peut  décrire  sur  la  corde  AB. 

Le  point  cherché  est  donc  sur  un  segment  capable  de  120  degrés 
décrit  sur  l'un  quelconque  des  côtés  du  triangle  ABC,  il  est  donc  a 
l'intersection  de  trois  segments  semblables,  décrits  sur  les  côtés  AB, 
AC,  BC,  et  jouit  par  conséquent  de  cette  propriété ,  que  les  droites  qui 
le  joignent  aux  points  A,  B,  C,  forment  trois  angles  égaux  entre  eux  . 
et  à  1 20  degrés. 

Mais  dans  le  cas  où  ces  segments  ne  peuvent  pas  se  couper,  c'est-a- 
dire,  comme  il  est  très-facile  de  s'en  assurer  lorstjue  le  triangle  ABC. 

a  un  angle  plus  grand  que  120  degrés,  les  deux  conditions^  =  o  , 

^  =  o,  deviennent  incompatibles,  et  pourtant  le  problème  est,  par 
(if 

sa  nature,  évidemment  susceptible  d'une  solution. 

Pour  la  trouver,  nous  remarquerons  que  ces  denvees  deviennent  - 

lorsqu'on  prend  poiu-  le  point  cherché  l'un  des  trois  points  A,  B,  C; 
c'est  donc  l'un  de  ces  trois  points  qui  donne  la  solution  de  la  question, 
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et  comme  la  somme  des  distances  se  réduit,  dans  ce  cas,  a  ia  somme 
de  deux  côtés  du  triangle  qui  sont  adjacents  au  sommet  considéré, 
cette  somme  sera  la  plus  petite  si  l'on  choisit  le  sommet  de  l'angle 
obtus  qui ,  par  suite,  est  le  point  demandé. 

Ce  problème  présente  donc  cette  circonstance  remarquable,  que  le 
point  cherché  se  trouve  déterminé  de  deux  manières  différentes  sui- 
vant que  le  triangle  formé  par  les  trois  points  donnés  a  ou  n'a  pas 
d'angle  supérieur  à  1 10  degrés  ;  dans  le  premier  cas,  c'est  le  sommet  de 
l'angle  obtus  qui  satisfait;  dans  le  second,  c'est  un  point  de  Tinlérieur 
du  triangle  qui  tend  vers  le  sommet  à  mesure  que  l'angle  s'approche 
de  120  degrés. 

La  démonstration  précédente  montre  que  le  sommet  de  l'angle  ob- 
tus est  le  point  qui  donne  la  plus  petite  somme  de  distances,  en  ad- 
mettant qu'il  doit  nécessairement  exister  un  point  qui  jouisse  de  cette 
propriété.  Je  vaisdéiuontrer,  à  prioii ,  que  ce  sommet,  dans  le  cas  d'un 
angle  supérieur  à  120  degrés,  donne,  en  effet,  une  somme  de  dis- 
tances moindre  que  tous  les  points  voisins. 

D'abord  il  est  facile  de  voir  qu'il  est  inutile  de  considérer  les  points 


situés  en  dehors  du  triangle.  Car  si  M  est  un  de  ces  points,  on  aura, 
en  le  joignant  aux  trois  sommets  A ,  B ,  C ,  une  somme  évidemment 
plus  grande  que  celle  qui  correspondrait  au  point  M'  où  MB  coupe  le 
contour  du  triangle. 

Nous  aurons  donc  prouvé  que  .\B  -+-  AC  est  plus  petit  que  la  somme 
des  distances  à  un  point  quelconque,  si  nous  établissons  cette  propo- 
sition pour  les  points  de  l'intérieur  du  triangle 
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Soit  M  un  quelconque  de  ces  points  infiniînent  rapproché  de  A,  il 
s'agit  de  prouver  que  l'on  a 

AM  +   MC  +  MB   >    AH   +    A.C; 

or,  on  a  évidemment,  en  représentant  l'angle  MAC  par  ■p,  l'angle  BAC 
par  A,  et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

^  MC  =  AC  -  AM  cos  ç  , 

MB  =  AB  -  AM  cos  (A  ~  ç)  ; 

d"aj>res  cela,  l'inégalité  qu'il  faut  démontrer  devient 

AM  [i  —  cosçj  —  cos(A  —  9)]  >  o, 
ou  bien 

1  —  cos  f  —  cos  (A  —  9)  >  o , 

c'est  à- dire,  en  transformant  la  somme  de  cosinus, 

1  —  2  cos  -  A  cos  -  (A  —  29)  >  o. 

Cette  inégalité  devient  évidente  si  l'on  se  rappelle  que  A  étant  plus  grand 
que  I  ao  degrés,  c'est-à-dire  que  ~  ,   -  A  est  plus  grand  que  •-  ,   et  son 

cosinus  est,  parconséquent,  moindre  que -.  On  voit,  en  n)éine  teMijjs, 

(pi'elle  ne  serait  plus  exacte  si  cos  -  A  était  plus  grand  que    ,   c'est-à- 
dire,  si  A  était  moindre  que  120  degrés 

J'ai  cru  d'autant  plus  utile  de  mentionner  ces  remarques,  qu'on 
trouve  des  conclusions  tout  opposées  dans  un  article  des  y/nnales  de 
Mathématkjices  de  M.  Gergonne.  Après  avoir  démontré,  tome  T', 
page  377,  la  construction  que  nous  avons  déduite  de  l'analyse, 
on  conclut  que,  dans  le  cas  où  elle  ne  s'applique  pas,  le  problème 
est  impossible.  J'ignore  si  la  fausseté  de  cette  conclusion  a  déjà  été 
signalée;  dans  tous  les  cas,  il  n'est  pas  nécessaire  d'insister  plus  lon- 
guement pour  en  faire  sentir  l'impossibilité,  puisfpron  est  sûr,  à  priori, 
par  la  nature  même  de  la  question,  qu'il  y  a  toujours  une  solution. 
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Les  peisoiuies  qui  liront  l'article  dont  je  parle  apercevront  sans 
peine  quel  est  le  point  de  la  démonstration  qui  a  besoin  d'être  mo- 
difié. C'est  par  une  erreur  de  même  genre  qu'il  est  dit  dans  le  même 
Recueil,  quelques  pages  plus  bas,  qu'on  ne  peut  pas,  en  général .  trou- 
ver lui  point  tel  que  la  somme  de  ses  distances  à  deux  droites  et  à  un 
point  soit  un  minimum,  il  est  clair,  au  contraire,  qu'un  pareil  point 
existe  toujours;  seulement  il  est  situé  soit  sur  l'une  des  droites,  soit 
précisément  au  point  donné,  de  sorte  qu'il  ne  satisfait  pas  à  la  con- 
dition analytique  ordinaire  de  maximum  et  de  minimum.  Je  me  con- 
tente d'indiquer  ces  erreurs,  sans  entrer  dans  le  détail  de  la  solution 
très-facile  du  problème  dans  les  différents  cas.  Cette  solution  présente- 
rait, du  reste,  une  discontinuité  remarquable  dans  la  position  du  point, 
suivant  le  plus  ou  moins  grand  angle  que  forment  les  droites  données. 


I 
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MEMOIRE 

Sun 
UNK  NOUVELLE  MÉTHODE  DE  GÉNÉRATION   ET  DE  DLSCLSSION 

DES  SIRFACES  DU  DEUXIÈME  ORDRE  [*]; 

Par  m.   lî.    AMIOT, 

Professeur  lie  Molliematiqucs  au  Collège  Saint-Loui.s. 


THEORIE    DES    FOCALES    ET    DES    PLANS    DIRECTEURS. 

§    I". 

Définitions  it propriétés  générales. 

1.  Quand  on  cfierche  dans  un  plan  le  lieu  de  tous  les  points,  dont 
les  distances  à  une  droite  donnée  et  à  un  point  fixe,  situés  dans  le  même 
plan,  conservent  un  rapport  constant,  on  obtient  l'équation  la  plus 
générale  du  deuxième  degré  entre  deux  variables.  Si  l'on  identifie  cette 
équation  avec  celle  d'une  courbe  quelconque  du  tieuxieme  ordre,  on 
obtient  immédiatement,  non-seulement  les  foyers  et  les  directrices  de 
cette  courbe,  mais  encore  ses  éléments  (^axes  ou  paramètres^  en  gran- 
deur et  en  position. 

Nous  nous  sommes  proposé  une  question  analogue  par  rapport  aux 
surfaces  du  deuxième  ordre,  et  nous  avons  trouvé,  non  pas  un  fover 
unique,  mais  des  courbes  dont  les  différents  points  jouissent  de  p'o- 


[*]  Ce  Mémoire,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du  26  dtrtuiLre 
1842,  a  été  Tobjet  d'un  rapport  de  M.  Cauchy,  au  nom  d'une  Commission  composée  de 
MM.  Cauchy  et  Liouviile.  (Voyez  Comptes  rendus  de  t'Académie  des  Sciences,  t.  XVI, 
p.  783.) 

Ti.mo  Vlll.  -  Mai  1843  2  1 
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piiétés  assez  semblables  à  celles  des  foyers  des  courbes  du  deuxième 
degré.  D'abord,  pour  obtenir  une  équation  générale  du  deuxième  de- 
gré entre  deux  variables,  que  l'on  puisse  identifier  avec  celle  d'une 
surface  quelconque  du  deuxième  ordre,  nous  avons  cherché  : 

2.  Quel  est  le  lieu  géoinétih^ue  décrit  clans  l'espace  par  un  point 
mobile  dont  la  distance  à  un  centre  fixe  offre  un  carré  constamment 
proportionnel  au  rectangle  construit  sur  les  distances  du  même  point  à 
deux  plans  donnés. 

Soient  x',  y' ,  z'  les  coordonnées  du  centre  fixe  par  rapport  à  trois 
axes  de  coordonnées  rectangulaires,  et  soient  aussi 

(P)  X  +  toY  -^  «Z  +  /:>    =  o, 

(P')  X  +  m'Y  -+-  n'X  -h  p'  =  o, 

les  équations  des  deux  plans  donnés,  rapportés  aux  mêmes  axes.  Si 
nous  désignons  par  /■  la  distance  d'iui  certain  point  du  lieu  cherché  au 
point  fixe,  et  par  d  et  d'  les  distances  du  même  point  aux  deux  plans 
P  et  P',  nous  aurons  pour  chaque  point  du  lieu  cherché 

(i)  r=  =  kdd'l*], 

ou  bien 

A  {x  -h  nif  +  riz  -^  p)ix  +  m'y  +  n'  z-i-  p'  j 


■  X'Y+[J-J'')^  +  (2-  -  Z'Y  = 


s/ 1  +  m' +  n'  \/ 1  -\- m'"  + 


en  remplaçant  r,  d  et  d'  par  leurs  valeurs  connues  en  fonction  des 
coordonnées  coiu'antes  x,  y,  z  d'un  point  du  lieu  cherché,  et  des  coor- 
données fixes  x',j',  z'  du  point  donné. 

3.   Pour  abréger,  je  pose 
h  = 


\/ 1  ~h  m-  -\-  n-  \l  i  -\-  . 


[*]  M.  Cauchv  appelle  module  le  rapport  constant  k  ,  et  il  fait  observer  que  les  dis- 
tances d,  d',  pouvant  être  prises  avec  le  signe  -I-  ou  avec  le  signe  — ,  l'équation  (i)  re- 
présente ,  en  général ,  deux  surfaces  du  second  ordre  distinctes  l'une  de  l'autre.  (f'oir]e 
Rapport  de  M.  Caucliy.! 
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et  j'ai  l'équation 

(.r  —  x'Y  -!-  [y  —  j'f  +  (  z  —  z'  '.* 
=  /;  (.r  +  mj-  -\-  nz  -(-  p)  ix  -+■  m'y  -+-  n'z  -(-/>'), 

qui  représente  généralement  une  surface  du  deuxième  ordre. 

Nous  aj)pellerons  foyer  le  point  fixe  .x'y'z',  et  plans  tlirec/eurs 
les  deux  plans  donnés  (P)  et  P';.  Ainsi  tout  foyer  jouit  de  cette  pro- 
priété que  :  Le  carré  de  sa  distance  à  un  point  (pœlcomjne  de  la  surjace 
est  décomposable  en  deux  facteurs  entiers ,  rationnels  et  du  premier 
degré  en  Jonction  des  coordonnées  de  ce  dernier  point. 

Réciproquement,  tout  point  jouissant  de  cette  propriété  est  un  foyer, 
car  de  l'équation  (2  résulte  immédiatement  l'équation  ;'i\  et  l'on  ob- 
tient les  équations  des  plans  directeurs  en  égalant  à  zéro  chacun  des 
deux  facteurs  du  premier  degré  dans  lesquels  on  a  décomposé  la  valeur 
de  r\ 

■i.  Au  lieu  de  discuter  immédiatement  les  différentes  surfaces  repré- 
sentées parl'éqnation  (1)  et  correspondantes  à  un  certain  foyer  et  à  un 
système  de  plans  directeurs  donnés,  proposons-nous  la  question  in- 
verse, c'est-à-dire  :  Etant  donnée  une  surjace  du  deuxième  ordre  par 
son  équation  ,  cherchons  si  cette  surjace  admet  un  ou  plusieurs  Joycrs , 
ainsi  (pie  un  ou  plusieurs  systèmes  de  plans  directeurs. 

Pour  cela,  développons  et  ordonnons  l'équation  [a  ,  ce  qui  nous  donne 

x-{\  —  h)-\-  y''   1  —  hmm'  +  z'^  (  [  —  hnn' 
—  yzh  [mn'  +  m'n)  —  xzh[n  -hn')  —  xyh [m  -\-  m'  ! 
"'  \   —x{-ix'-irh{p^p'\]—y{ir'^h{mp'-\-m'p]]       | 

\   —  z  [9.z'-f-  hmp'-hn'p)]  -+-  z'^  -!-  y'^  ■+-  x'-  —  hpp' 

Or,  cette  équation  représentant  toutes  les  surfaces  qui  admettent 
des  foyers  et  des  plans  directeurs,  nous  n'aurons  qu'à  chercher,  dans 
chaque  cas,  si  l'on  pourra  déterminer  un  ou  plusieurs  systèmes  de  va- 
leurs des  quantités  h,  jn,  m',  n,  n',  p  et  p',x',  y'  et  z'  qui  rendent 
l'équation  (3  identique  avec  l'équation  donnée. 

Observons  d'abord  que  l'on  peut  toujotus  concevoir  pris  |)our  plan 
des  xy,  par  exemple,  un  des  plans  diamétraux  prmcipaux.  et  pour 
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axe  des  jc,  un  des  axes  de  la  surface  donnée.  Alors  l'équation  de  cette 

surface  sera  de  la  forme 

(R  Lx'-+- Mj' +  Nz^ +  2Px-h  R  =  o, 

et  en  identifiant  l'équation  '\?>)  avec  celle-ci,  on  a  d'abord  les  trois  re- 
lations 

mn'  +  m'n  =  o ,     m  +  m'  =  o,     n  +  n'  =^  o , 
d'où  résulte  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes 
(M)  «  =  o ,     n'  =  o ,     m'  =  —  m; 

(M,'^  m  =  o,     m'  ='o,     n'  =  —  n. 

Admettons  le  premier,  par  exemple  ;  comme  le  terme  en  z  doit  dis- 
paraître de  l'équation  (3  .  on  aura 


et  par  conséquent  déjà  toiitjojer  est  situé  dans  l'tui  des  plans  diamé- 
traux principaux  de  la  surface. 

On  voit,  en  même  temps,  que  les  plans  directeurs  dont  les  équations 
deviennent 


\f  / 


p  ^  X  +  mY  +  p  =  o, 

[p')  X  —  toY  +  p'  =  o , 

sont  perpendiculaires  au  même  plan  diamétral  principal  et  que  leurs 
traces  sur  ce  plan  font  des  angles  égaux  avec  l'axe  des  x. 

o.   Identifiant  maintenant  l'équation  (3)  avec  l'équation    R  ,  nous 
avons  les  équafions  de  condition 


(a)  i-h  =  :^,  i-hhm^  =  ~ 


[F  2x'-tr  k{p-^p')  =  -^,     ij'  +  hmp' -  p)  =  o; 

(c)  j"  +  x"  -  hpp'  =  |. 
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Les  deux  premières  nous  feront  connaître  li  et  m;  puis,  l'élimina- 
tion  fie  p  et  p'  entre  les  trois  dernières  nous  donnera  généralement  une 
seule  équation  en  x'j'  :  ce  sera  celle  d'un  lieu  géométrique  dont 
chaqu(!  point  sera  wijnjcr  de  la  surface. 

Nous  obtenons  ainsi 

>  —  L  ,  /m—  N 

—  _   f'^-^  +  P Nj'  I 

^  ~         L   ^'— L  v/(N— L)(M  — N)J' 

^~         L   N  — L     "*"  ^/(N  — L)(M  — N)J' 


d'c 


,       ,  _(Nx'  +  P)'  Wy" 

Pl^    ~   N(N  — L)  N(M  — N)' 


et  partant,  l'équation  (r)  devient 

Lx'-  Mf"  P(2Nx'-+-P)  _  R 


^y) 


M— N  N(N— L)  N 


Chaque  point  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  (y)  étant  un 
foyer  de  la  surface  (R),  cette  courbe  est  le  lieu  de  tous  les  foyers  situés 
dans  le  plan  des  jcj',  et  nous  la  nommerons  itne  Jocale.  Toute  focale 
est  donc  une  des  trois  courbes  du  deuxième  ordre  ou  une  de  leurs  va- 
riétés. Observons  que,  si  la  surface  (R)  admet  un  centre,  ce  point  étant 
pris  pour  origine  des  coordonnées ,  on  aura 


et  par  conséquent  la  focale  (f^  sera  aussi  rapportée  à  son  centre. 

(».  Si  l'on  substitue  les  valeurs  de  m,  p  et  p'  dans  les  équations  des 
plans  directeurs  p  et  p',  on  a 


^^'  VN— L  N  — L  v/(N— L)(M— N' 


,     .  Y      /M-N         Nx'+P  Nj' 

(+)  ^  -  ^  YnITl  -  -Firr  -  ,/(N_L)(M- 


N) 
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Ainsi,  pour  chaque  point  de  la  focale  [x'  j'),  on  aura  uu  système 
de  deux  plans  directeurs  formant  deux  séries  de  plans  respectivement 
parallèles.  La  ligne  d'intersection  de  deux  plans  d'un  même  système 
quelconque  sera  déterminée  par  les  deux  équations 


N— L    '  K  — M 

que  l'on  obtient  en  ajoutant  et  retranchant  successivement  les  deux 
équations  ii|i)  et  (i|<').  Cette  droite,  toujours  réelle  lors  même  que  les 
équations  des  plans  directeurs  renfermeraient  certains  termes  imagi- 
naires ,  sera  désignée  sous  le  nom  cVaxe  directeur,  et  nous  voyons  que, 
pour  chaque  point  de  la  focale  Jc^j',  il  y  a  lui  axe  directeui-  dont  le 
pied  a  pour  coordonnées  X,  Y. 

r^es  deux  points  ■x:'y'  et  XY,  dont  les  coordonnées  sont  liées  par 
les  relations  (jt),  ou  bien 

(y')  _    X(N-L)-P  Y(N-M) 

sont  appelés  points  conjugués  [*]. 

7.  Puisqu'à  chaque  point  de  la  focale  correspond  un  point  conju- 
gué situé  dans  le  même  plan,  cherchons  le  lieu  de  tous  les  points  con- 
jugués aux  divers  points  de  la  focale.  Pour  cela,  éliminons  ce'  et  y' 
entre  les  équations  de  la  focale  (©)  et  les  équations  ;/'  j,  ce  qui  donne 

(5)      L  (L  -  N ,  X-  -f-  M  (M  -  N)  Y-  4-  aPX  (L  -  N)  +  P'  =  RX. 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  est  toujours  de  la  même 
espèce  que  la  focale  et  généralement  réelle  ou  imaginaire  avec  elle. 


[*]  Si  l'on  conçoit  que  le  point  (XY)  devienne  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la 
surface  du  deuxième  degré,  le  plan  de  la  courbe  suivant  laquelle  le  cône  touchera  la 
surface,  renfermera  toujours  le  foyer  x'/'.  Pour  cette  raison,  M.  Cauchy  nomme  le 
point  (XY)  un  pôle  de  la  surface  correspondant  au  foyer  x'j>',  et  il  démontre  que  le 
fover  (j: '/')  coïncidera  toujours  avec  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  pôle 
(X,  Y)  sur  le  plan  polaire  correspondant  à  ce  même  pôle,  {f'oir  la  Note  IV=  faisant  suite 
au  Rapport  de  M.  Cauchy.) 
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Nous  lui  donnerons,  pour  cette  raison,  le  nom  de  sjnfocalc ,  et  nous 
voyons  que,  si  la  focale  admet  un  centre,  ce  même  point  est  aussi  le 
centre  de  la  syntocale. 

8.   La  valeur  générale  de  1'^  devient,  par  suite  des  équations  de  con- 
dition du  n"  4, 

r*  =  A  (jr  +  vij  +  p)  'x  —  mj  -+-  p' ^ , 
et  si  l'on  y  remplace  h,  m.  p  et  p'  par  leurs  valeurs  (S),  on  obtient 

on  bien  encore,  en  remplaçant  x'  et  j"'  par  leurs  valeurs  /.'' . 

ip')  r^  =  ^i^  -  ^f  +  ^-""(J-  Y)^ 

Or,  si  nous  supposons  une  valeiu'  fixe  attribuée  ar,  puis,  que  d'iu» 
certain  point  (F)  de  la  focale,  pris  pour  centre,  nous  décrivions  une 
sphère  avec  un  rayon  r,  cette  spliéie  coupera  généralement  la  surface 
iR)  suivant  une  ligne  à  double  courbure,  dont  les  différents  points  au- 
ront pour  coordonnées,  parallèles  aux  deux  axes  des  x  et  des  j',  pré- 
cisément les  valeurs  de  a:  et j"  qui  vérilient  l'équation  içj.  Par  conséquent 
si  l'on  considère,  dans  cette  écpiation,  ;•,  x'  et  j'  comme  constantes, 
etx,j  comme  des  coordonnées  courantes,  nous  aurons  une  courbe 
qui  sera  la  projection  sur  le  plan  des  .r/  de  la  ligne  suivant  laquelle  la 
surface  est  pénétrée  par  une  sphère  de  rayon  r  ayant  pour  centre  le 
point  x'j'  de  la  focale.  Nous  appellerons  cette  courbe  la  projection 
et  nous  voyons  (\\ielle  est  toujours  une  li^ne  du  deuxième  ordre  ayant 
pour  centre  le  point  de  la  sjnjocalc  XY  conjugué  au  point  F  de  tajo- 
cale  pris  pour  centre  de  la  sphère. 

Si  nous  supposons  qu'on  attribue  à  /■  une  autre  valeur,  x'  et^  '  ou 
X  et  Y  ne  changeant  pas,  on  aura  une  nouvelle  sphère  concentrique 
avec  la  première,  et  la  projection  correspondante  sera  une  courbe 
semblable  à  la  première  et  aussi  concentrique  avec  elle.  Donc  généra- 
lement: Si  d'un  certain  point  pris  arbitrairement  sur  une  focale,  connue 
centre  commun  ,  on  décrit  une  série  de  sphèies,  les  projections  sur  le 
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plan  de  tajocale ,  des  lignes  suivant  lesniœlles  la  suijace  est  pénétrée 
par  ces  dijjérentes  sphères ,  sont  toutes  des  ellipses  ou  bien  des  hyper- 
boles semblables  ayant  pour  centre  commun  le  point  de  la  sjnjocale 
conjugué  au  point  de  la  focale  pris  pour  centre  des  sphères. 

9.  Supposons  ensuite  que,  clans  l'équation  p),  on  fasse  varier  a' 
et  y'  ou  X  et  Y,  ;  restant  constant ,  ce  qui  revient  à  admettre  que  le 
centre  d'une  même  sphère  parcourt  la  focale,  les  différentes  projec- 
tions correspondantes  sont  toutes  des  courbes  égales  entre  elles,  ayant 
pour  centre,  chacune  le  point  de  la  focale  occupé  par  le  centre  de  la 
sphère  correspondante.  On  pourrait  donc  définir  la  synfocale  ;  Le  lieu 
des  centres  de  toutes  les  projections  sur  le  plan  de  la  focale  des  diffé- 
rentes lignes  d'intersection  de  la  sur/ace  par  une  sphère  de  rayon  quel- 
conque qui  est  supposée  se  mouvoir  de  manière  que  son  centre  parcoure 
In  jocale. 

10.  Soit  pris  un  certain  point  M  sur  la  surface  ;  je  mené  par  ce  point 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  lequel  aura  pour  équation 
■V  -=  X I  et  coupera  généralement  la  surface  suivant  une  ligne  du 
deuxième  degré,  que  nous  appellerons  une  section  perpendiculaire. 
Ee  plan  de  cette  courbe  coupe  généraleirient  la  synfocale  en  un  point 
qui  a  pour  abscisse  X  ^=00,,  et  si  nous  considérons  lejoyer  conjugué , 
nous  aurons  pour  l'abscisse  de  ce  point 


x' 


j:,(N  — L)  — P  „     ,  ^         Nx' 

-^ rr-i ,      d  ou     .r,  =  X=--^ 


N  — L 


et  par  conséquent,  pour  tous  les  points  de  la  section  perpendiculaire 
X  =  .Tj,  on  a 


N     y       M— N/  ' 
d'où 

Mais  si  nous  nommons  c?,  la  distance  d'un  même  point  M  de  la  sec- 
tion   perpendiculaire    à   l'axe    directeur    correspondant,    c'est-à-dire 
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ayant  pour  pied  le  point  X  =  .r, ,  nous  avons  évidemment 

(?,  =  j  -  Y, 
d'où  résulte 


/N— M  r,  /n_! 


Si  par  le  même  point  M  de  la  surface  on  mène  un  nouveau  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  j-,  on  aura  une  nouvelle  section  perpendicu- 
laire ,  et  si  l'on  désigne  par  r,  et  o\  les  distances  d'un  point  quelconque 
de  cette  section  au  foyer  conjugué  et  à  l'axe  directeur  correspondant, 
on  verra  de  la  même  manière  que 


\/^ 


Ces  valeurs  de  r,  ou  r.,  ne  seront  imaginaires  que  si  le  plan  mené  par 
le  point  M,  perpendiculairement  soit  à  l'axe  des  a-,  soit  à  l'axe  des  y  , 
ne  rencontre  pas  la  synfocale.  Donc  généralement  : 

Etant  pris  arbitrait  einent  un  point  sur  la  sjnjocale  comme  pied 
d'un  axe  directeur,  si  par  cet  axe  on  mène  un  plan  perpendiculaire 
soit  à  l'axe  des  x,  soit  à  l'axe  des  j,  et  que  ce  plan  détermine  sur  la 
surface  une  certaine  section,  tous  les  points  de  cette  ligne  jouissent  de 
cette  propriété,  cjue  les  distances  d'un  quelconque  de  ces  points  au  foyer 
conjugué  et  à  l'axe  directeur  correspondant  sont  cnnslaitinient  dans  le 
même  rapport . 

Ou  voit  de  plus  (pie  la  valeur  de  ce  rapport  est  la  même  pour  toutes 
les  sections  perpendiculaires  au  même  axe  principal  de  la  surface. 

II.  Tous  les  résultats  (pie  nous  venons  d'obtenir  sont  relatifs  au 
plan  des  xj,  parce  que  nous  avons  supposé,  n"  i,  qu'on  a  pris  pour 
ce  plan  un  des  plans  diamétraux  principaux  de  la  surface.  Il  y  aura 
donc  lieu  généralement  de  chercher  la  focale,  synfocale...  sur  chacun 
des  plans  diamétraux  principaux,  ce  que  nous  aurons  soin  de  faire 
dans  chaque  cas  particulier. 

Tome  Vni    -  M.w  ib^l.  32 
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§11. 

Propriétés  des  focales ,  synfocales  et  plans  directeurs  dans  les  surfaces  douées  d'un  centre 
et  particulièrement  dans  l'ellipsoïde. 

12.   Soit  l'équation 

„s  ^^       y'       *' 

(E)  -  +  15  +  -  =  '' 

\    J  à'         w         c- 

d'un  ellipsoïde  rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes  Planche  I,  Jig.  i). 
Si  nous  la  comparons  à  l'équation    R   du  n°  4,  nous  avons 

{l)  L=   ^,     M  =  ^,     N  =  ^,      P  =  o,     R=-., 

valeurs  qui ,  substituées  dans  l'équation  o\  du  n°  5,  donnent 

pour  l'équation  de  la  focale  située  dans  le  plan  des  xj. 
Or,  nous  pouvons  toujours  supposer  que  l'on  a 

a    >   c ,     c   >   b, 

ce  qui  revient  à  dire  que  l'on  a  pris  pour  axe  des  x,  le  plus  grand  axe 
de  l'ellipsoïde ,  et  pour  axe  des^  le  plus  petit. 

Cette  hypothèse  admise,  on  voit  que  l'équation  F  représente  une 
hyperbole  située  dans  le  plan  dn  plus  g rafid  et  du  plus  petit  axes,  ne 
rencontrant  point  le  plus  petit  et  coupant  le  plus  grand  à  des  distances 


X    =  rz  \!a'  —  C 

du  centre.  Cette  courbe  a  dowc  pour  sommets  les  foyers  de  l'ellipse 
principale  située  dans  le  plan  des  xz  ;  elle  a  pour  foyers  ceux  de  l'el- 
lipse principale  située  dans  le  plan  des  xy  ;  car,  en  appelant  A,  B  les 
deux  demi-axes  et  C  sa  demi-excentricité  ,  on  a 

C  =  \  A-  +  B^  =  v«'  -  b-. 


PURES  ET  APPLIQUEES. 
On  voit  aussi  qu'elle  a  pour  asymptotes  les  deux  droites 


le-—  h- 


qui  sont  aisées  à  construire. 

13.   Si  nous  substituons  pareillement  les  valeurs  (/}  dans  l'équa- 
tion Ô)  du  n°  7,  nous  aurons 

(D)  '-^  Y=  -  "'^  X^  =  -  I  , 

^    '  h'  a' 

pour  l'équation  de  la  synf'ocale.  Cette  courbe  est  une  nouvelle  hyper- 
bole qui  ne  rencontre  pas  non  plus  l'axe  desjr  et  qui  coupe  celui  des 
X  a  des  distances 

^  ~  ~  "/  -,      -, 
\ja' — c' 

(le  l'origine.  Elle  a  donc  pour  sommets  les  pieds  des  directrices  de 
l'ellipse  principale  située  dans  le  plan  des  xz.  Les  asymptotes  de  la 
synfocale  ont  pour  équations 


Or,  soient  a  et  S  les  angles  que  les  asymptotes  de  la  focale  et  de  la 
synfocale  forment  avec  l'axe  des  or,  l'un  au-dessus  et  l'autre  au-dessous, 


fc'—b'  ^      ^         p  b'     /à'—c' 

tang  a  =  ±  \/ -—-._.     et     tang  S  =  qi  -^.\J  JITb^^ 


'où  résulte 


tang  a  tang  S  = -,  > 


et  par  conséquent  :  Chacune  des  asymptotes  de  la  synjocale  Joriiu' , 
avec  une  des  asymptotes  de  La  focale,  un  système  de  diamètres  conju- 
gués de  l'ellipse  principale  AOA'  située  dans  le  plan  des  xy. 

Connaissant  ainsi  les  asymptotes  et  les  sommets  de  la  synfocale,  on 
construira  aisément  cette  courbe;  puis,  si  l'on  veut  obtenir  un  point 


■aa. 
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conjugué  à  un  point  donné  quelconque  de  la  focale,  on  en  construira 
l'abscisse  par  la  proportion 


X  ;  a-'  :  :   ,         :  ya'  —  c-    ou     :  :  OD  :  OF. 

y  n^ —  c'' 

14.  Cherchons  maintenant  les  plans  directeurs,  et  pour  cela,  sub- 
stituons les  valeurs  '  /}  du  n°  12  dans  les  équations  (ij/  et  (6';  du  n"  6, 
ce  qui  nous  donne 

(d)  X  +  y  rU- ; ;  +     ,  ■"        =  =  o, 

,\  ,r  tr  u        C- — b-  a'x'  abr' 

p')  X  —  Y  t\    -, ; r—, —  —  O. 

^^  b\  a'—c-         à'—c'         ^^a}—e){e—b') 

Ces  équations  sont  réelles,  et  par  conséquent,  pour  chaque  point  de  la 
focale  {x' y'^i,  il  existe  un  système  de  deux  plans  directeurs;  pour  ob- 
tenir leur  direction ,  il  n'y  a  qu'à  construire  les  traces  de  ceux  qui  cor- 
respondent au  point  de  la  focale  situé  sur  l'axe  des  x.  Or,  pour  ce 
point,  on  a 

j''  =  o     et     a:'  =  \a-  —  c^, 

et  par  conséquent  les  plans  directeurs  correspondants  ont  pour  équa- 
tions 


et 


-^r  a  ^   le' —  i=  a} 

*  V  a'—e  sjà'—c' 

_,  a        c' —  b''  a- 

X  -  Y  y  W- -,  - =  o; 


d'où  l'on  déduit  pour  Y  =  o , 

X  = 
et  pour  X  ^  o, 


Y=^^ 


Ainsi ,  ces  deux  droites  coupent  l'axe  des  x  au  point  D,  sommet  de  la 
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synfocale,  ce  qui  était  aisé  à  prévoir.  Pour  obtenir  les  points  ou  elles 
coupent  l'axe  des  j,  j'établis  la  proportion 


^  c-  —  h-     ou     OF  :  AO  :  :  bo  :  LO  ; 

puis,  prenant  OL'  =  OL  et  nienant  les  deux  droites  DL,  DL'.  nous 
avons  les  traces  des  deux  plans  directeurs  correspondants  au  foyer  F. 
Pour  obtenir  les  traces  des  plans  directeurs  qui  correspondent  a  lui 
autre  foyer  quelconque  Fa,  je  construis  le  point  conjugué  D, ,  puis  je 
mène  par  ce  point  D^L^  et  DjL'.,  respectivement  parallèles  à  DL.  DL'. 
et  j'ai  les  traces  demandées. 

15.  Si  nous  substituons  pareillement  les  valeurs  (/)  du  n"  12  dans 
l'équation  if)  du  n"  8,  nous  avons  pour  la  valeur  générale  du  rayon 
vecteur  r,  mené  d'un  certain  foyer  x'j'  à  un  point  quelconque  de  la 
surface . 

Or,  soit  une  section  y.a'  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  OY 
et  passant  par  le  point  de  la  synfocale  (XY)  conjugué  au  foyer  x'r', 
on  aura,  pour  tous  les  points  de  cette  section, 

Y6'r' 
c- —  b- 

et  par  conséquent,  la  valeur  correspondante  de /ne  dépendra  plus  que 
de  la  seule  variable  x.  On  a,  en  effet, 

avec  la  relation 

or  <  X     ou     jT  <  — —  , 


puisque  la  synfocale  est  entièrement  extérieure  à  la  surface. 

Soient  donc  r,  et  d,  les  distances  d'un  même  point  M  de  la  section  aa' 
au  foyer  conjugué  F^  et  à  l'axe  directeur  D,  correspondant,  nous 
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aurons  eu  valeur  absolue 


va' — c'  f  a- j/  \  , 

'•.   =    -r— 1  —  ^    ,     et     d, 

n         \a- — c'  I 


a'  X 
X  =    —   X  , 

a' —  c- 


et  par  conséquent,  nous  avons,  dans  ce  cas.  pour  la  valeur  constante 

(le  ;•,  à  d^  , 


y  a- —  c- 


quantité  toujours  <   i. 

16.  Considérons  maintenant  un  stîtond  point  de  ia  focale  F.,  ne  dif- 
férant du  premier  F^  que  par  le  signe  de  l'abscisse  x',  nous  appellerons 
ces  deux  points ^oje/ .y  conjugués  de  la  section  ua';  et  si  nous  prenons 
les  distances  ret  /'  d'un  même  point  M  quelconque  de  la  section  aux 
deux  foyers  conjugués ,  nous  aurons  en  valeur  absolue 

s/ a- — c-  l  ar x'  \  ,         \j  à' — c-  1  a''x'  \ 

r  — -, ;  —  X  ],      r'  —  ~ ;  +  X  ]. 

a        \a' —  '"  /  "        V" —  c-  I 

En  additionnant  ces  deux  valeins,  nous  obtenons 

,  lax'  ,  ,        d, 

r  -h  7    =  —-         ,     ou  encore     /•  +  /    =  ^x    x  —  > 

y  a- —  c^  '"' 

quantité  constante  pour  tous  les  points  d'une  même  section  perpen- 
diculaire et  variant  d'une  section  à  l'autre  proportionnellement  à  la 
distance  ix'  des  deux  fovers  conjugués. 

17.  Supposons  maintenant  qu'en  un  certain  point  M(x, ,  j, ,  r,)  de 
la  section  perpendiculaire  aa',  nous  menions  une  normale  à  l'ellip- 
soïde, et  cherchons  l'angle  que  fait  cette  normale  avec  le  rayon  vec- 
teur MF.. 

D'abord .  l'équation  du  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  au  point  x,.  j\,  z^, 
étant 
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la  normale  au  même  point  aura  pour  équations 


c'x, 

tt'Z 


(MN)  <  '  }   avec  la  relation  -^  "•"  ""^  +  ""■'='  • 

Un  rayon  vecteur,  mené  par  le  point  M  et  par  un  point  quelconque 
de  l'espace  x' ,  j' ,  z',  a  pour  équations 

Mais  pour  exprimer  que  le  point  {x',jr',z')  est  situé  sur  la  focale  et 
conjugué  à  la  section  aa',  nous  avons  les  relations 


, 

bY 

et 

y  - 

c^—b'- 

x'- 

z    _  0,     jr,  — 

a- — c- 

Nous  en  déduisons 

c   Y 


et  partant,  nous  avons  pour  les  équations  du  rayon  vecteur  MFj, 

(MF,) 


X  —  x,^ (z  —  z, 


et  l'on  voit  tout  d'abord  que  la  normale  MN  et  le  rajon  vecteur  MF, 
sont  situés  dans  un  même  plan  perpendiculaire  au  plan  des  xy. 

Pour  obtenir  actuellement  l'angle  de  ces  deux  droites,  faisons  dans 
la  formule  générale 


gv 

- 

1 

(a- 

-a'] 

1' -+-(§- 

-g'' 

)'-t- 

(ag'- 

—  ga')= 

in| 

aa'  + 

gg' 

+ 

' 

a 

a 

•"■  1 

a' 

= 

X, — x' 

z 

0  = 

=  g' 

~  b'z, 
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el  nous  avons 


faii"  MF    —   (g'-^z  —  "'^,  +  «'■»•' )  V *' < H- c'.r,' 

\a^          b'         c'         ^j 
puis,  remplaçant  —^  par  la  valeur  i  ■ ^,  —  "^^ ,  observant  «jue 

j'(e' —  6^    y'-      .r'^ 

J*  c^ —  è-  n- — r- 

et  supprimant  les  facteurs  communs,  on  a  enfin 

,-__,  ,          ia} — 'c')  V  è'z  '  +  c'y 
tang  (MF,^  =  ^ ^|,-^:, ^^. 

Or.  si  l'on  cherchait  l'angle  de  la  même  normale  !M^  avec  le  ravon 
vecteur  MF'.,,  allant  du  même  point  M  au  foyer  F'g,  lequel  ne  diffère 
de  F.,  que  par  le  signe  de  l'abscisse  x' ,  on  aurait  visiblement  des  résul- 
tats ne  différant  des  précédents  que  par  le  signe  de  l'abscisse  jt'.  Donc, 
d'abord  le  plan  de  la  normale  MN  et  du  rayon  vecteur  MF,  contient 
aussi  le  second  ravon  MF'.,.  D'ailleurs  on  aura 

tang  (MF'2)  =  —  tang  (MF^) , 

et  par  conséquent  la  normale  MN  divise  en  deux  parties  égales  Vangle 
des  rayons  vecteurs,  menés  d'un  même  point  M  quelconque  d'une  sec- 
tion perpendiculaire  aua-  deuxjojers  conjugués. 

Ainsi,  en  général,  si  l'on  coiipe  im  ellipsoïde  par  un  plan  perpendi- 
culaire à  son  petit  axe,  ce  plan  coupera  la  synfocale  en  deux  points, 
et  les  points  conjugués  de  la  focale  peuvent  être  considérés  comme  de 
véritables  foyers  de  la  section  correspondante ,  car  ils  jouissent  des 
propriétés  suivantes  : 

t".  Les  distances  d  un  point  quelconque  de  la  section  y.y.'  a  l ajce 
directeur  et  au  joyer  conjugué  correspondant  sont  dans  un  rapport 
constant  ; 

2".  La  somme  des  distances  d'un  même  point  ^l  quelconque  de  la 
section  perpendiculaire  ay.'  aux  deux  jojers  conjugués  est  constante, 
et  égale  à  la  distance  des  deux  foyers  conjugués  multipliée  par  le  rap- 
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port  des  dis  lances  d'un  point  de  la  même  section  à  t'axe  directeur  et 
au  foyer  conjugué  correspondants  ; 

3°.  La  normale  à  la  surface  au  point  M  ijuelconque  de  la  section 
y.cr.'  est  située  dans  le  plan  des  rajons  vecteurs  MFj,  MF  .,.  et  divise 
l'angle  de  ces  droites  e/t  deux  parties  égales. 

18.  Si,  clans  la  valeur  de  r^  du  n°  15,  on  posait 

(i'x' 
j:  =  X  =  ; . 

fl- — c- 

on  aurait  pour  /■  un  résultat  imaginaire;  et,  en  effet,  aucun  plan  mené 
par  un  point  quelconque  de  la  syfocale,  perpendiculairement  au  grand 
axe,  ne  peut  couper  l'ellipsoïde. 

19.  Cherchons  maintenant  les  résultats  analogues  relatifs  au  plan 
desa:z,  c'est-à-dire  au  plan  du  plus  grand  et  du  moyen  axes  de  l'el- 
lipsoïde. 

Pour  cela,  nous  n'avons  qu'à  changer,  dans  l'équation  de  ia  sur- 
face (E)  du  n"  12,  J'en  z,  et  réciproquement,  ce  qui  revient  à  changer 
dans  toutes  les  autres  formules,  d'abord  j-  en  z,  puis  c  en  b  et  b  en  c. 
On  obtient  ainsi,  pour  l'équation  de  cette  nouvelle  focale  sur  le  plan 
des  xz, 


X  ■ 


ellipse  réelle,  puisque  l'on  suppose  toujours    ^,-   Elle   a   pour  demi- 


x'  =  \a-  —  h^,     et     z'  =  Vt*  —  b-, 
et  par  conséquent,  pour  demi-excentricité, 


sjx'"^  —  z'*  =  va^  —  (■-. 

Les  quatre  sommets  sont  donc  les  Jojers  des  deux  ellipses  principales 
situées,  l'une  dans  le  plan  des  xj,  et  l'autre  dans  celui  des_yz;  et  de 
plus,  ses  foyers  coïncident  avec  ceux  de  la  section  principale,  située 

Tome  vin.  —  Mai  184Î.  ^3 
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dans  le  plan  des  .vz.  On  construira  donc  aisément  cette  courbe ,  qui 
sera  telle  que  F  F'  F,  F'^  (Jig.  2  ). 

20.  L'équation  de  la  synfocale  devient  ici 

nouvelle  ellipse  ayant  pour  demi-axes 

X=   ^=,     et     Z=^£=, 

\'a- — b-  \'c- — b- 

quantités  aisées  à  construire;  et  par^uite,  on  a  la  courbe DD,D'D, . 
On  trouve,  dans  ce  cas,  pour  les  équations  des  plans  directeurs, 


a     /b' 


a'—b'  ^'l^a'—b^-){b^—c'.) 

lesquels  sont  imaginaires,  puisque  l'on  suppose  a  >  h  et  c  >  h ,  el 
par  conséquent  il  nj  a  point  de  plans  directeurs  perpendiculaires  au 
plan  du  plus  grand  et  du  mojen  axes  de  V ellipsoïde  [*]. 

Quant  à    l'axe  directeur  perpendiculaire  au  même  plan,  il  a  pour 
équations 

X  =  4^.     et     Z  =  -l^^. 

a- — 0'  c- — b^ 

D'après  cela,  étant  pris  un  point  quelconque  sur  la  focale  Jc'j',  on 
aura  les  coordonnées  du  point  conjugué  de  la  synfocale  X  Z  par  les 
deux  proportions 


x:^': 

:  vfl'  -  b^, 

ou 
ou 

::  OD 
::  OD, 

()F- 

■  sja-'—b' 

c' 

■  \Jc'—b' 

z  :  z'  : 

sic-  -  h\ 

OF,. 

[*J  Les  plans  directeurs  deviennent  réels  si  l'on  admet  que,  pour  les  cas  où  nous  les 
avons  obtenus  imaginaires,  la  surface  soit  définie  par  l'équation 

2  ^ 
au  lieu  de 

r'  =  kdd'. 
[yoir  le  Rapport  de  M.  Cauchy  et  la  Note  IV.) 
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2  I .   On  a .  dans  ce  cas,  pour  la  valeur  générale  du  rayon  vecteur, 

a'       \  a"—  b'j  t'       \  c' —  67 

Or  si,  par  un  certain  point  de  la  synfocale  XZ,  on  mené  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  des  zet  que  l'on  considère  le  foyer  F^  conjugué 
à  la  section  correspondante  êS',  on  aura,  pour  tous  les  points  de  cette 
section, 

Z  =  Z  =  ~ — r-,' 
c- —  o' 

et  par  conséquent,  pour  tous  ces  points,  la  valeur  de  r  devient 

Sla' — b'  I  a}x'   \ 

avec  toujours  X  <  X,  ou  x  <  — — r. • 

■"  a'—o- 

On  aura  donc  en  valeur  absolue 

pour  la  distance  d'un  certain  point  M  quelconque  de  la  section  éê'  au 
foyer  conjugué  F^;  et  si  l'on  désigne  par  d^  la  distance  du  même  point 
M  à  l'axe  directeur  correspondant  D2,  on  aura 

a,   =  X  —  JC  =:  — T.    —  "^  1 

a- — b- 

el  partant, 

r,  \/a' — è- 


Soient  r  et  /■'  les  distances  d'un  même  point  M  quelconque  de  la  sec- 
tion êc'  aux  deux  foyers  conjugués  F.j,  F'^;  on  aura,  en  valeur  absolue . 


d'où 


\la''—b-  I  a-x'  \  ^        ,         sjà'—b'  {  a-x'  \ 


lax 
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valeur  constante  pour  tous  les  points  de  la  même  section  êê'  et  variant 
d'une  section  à  l'autre  proportionnellement  à  la  distance  ix'  des  deux 
foyers  conjugués. 

22.  Si  l'on  fait  les  mêmes  changements  dans  les  formules  du  n"  17, 
on  verra  exactement  de  la  même  manière  que  la  normale  à  la  surface 
au  point  M  et  chacun  des  deux  rayons  vecteurs  MF,  et  MF,  sont  situés 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  au  plan  des  jrz,  et  que  la  première 
de  ces  droites  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  deux  autres. 

25.  Revenons  à  la  valeur  générale  de  r^  du  n"  21,  et  observons  que, 
si  l'on  fait 

X=  - — r,> 
a- —  b- 

on  obtient  une  valeur  réelle,  fonction  de  la  seule  variable  z. 

Je  mène  donc,  par  un  certain  point  D3  de  la  synfocale,  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  x,  lequel  coupe  la  surface  suivant  la  section 
•fj'  et  j'ai ,  pour  tous  les  points  de  cette  section  , 

—  Y  —    "'■^' 
"  a- —  6' 

et  par  conséquent  la  valeur  correspondante  de  r  devient 


V^£=-6-/ 


■  b'-r 


avec  toujours  visiblement  c  <  Z,   ou     z  <    ^ ,^- 

On  aura  donc,  en  valeur  absolue, 


V  c- —  b 
r,   =  - 


'■{^■-^} 


poiu-  la  distance  d'un  certain  point  M  quelconque  de  la  section  yy'  an 
foyer  conjugué  F3.  En  opérant,  du  reste,  comme  on  vient  de  taire  ,  on 
trouvera  pour  la  valeur  constante  du  rapport  de  r^  à  r/^ 
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et  pour  la  somme  des  rayons  vecteurs  menés  d'un  même  point  M  (juel- 
conque  de  la  section  77'  aux  deux  foyers  conjugués  F,,  F'3, 

,  2CZ' 

valeur  constante  pour  tous  les  points  d'une  même  section  et  variant 
d'une  section  à  l'autre  proportionnellement  à  la  distance  az'  des  foyers 
conjugués. 

24.  Pour  obtenir  l'angle  de  la  normale  MN  à  la  surface  au  point  M , 
avec  le  rayon  vecteur  MF3,  prenons  les  projections  de  ces  deux  droites 
sur  le  plan  des  jcj-  et  sur  celui  desjz,  lesquelles  sont  : 


Pour  la  normale  MN. 


et  pour  le  rayon  vecteur  MF, 
en  observant  que  l'on  a 


—  •*'/  =  -T-'  (  r  - 

-JJ. 

-J.l> 

—  ^.  —  ^  (  r  - 

-y..^ 

^/ — z'  , 

2  -  ^,  =  ^iy-y.)\ 


jr'  =  o,     et 


'  à' — 6-        "^  c' —  b-  a- — b- 

pour  le  point  F, ,  d'où  résulte 


,        b^x^ 


On  voit  d'abord  que  la  normale  MN  et  le  rayon  vecteur  MF3  sont  situas 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  au  plan  des  .tj. 

Les  équations  du  deuxième  rayon  vecteur  MF  3  ne  différent  de  celles 
de  MF3  que  par  le  signe  de  z',  et  par  conséquent  le  plan  mené  par  la 
normale  et  par  MF3  contient  aussi  MF '3. 

De  plus,  si  l'on  calcule  exactement,  comme  au  n"  17,  la  tangente 
de  l'angle  que  fait  la  normale  avec  le  rayon  vecteur  MF3,  on  trouve 
une  valeur  qui,  changée  simplement  de  signe,  devient  la  tangente  de 
l'angle  de  la  normale  avec  le  ra\on  vecteur  MF,,  et  par  conséquent 
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encore ,  la  normale  j\IN  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  rayons 
vecteurs  MF3,  MF '3.  Donc  généralement  : 

Si  l'on  coupe  un  ellipsoïde  par  un  plan  perpendiculaire  soit  an  ^rand 
axe ,  soit  à  l'axe  mojen ,  ilj  a,  pour  chacune  de  ces  sections,  deux- 
jojers  conjugues  appartenant  à  lajocnle  située  dans  le  plan  du  plus 
grand  et  du  moyen  axes  ;  et  1°  la  soinme  des  rayons  vecteurs  menés 
d  un  même  point  (juelconque  de  chacune  de  ces  sections  aux  deux 
jojers  conjugués,  est  constante  ;  1°  la  normale  à  la  surface  en  ce  point 
de  la  section  est  dans  le  plan  des  mêmes  rajons  vecteurs  et  dii'ise  en 
deux  parties  égales  l'angle  de  ces  deux  droites. 

De  là  résulte  un  moyen  fort  simple  de  mener  un  plan  tangent  a  un 
ellipsoïde  par  un  point  M  donné  sur  ki  surface.  Comme  on  connaît  les 
deux  coordonnées  OP  et  OQ  de  ce  point,  on  déterminera  facilement 
celles  OP'  et  OQ'  des  foyers  conjugués  aux  deux  sections  perpendicu- 
laires So'  et  y/  passant  par  M;  puis,  menant  par  le  point  P'  une  pa- 
rallèle à  OZ  et  par  Q'  une  parallèle  à  OX,  le  point  N  où  se  coupent 
ces  deux  di'oites  appartient  à  la  normale  menée  par  M.  On  construira 
donc  la  droite  MN,  et  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  au  point  N 
sera  le  plan  tangent  cherché. 

23.  Enfin,  si  l'on  voulait  obtenir  la  focale  sur  le  plan  des  j^z,  c'est- 
à-dire  sur  le  plan  des  deux  plus  petits  axes  de  l'ellipsoïde,  il  n'y  aurait 
qu'à  changer  x'  en  z'  avec  a  en  c  et  c  en  a  dans  l'équation  1  F)  du 
n"  12.  On  obtient  ainsi  l'équation 


laquelle  représente  toujoiu-s  une  courbe  imaginaire.  Ainsi,  dans  le  plan 
des  deux  plus  petits  axes  de  l'ellipsoïde ,  il  nj  a  pas  de  Jocale,  ni  par 
conséquent  de  sjiifocale. 

26.  On  trouvera  des  résultats  parfaitement  analogues  poiu-  l'hjper- 
holoïde  à  une  nappe  en  appliquant  de  la  même  manière  les  formules 
générales  du  premier  paragraphe  à  l'équation  de  cette  sin-face 

a-  0'         c' 

ou  plus  simplement  encore  en  changeant  le  signe  de  c''  dans  toutes  les 
formules  relatives  à  l'ellipsoïde. 
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Oi)  voit  auisi  que,  clans  le  plan  des  jy,  c'est-à-tiire  clans  le  plan  des 
deux  axes  réels  de  la  surface,  la  focale  est  une  ellipse  qui  a  prjui 
soiiunels  lesjojers  des  deux  hjperboles  principales  et  pourjojers  ceux 
de  l'ellipse  de  gorge  ;  la  synfocale  est  une  autre  ellipse  qiù  a  pour  som- 
mets les  pieds  des  directrices  des  deux  hyperboles  principales ,  etc. ,  etc. 

Dans  le  plan  des  xz,  c'est-à-dire  du  plus  grand  axe  réel  et  de  l'axe 
imaginaire,  on  reconnaît  que  la  focale  est  une  hyperbole  qui  a  pour 
sommets  tes  jojers  de  l'ellipse  de  gorge,  et  pour  Jo)  ers  ceux  de  l  hy- 
perbole principale  situés  dans  le  même  plan  des  xz;  la  sykfocale  pj'/ 
une  autre  hyperbole ,  qui  a  pour  sommets  les  pieils  des  directrices  de 
l'ellipse  de  gorge ,  et  pour  asymptotes  deux  droites  Jormant ,  avec  cha- 
cune des  asymptotes  de  lajocale,  un  système  de  diamètres  conjugués  de 
l'hyperbole  principale  situés  dans  le  plan  des  xz. 

Les  plans  directeurs  sont  toujours  imaginaires  pour  cette  surface. 

f^nfni  il  n'y  a  ni  focale  ni  synfocale  dans  le  plan  dcsj'z,  c'est-à-dire 
dans  le  plan  du  plus  petit  axe  réel  et  de  l'axe  imaginaire. 

On  démontre  aussi ,  exactement  comme  pom'  l'ellipsoïde,  c\yi  il  existe, 
pour  chaque  section  de  la  surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'un 
des  axes,  \)ouv\{i  que  ce  plan  rencontre  u?ie  des  f  feux  synjocales,  deux 
points  d'une  Jocale ,  ou  foyers  conjugués,  tels  que  les  deux  rayons 
vecteurs ,  menés  d'uji  point  quelconque  de  la  section  à  ces  deux  foyers, 
donnent  une  sonune  ou  une  dijjérence  constante ,  suivant  que  la  section 
est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  et  que  la  normale  à  la  surface  au.  même 
point  de  la  section  est  toujours  située  dans  le  plan  de  ces  deux  rayons 
l'ecteurs,  et  divise  en  parties  égales  l'angle  de  ces  droites. 

27.   Pour  riivporboloïde  à  deux  nappes 

i.'  _  -L  _  !:  —  , 

a-  b--  c'  ' 

il  n'y  a  cpi'à  changer  de  signe  b'-  et  c-  dans  la  différence,  résidtats  olv 
tenus  pour  l'ellipsoïde. 

On  trouve  ainsi  que  lajocale  et  la  synjocale  sont  des  ellipses  sur 
le  plan  des  xy ,  c'est-à-dire  de  l'axe  réel  et  du  plus  petit  des  axes  ima- 
ginaires, et  des  hyperboles  dans  le  plan  des  xz,  c'est-à-dire  de  l'axe 
réel  et  du  plus  grand  axe  imaginaire. 
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Ces  deux  courbes  sont  imaginaires  dans  le  plan  des  deux  axes  ima- 
ginaires. 

Quant  aux  plans  directeurs,  ils  sont  réels  pour  chaque  point  de  la 
jhcale  située  dans  le  plan  des  xy ,  et  imaginaires  pour  celle  qui  est 
située  dans  le  plan  des  xz. 

Enfin,  pour  chaque  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'un 
des  axes,  il  existe  généralement  deux  foyers  conjugués  dont  les  pro- 
priétés peuvent  s'énoncer  comme  dans  le  cas  de  l'hyperboloïde  à  une 
nappe. 

28.  Si  nous  appliquons  nos  formules  générales  du  premier  para- 
graphe au  cône,  qui  a  pour  équation 


on  trouve  un  point  unique  pour  la  focale  et  la  synfocale  situées  dans  le 
plan  des  xj . 

Mais  dans  le  plan  des  xz,  c'est-à-dire  dans  le  plan  qui  renferme  l'axe 
du  cône  et  le  plus  grand  axe  de  la  base  elliptique,  on  trouve  deux 
droites  pour  la  focale  et  deux  autres  droites  pour  la  synfocale ,  les- 
quelles se  coupent  toutes  au  sommet  du  cône  et  jouissent,  en  outre, 
de  cette  propriété,  que  chaque  droite  synfocale  forme,  avec  une  des 
droites  focales,  un  système  de  diamètres  conjugués  d'une  hyperbole 
réduite  aux  deux  droites 

X-         z- 
a-  c- 

Tout  plan  mené  perpendiculairement  à  l'axe  du  cône,  ou  bien  au 
plus  grand  des  axes  de  la  base  elliptique,  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe  qui  a  pour  foyers  conjugués  deux  points  de  la  focale,  et  les 
rayons  vecteurs,  menés  de  ces  deux  foyers  à  un  point  quelconque 
de  la  section,  jouissent  de  toutes  les  propriétés  précédemment  énon- 
cées pour  les  autres  surfaces. 

29.  Au  lieu  de  se  servir  des  formules  générales  du  premier  para- 
graphe pour  obtenir  la  focale,  la  synfocale,  etc. ,  d'une  surface  donnée, 
on  pourrait  chercher  directement  la  focale  par  une  marche  qui  offre 
quelque  analogie  avec  celle  qu'on  suit  ordinairement  pour  obtenir  les 
foyers  d'une  courbe.  En  effet,  nous  avons  reconnu  que  chaque  point 
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«l'une  focale  jouit  de  cette  propriéto-,  que  l'expression  du  carré  de  la 
distance  de  ce  point  à  un  point  quelconque  de  la  suiface  est  décompo- 
sable  en  deux  facteurs  entiers,  rationnels  et  du  premier  degré  en  fonc- 
tion des  coordonnées  de  ce  dernier  point.  D'après  cela,  étant  donnée 
l'équation  d'iuie  certaine  surface,   celle  dun  ellipsoïde  par  exemple, 

(0  -  +  t;  +  -  =  ï  ' 

^    '  a'  b^  c- 

cherchons  le  point  ou  plutôt  le  lieu  de  tous  les  points  qui  satisfont  a 
cette  condition. 

Soient  x',  ^'j  z'  les  coordoiuiées  de  l'un  des  points  cherchés;  on 
aura 

(2)  r*  =  {x  —  x'J  -\-  [y  —  J'Y  +  (z  —  z'Y 

poiu'  la  distance  de  ce  point  à  un  point  quelconque  x,  j ,  z,  et  pour 
exprimer  que  c'est  un  point  de  la  surlace,  je  substitue  dans  l'équa- 
tion (2),  à  2  par  exemple,  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (0,  ce  qui 
donne 


(5)      r'  =  (.r 


(7-j':'^  +  (^\/^|-fi-^')'- 


Or,  pour  que  /■  soit  rationnel ,  il  faut  que  /^  le  soit,  ce  qui  exige  que 
z'  =  o,  et  par  conséquent  déjà  tous  les  points  cherchés  seront  sitiu'-s 
dans  le  plan  des  xj. 

On  aura,  d'ailleurs,  pour  la  valeur  de  r'^ . 

(4)    '''  =  -3^"  (  '  —  "i)  -t-^''  (  I  —  71)  —  "i-xx'  —  •>.yj'  -+-  x'^  +  ?■''—  c^. 

Or,  pour  exprimer  qu'iuie  quantité  de  la  forme 
(I)  kx"-  +  Bj^  +  Gr  +  Djr  +  E 

est  décomposable  en  deux  facteurs  entiers  et  rationnels  iSw  premier 
degré,  on  a  la  condition 

K  AD^  +  BC^  -  4ABE  =  o. 

Tome  VIII.  —  Mai  1843.  ^A 
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laquelle  devient  ici 

,..(,_'_)+...(,_£i)-(,_|)(,-^).x..  +  y=_c.'=o; 

d'où,  en  réduisant  et  ordonnant, 

JL f__  —  _  I 

c- —  6^         à' —  c-  ' 

équation  de  la  focale  de  l'ellipsoïde  située  dans  le  plan  des  xy. 
La  relation  K'  étant  satisfaite,  le  polynôme   I    devient 

et  partant,  on  a 

L  J  hM  a'—c'         à'  —  c-         ^{c'—b'){a'  —  c'}y 

et  chacun  de  ces  facteurs  égalé  à  zéro  donne  l'équation  d'un  système 
de  deux  plans  directeurs  correspondants  à  chaque  point  x'j'  que  Ion 
considère  sur  la  focale. 

En  ajoutant  et  retranchant  les  équations  des  deux  plans  directeurs, 
on  a 

a-x'  ^  b^x' 

^  = j  »         6*        ï   — i Â"- 


pour  déterminer  le  pied  de  l'intersection  de  ces  deux  plans. 

L'élimination  de  jc'  et  j'  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  fo- 
cale donne  la  synfocale. 

La  valeur  précédente  de  r^  peut  aussi  s'écrire 

'^    -  ^^-^  y"-  «^37^ j         ~î^  V  ^  c'-  i'j  ' 
et  toutes  les  propriétés  des  foyers  conjugués  et  des  rayons  vecteurs  se 
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démontreront  exactement,  comme  on  l'a  déjà  fait  aux  n"'  io  et  sui- 
vants. 

Si,  au  lion  de  sidjstitiier  dans  la  valeur  de /celle  (\e  z  tirée  de  l'équa- 
tion '  I  ),  on  avait  substitué  la  valeur  de  j-  ou  bien  celle  de  .r,  on  aurait 
obtenu,  pour  l'équation  de  la  focale  sur  le  plan  des  zjc  et  sur  celui 
des  s/,  exactement  les  équations  (F,)  et  (Fj),  que  nous  avons  trouvées 
aux  n°»  19  et  25. 

§  m. 

Propriétés-  des  focales ,  synfocales  et  plans  directeurs  dans  les  sur/aces  dénuées  de  centre 
et  particulièrement  dans  le  paraholoïde  elliptique. 

.'0.    L'équation  du  paraboluide  elliptique  étant  su ppo.sée  \Jig-  3) 


on  obtiendra ,  soit  en  substituant  dans  l'équation  générale  (ç)  les  valeurs 

L=o,     M  =  -,     T^=-^,     P  =  -i,     R=o, 
P  p 

soit  en  la  calculant  directement  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  l'équa- 
tion de  la  focale  située  dans  le  plan  des  x/, 

G  j'^  z=  (p  —  p')io.jc' —  p'k 

Nous  suj)poserons/?  >  p',  et  alors  on  voit  que  la  focale  du  paraboloïde 
elliptique,  située  dans  le  plan  de  la  parabole  principale  qui  a  le  plus 
grand  paramètre,  est  une  parabole  ayant  son  axe  dirigé  dans  le  même 
sens  que  celui  de  la  surface  et  suivant  la  même  droite.  Elle'a  son  som- 
met situé  à  une  distance —  de  l'origine,  et  par  conséquent  au  fbver  de 

la  parabole  principale  z"  =:  ap'x;  quant  à  son  foyer,  il  coïncide  avec 
celui  de  la  parabole  principale  j'  =  -ipx,  car  il  est  éloigné  de  l'ori- 

"ine  des  axes  de  - — ^  +  ^  ^  ^. 
^  222 

.>!.    On  obtient  de  la  même  manière,  poiu-  la  SMifocale, 


(H;  Y==  -^12X -(-«'), 


24.. 
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nouvelle  parabole  ayant  son  axe  dirigé  dans  le  même  sens  et  suivant  la 

même  droite  que  la  focale.  Son  sommet,  distant  de  l'origine  de ,est 

situé  au  pied  de  la  directrice  de  la  parabole  principale  z^  —  -zp'jc.  Si 
l'on  désigne  son  paramètre  par  P,  on  l'obtiendra,  et  par  conséquent 
son  foyer,  par  la  proportion/?  —  p'  ".  p  :  '.  p  :  P. 

En  considérant  un  point  x'j'  de  la  focale,  on  a,  pour  les  équations 
(les  plans  directeurs  correspondants , 

X  ±  Y^^  -  X'  +//  ±  jV^  =  o, 

lesquelles  sont  imaginaires.  Quant  à^'axe  directeur,  il  sera  déterminé 
par  les  deux  équations 


X  =  x'  —  p',      et     Y  = 


P—P' 


lesquelles  expriment  aussi  les  relations  entre  deux  points  conjugués  de 
la  focale  et  de  la  synfocale. 

32.   La  valeur  générale  de  r^,  fournie  par  l'équation   p)  du  n°  8,^ 
devient  ici 


.■^,f^'-^{r-0,)' 


Or,  soit  pris  xm  point  Fj  arbitrairement  sur  la  focale,  et  soit  Dj  le 
point  conjugué  de  la  synfocale;  si  par  ce  dernier  point  on  mène  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  OY,  on  aura,  pour  tous  les  points  de  la 
section  a«' ainsi  déterminés, 


J  =  --    "' 


P—P 

et  partant,  la  distance  du  point  Fo  à  un  point  quelconque  de  cette  sec- 
tion parabolique  sera 

r  =  =h  (x  —  .r'  +  p'). 
D'ailleurs  on  a  évidemment ,  pour  tous  les  points  de  cette  section  , 
a:  >  X     ou     X  >  x'  +  p', 
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et  partant,  en  valeur  absolue, 

1=  .X  -h  p  —  x'. 

Soitr/  la  distance  d'un  certain  point  M  de  la  section  a  à  l'axe  direc- 
teur coirespondant ,  on  aura 

H  =  x  —  \^x-hp  —  x',     et  partant     /■  =  d. 

Donc  généralement  tout  point  M  de  la  parabole  rj.  est  également  distant 
du  jnjer  conjugué  Y ^  et  de  l'axe  directeur  correspondant . 

53.   Cherchons  ensuite  l'angle  du  rayon  vecteur  MFj  avec  la  nor- 
male à  la  surface  au  point  M. 

Les  équations  de  cette  normale  sont 

[  X  -  x,=  -''-yz-  z,,. 


(MN)                                                        ,    ' 

Z/^J 

avec  la  relation 

-  +  -,  =  2JC,  ; 
P        P 

les  équations  de  MFj  seront 

/                                            ^, ^    : 

[x-x,^  -^  (z  - 

•2,), 

car  les  coordonnées  du  point  Fj  satisfont  aux  conditions 


3'  =  o,    f^^\^p-p'){ix'-p'),    et  7,=^^,. 

d'où  résulte 

_     '  —    P'^'     —  P'^' 
J  '      J        p — p'  p 

Ou  voit  d'abord  que  la  normale  MN  et  le  rayon  vecteur  MF,  sont 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  au  plan  des  jz. 
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D'ailleurs  V  désignant  l'angle  de  ces  deux  droites,  nous  avons 

(a  — a')Vi+ê= 

tang  V  =  -^^ T-~l- ' 

^  aa'-f-g'-hi 


a  =  —  '—.      Cf.'  = ,     et     §  =  '-^ 

Z  l'  z^  pz^ 

ini  donne 


tang  V  =  -^ ' --^~ — ^-jLl^  ; 

pp'{^,—^') 7,'  —  z'^; 

puis,  remplaçant  z^  par  sa  valeur  en  ,r ',  j'',  et  observant  que 

•^  '  p—p' 

on  a  enfin 


tans  V  = 


V>=z;  +/>"/,' 


PP 


en  supprimant  p'  +  x^  —  x' .  facteur  commini. 

Or  cherchons  l'angle  de  la  normale  MN  avec  l'axe  des  x.  et  pour 
cela  substituons,  dans  la  formule 

tangiNjT   = ,  ■ 

à  a  et  ê  leurs  valeurs,  et  nous  avons 

tang;Nx.  =  —  ^^  "'  '^f  •^-   —  _  tang  V. 

Donc  généralement  :  Si  par  un  point  M  (/ue/concjue  de  la  section  per- 
pendiculaire a  on  mené  un  rayon  vecteur  allant  aujoyerY^et  une 
parallèle  à  l'axe,  la  normale  à  la  snrjace  au  point  M  sera  dans  le  plan 
de  ces  deux  droites  et  fera  des  angles  égaux  avec  chacune  d'elles. 

54.  Soit  mené  par  le  même  point  D,  de  la  synfocale,  conjugué  au 
fover  F„,  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x.  et  admettons  que  ce 
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plan  coupe  la  surface;  la  ligne  d'intersection  sera  une  ellipse  c?',  et 
l'on  aura  pour  tous  les  points  de  cette  courbe, 

JC  ^=   X  r=   X'  —    p', 

et  par  conséquent  il  viendra  pour  les  valeurs  correspondantes  de  r, 

On  a  d'ailleurs,  pour  tous  les  points  de  cette  section, 

7'<Y,     ou      r<-^^^r 
et  par  conséquent,  en  valeur  absolue  , 

Or,  soit  d I  la  distance  du  même  point  M'  de  la  section  êo'  à  l'axe  direc- 
teur correspondant;  on  a  visiblement 


py 
et  par  conséquent , 


I  J       p  —  p'       ^  ' 


:-  =  v/; 


P 

p—p' 


Si  l'on  désigne  par  /'  la  distance  du  même  point  M'  au  deuxième 
foyer  conjugué  F'j,  on  aura 


et  par  conséquent  il  vient 

r  -f-  /■'  =  ar'  1/     ^^   ,■ 

•^  y  p~p 

ou  encore 

d 

r  -h  r   =;  2V    X  —  ' 

'■/ 

valeur  constante  pour  tous  les  points  d'une  même  section  et  variant 
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d'une  seclion  a  l'autre,  proportionnellement  à  la  distance  1)'  des  foyers 
conjugués. 

33.  Cherchons,  comme  précédemment,  l'angle  de  la  normale  au 
point  M'  avec  le  rayon  vecteur  M'F„.  Comme  on  a,  pour  le  point  Fj, 

z'  =z  o ,     et     x^  ^=  jc'  —  p', 

les  équations  de  M'Fo  sont 

{    X   —  JC,   =    —    ^,   {z    —    Zy, 

'M'F,;  } 

Les  équations  de  la  normale  étant  toujours  celles  du  n°  55,  on  voit 
d'ahord  que  la  normale  au  point  M'  et  le  rayon  vecteur  M'Fj  sont  dans 
un  même  plan  perpendiculaire  au  plan  des  xz.  Comme  il  en  serait  de 
même  du  rayon  vecteur  M'F'^,  la  normale  est  toujours  contenue  clans 
le  plan  de  ces  deux  rayons  vecteurs. 

Si  Ton  calcule,  comme  précédemment,  l'angle  Y  de  la  normale  M'N' 
et  du  rayon  vecteur  M'F^.  on  trouvera 

-i,-        {P — /'' >  V^2,' +p''. 
tane  \  =  — — '     ,    — ^—  ; 

ë  p'y- 

el  si  l'on  désigne  par  V  l'angle  de  la  normale  M'N'  avec  le  deuxième 
rayon  vecteur  M'F'^,  on  aura  visiblement 

tang  V  =  —  tang  V, 

et  par  conséquent,    la  normale  M'N'  divise  en   deux  parties  égales 
l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  M'Fj  et  M'F  „. 

56.  Cherchons  maintenant  fig.  4  les  résultats  analogues  sur  le 
plan  des  xz^  c'est-à-dire  sur  le  plan  de  la  parabole  principale  qui  a  le 
plus  petit  paramètre ,  et  pour  cela,  changeons  dans  les  formules  précé- 
dentes f  en  z  avec  p  en  p'  et  p'  en  p.  Nous  obtenons  ainsi  pour  l'équa- 
tion de  la  focale , 

t,G,)  z'^  =  —  [p-  p')i-ix'  —p), 


f 
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laquelle  est  une  parabole  ayant  son  axe  dirigé  suivant  celui  de  la  pa- 
rabole principale  Z"  =  ap'x,  mais  en  sens  contraire;  elle  a  d'ailleurs 
pour  sommet  le  foyer  de  la  parabole  principale  j^  =  2^;j:  et  pour  lover 
celui  de  la  première,  car  ce  point  est  distant  de  l'origine  de 


La  synfocale  a  pour  équation 
(^•.)  Z^=  --ii^i^X  +  D  , 

et  par  conséquent,  cette  courbe  est  aussi  une  parabole  ayant  son  axe 
dirigé  suivant  la  même  ligne  et  dans  le  même  sens  que  celui  de  la  fo- 
cale; elle  a  d'ailleurs  pour  sommet  le  pied  de  la  directrice  de  la  para- 
bole principale  j^r=  20^,  et  pour  demi-paramètre  F  =  -^.  quan- 

.        .  P—p 

lite  qui  se  construit  par  la  proportion 

P  —  p'  :  p'  ::  p:  F. 

57.  Les  plans  directeurs  ont  pour  équations 

X-f-Z'^ 


lesquelles  sont  toujours  réelles,  et  par  conséquent,  pour  chaque  point 
de  la  focale  jr'z'  il  existe  un  svstème  de  deux  plans  directeurs. 

On  a.  pour  déterminer  l'axe  directeur  ou  bien  pour  exprimer  les 
relations  entre  les  coordonnées  de  deux  points  conjucrués. 

P~p' 
et  par  conséquent .  pour  obtenir  les  plans  directeurs  correspondant i  a 
un  point  Fj  quelconque  de  la  focale,  on  construira  le  point  Dj  conjugué 
à  Fj ,  puis  par  ce  point  on  mènera  des  parallèles  aux  deux  droites  DL . 
DL',  dont  les  équations 

X  =  it  Z  v/^^  -  ^, 
y      p  a 

Tomu  VIU.  -  Mai  i9^3.  ► 
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s'obtiennent  en  Jaisant 

z^  ^  o,      et     a:    =:  -I 

rians  les  précédentes. 

38.   Nous  avons  ici ,  pour  la  valeur  générale  du  rayon  vecteur, 

,■■  =  ijc  —  x'  -+-  pf  —f'~P  [z  -\ -^—)  ■ 

^  ^  p    \       P—PJ 

Si  dans  cette  valeur  on  posait  jt  =  x'  —  /j,  toutes  les  valeurs  cor- 
respondantes de  /seraient  imaginaires;  et,  en  effet,  aucun  plan  mené 
par  un  point  quelconque  de  la  svnfooale ,  perpendiculairement  à  l'axe 
Ox  ,  ne  peut  rencontrer  la  surface. 

Mais  par  le  point  D,  de  la  synfocale,  conjugué  au  foyer  Fj,  menons 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  Oz-,  ce  plan  coupera  le  paraboloïde 
suivant  une  parabole  a,  pour  chaque  point  de  laquelle  on  aura 


P—P 


et  partant  il  vient,  pour  la  distance  d'un  point  quelconque  de  cette 
coin-be  au  foyer  Fj, 

r  z=  jc-  —  x'  +  p. 

Soit  d  la  distance  d'un  point  M  quelconque  de  cette  même  section 
à  Taxe  directeur  correspondant;  on  a 

d  ^  X  —  X  =  .r  —  j:'  -I-  p.     et  partant,     /•  =  d. 

Donc  :  Tous  les  points  d'une  même  section  quelconque  ,  Jaite  par  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  Oz,  sont  également  distants  dujbjer  con- 
jugué et  de  l'axe  directeur  correspondant. 

On  démontrera  d'ailleurs,  en  opérant  exa'.  tenient  comme  au  n°  55, 
que  la  normale  à  la  surface ,  en  un  point  M  quelconque  de  la  section  a, 
divise  en  deux  parties  égales  l'angle  formé  pdr  le  rayon  vecteur  MF^ 
et  une  parallèle  à  l'axe  menée  par  le  point  M. 

59.   Pour  obtenir  les  résultats  correspondants  dans  le  paraboloïde 
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liyperbolicjue 

il  siilfira  de  changer  le  signe  de  p'  dans  toutes  les  formules  relatives  au 
paraboloïde  elliptique,  et  l'on  verra  ainsi  que,  sur  le  plan  des  o-j^,  la 
focale  est  une  parabole  qui  a  pour  sommet  le  foyer  de  la  parabole 
principale  z^  =  —  9.p'x  et  pour  foyer  celui  de  l'autre  parabole  prin- 
cipale ^*  =  ipx;  et  la  synfocale  une  autre  parabole,  ayant  son  axe 
situé  sur  la  même  droite  et  dirigé  dans  le  même  sens  que  celui  de  la 
focale,  ayant  d'ailleurs  pour  sommet  le  pied  de  la  directrice  de  la  pa- 
rabole z^  =  —  2p'jc,  et  pour  demi-paramètre  P  =  —^ — ; 

Sur  le  plandesxz  la  focaleest  encore  une  parabole  qui  a  pour  sommet 
le  foyer  de  la  parabole  principale  y^  =  '^p^,  et  pour  foyer  celui  de  la 
deuxième  parabole  principale  z^  ^  —  2p'x;  la  synfocale  est  aussi  une 
parabole  qui  a  pour  sonuuet  le  pied  de  la  directrice  de   la  parabole 

X^^  ipjc,  et  pour  demi-paramètre  P  =  — — -, 

Les  plans  directeurs  sont  toujours  imaginaii'es 

On  reconnaît  enfin  que,  si  par  un  point  quelconque  d  luie  synfocale 
on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  trois  axes  des  coordonnées 
qui  coupe  la  surface,  il  y  aura  pour  cette  section  un  point  ou  bien 
deux  points  de  la  focale,  suivant  qu'elle  sera  une  parabole  ou  une 
hyperbole,  jouissant  de  toutes  les  propriétés  ordinaires  desjoj-fn  con- 
jugues. 

40  Si  l'on  applique  les,formules  générales  d  u  premier  paragraphe  au 
cylindre  à  base  elliptique  ou  hyperbolique 

ou  bien  au  cylindre  à  base  parabolique 

on  trouve  pour  focale,  dans  le  premier  cas,  deux  droites,  et  dans  le 
second,   une  seule,  parallèles  à  Taxe  du  cylindre  et  passant  par   les 

2j.. 
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foyers  de  la  base;  on  trouve  pareillement  pour  synfocales  deux  droites 
dans  le  premier  cas  et  une  dans  le  second ,  parallèles  à  l'axe  et  passant 
par  les  pieds  des  directrices  de  la  base. 

Dans  l'un  comme  dans  l'autre  cas,  les  plans  directeurs  sont  imagi- 
naires. 

Si  l'on  cherche  les  propriétés  des  rayons  vecteurs,  comme  les  points 
conjugués  de  la  focale  et  de  la  synfocale  sont  situés  sur  une  même  pa- 
rallèle à  l'axe  de  la  base,  on  retombe  sur  les  propriétés  connues  des 
foyers  et  des  directrices  des  lignes  du  deuxième  ordre. 

il.  Concluons  de  cette  discussion  une  remarque  générale:  c'est  que 
pour  toutes  les  surfaces  du  deuxième  ordre  qui  admettent  une  généra- 
trice rectiligne ,  tous  les  systèmes  de  plans  directeurs  sont  constamment 
imaginaires,  tandis  que  pour  chacune  des  trois  surfaces  non  suscep- 
tibles d'être  engendrées  par  une  ligne  droite,  V ellipsoïde ,  l'hjperbo- 
loide  à  deux  nappes,  et  !e  paraholoiile  elliptique  ,  il  existe  pour  chacun 
des  points  d'une  seule  focale  un  système  de  deux  plans  directeurs  tou- 
jours réels. 

§  IV. 

Jppiication  de  la  théorie  des  focales  h  la  discussion  d'une  surface  du  deuxième  ordre 
donnée  par  son  équation. 

4i\i.  Soit  l'équation  générale  du  deuxième  degré  entre  trois  va- 
riables, 


(A) 


A.r^  -h  A'jr^-t-  A"i-^  +  iHjz  -h  Q.B'xz  +  ■îWxj 

-+-  iCx  -h  iC  Y  +  aC"z  +  D 


Cherchons  si,  sous  cette  forme,  la  surface  représentée  par  cette  équa- 
tion admet  une  ou  plusieurs  focales.  Or  l'équation  (3)  du  n"  4  repré- 
sente toutes  les  surfaces  qui  admettent  des  foyers;  cherchons  donc  si 
l'on  peut  déterminer  lui  ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  des  quantités 
h,  III,  m',  n,  fi',  />,  p',  x',  j'  et  z',  qui  rendent  l'équation  (3)  identique 
avec  l'équation  donnée  A).  Pour  cela,  multiplions  l'équation  (3)  par 
un  facteur  indéterminé  s,  puis  identifions  avec  (A),   nous  aurons  les 
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relations  : 

{a)       s{\  —  h)  —  k,      s{\  —  hmm')  =  A' ,       ^(i  —  /'"«')  =  A"; 
sh(mn'  -+-  m'n)  =  —  2B,     sh  [n  -f-  n')  =  —  2B', 


(  sk  (m  +  m')  =  —  2B"; 

/  s[2x'  -hh(p  +  p'  ]  =  —  aC ,     s[ay-i-h [mp'  +  m'p)]  =  —  iC! . 
^  ^    \    .  s[iz'  +}n  np'  -I- /3 '«)]  =  — 2C"; 

(rf)  sfx'^  +  j"  +  z"  -  hpp')  =  D. 

43.  Nous  avons  ainsi  r//\r  équations  entre  onze  infléterminées.  Les 
.six  premières  donneront  généralement  les  valeurs  des  six  inconnues  s , 
h,  m,  m',  n  et  m';  celles-ci  étant  substituées  dans  les  quatre  dernières, 
on  pourra  déduire  de  deux  des  équations  (c)  la  valeur  depet  p',  les- 
quelles étant  substituées  dans  la  troisième  équation  (t),  donneront  une 
équation  du  premier  degré  en  Jc',y,  z',  laquelle  sera  celle  d'un  pla/i 
focal. 

Or  on  tire  de  la  première  des  équations  [a), 

sh  =^  s  —  A, 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  les  deux  autres  équations  (rtl,  ainsi 
que  dans  les  équations  (Ai,  on  a 

i^— A' 
mm   =  -, 
s— A 
2B" 
m  +  m'  =  — -, 
s  —  A 

et  il  s'agit  d'éliminer  m,  in\  n  et  n'  entre  ces  cinq  équations.  On  y  peut 
arriver  de  plusieurs  manières  :  d'abord  j'observe  que  si  l'on  a  deux 
équations  du  deuxième  degré  de  la  forme 

(/)  j»  -  Hj  +  K  =  o,     et     z'  -  H'z  +  K'  =  o, 

on  peut  former  une  équation  en  (t)  dont  les  racines  soient  les  sonuiies 
des  produits  2  à  2  des  racines  de  ces  deux  équations.  Soit  posé 

t  =  j'z"  +  z'j", 


r  — A" 

s—k  ' 

2B' 

•-A' 

mil'  -i-  m'n  =-  - 

2B 

>  — A 
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on  aura 

i 

T 

t^  -  HH7  + 

KH'^ 

+  YJW 

•■  -  4RR'  =  0 

Je  pose 

donc 

H  = 

m  -1-  ;n'  =  — 

2B" 

,     H'  = 

fi    1    d'  —   _ 

2B' 

$ 

—  A 

R  = 

mm  ^ , 

R'  = 

s— A." 
nn    = -' 

et  j'ai 


2B 

/  =:  mil    -h  m  n  = -> 

s  —  A 


valeurs  qui ,  étant  suijstituées  dans  l'équation  (T  ,  nous  donnent 

_4£_  _^  8BB'  B"        4B"(:;— A')         4B"^(^  — A")  _  4(^  — A')(j— A")  _ 
1/— A)=  "^  (s—Aj^  "^         s  —  xy       '  {s—AY  (^  —  A)^  ~  °  ' 

d'où  l'on  déduit 

/  i» -(A  +  A'-t- A")i^+(AA'+AA"+A'A"-B--B'=-B"-;JJ 

(  -  (AA'A"  +  aBB'B"  -  AB^  -  A'B'=  -  A"B"=)  ;      °' 

équation  connue.  M.  Cauchy  a  prouvé  directement  qu'elle  a  toujours 
ses  trois  racines  réelles;  or  il  peut  y  en  avoir  une.  ou  même  deux 
égales  à  zéro,  mais  elles  ne  le  sont  jamais  toutes  les  trois  ensemble, 
car  si  l'on  avait  en  même  temps 

A  -h  A'  +  A"  =  o.     et     AA'  -+-  AA"  +  A'A"  -  B^  -  B'=  -  B'^  =  o , 

nn  en  déduirait 

A=  +  A'^  +  A'^  -+-  iB^  H-  iB'^  ^  iB'  =  0, 
d'où 

A  =  o ,     A'  =  o ,     A"  =  o ,     B  =  o ,     B'  =  o ,     B"  =  o , 

et  partant  l'équation  proposée  cesserait  d'être  du  deuxième  degré. 

Mais  pour  effectuer  autrement  l'élimination  de  m,  m',...  entre  les 
équations  [e),  j'observe  que  ces  équations  donnent  les  sommes  des 
([uantités  m  et  m',  n  et  n\  mn'  et  m'n  en  fonction  de  s,  et  qu'il  est  aisé 
d'en  déduire  les  valeurs  des  différences  des  mêmes  quantités.  Or,  étant 


I 
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(tonnées  Les  trois  J raclions 

m        n  mn' 

—  ,     -,     et    —r-i 

m         n  mn 

si  l'nnjnnnc  les  trois  suivantes 

m-i~m'        n+n'       mn'-^-m'n 
m  —  m        n — n'       mn' — m'n 

le  produit  de  la  première  par  la  somme  des  deux  autres,  diminué  du  pro- 
duit des  deu.v  dernières,  est  toujours  égal  à  l'unité  \*].  On  a  donc 


«'  /«  ■+-  n'         mn'  ■+-  m'n\  n  -{-  n'  mn' -^  m'n 

,  H ; ;- ;  X  — ; r 

1    \n  —  n         mn  — mnj         n — n  mn — mn 


OU  bien 


.  ^^       (m +  /«')  («  +  /î')         (m  + m')  {mn'-h  m'n)        [n +n' )(mn' -h  m'n) 
(m — m')[n  —  n')         [m  —  m')(mn' — m'n)        («'  —  n)(mn'  —  m'n) 

Or  on  déduit  des  équations  i^e)  : 

,  /  /  4B'B" 

■'  (^— A)' 

,  ,    s  4BB" 

m  -h  m     inn  -+-  m  n  )  =  t-î — -r-» 
[n  +  n  )(mn  -\- mn}  — 


m  —  m'  (n  —  n')  =  [m  -h  m') (n  -h  n'  )  —  1 1 mn' -^  m'n 
_  4[B'B"  +  B(;f— A)l 

~  (^  — A)' 

mn'  —  m'n)  m  —  m')  =  [mn'-i-m'n/m-\-m'  —imm'  n+n'  ) 
_4[BB"  +  B^(5-A0] 
(.-A)' 

inm'  —  m'n)  (n'  —  n)  =  {inn'-\-mfn){n-*-n')  —  inn'  m-^-m' 
_4[BB'-)-B"(f— A")]. 
-  (.-A)' 

[*]    Ce  théorème,  donné  ici  sans  démonstration ,   a  été  généralise  et  cléniontn-  par 
M.  Caucby.  (Foir  le  Rapport  de  M.  Cauchy,  Note  VTI'.) 
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et  si  Ton  substitue  toutes  ces  valeurs  dans  l'équation   t»  ,  on  a  enfin 

B'B"  BB"  BB' 


(S, 


B'  B"  +  B  (j  —  A)         BB"  +  B'  {s  — A)        BB'  +  B"  {s  —  A) 


équation  qui  n'est  autre  que  l'équation  Vi;  mais  on  l'obtient  ainsi  im- 
médiatement sous  la  forme  remarquable  que  lui  a  donnée  M.  Jacobi, 
et  (jui  met  en  évidence  la  réalité  de  ses  trois  racines. 

i  i.  Supposons  donc  que  l'on  ait  déduit  de  l'équation  i^,  une  racine 
réelle  et  différente  de  zéro,  i-  r=  ^?,  ;  on  aura  d'abord 

s, 

puis  on  déduira  les  valeurs  correspondantes  de  t?i,  m',  n  et  n'  des  quatre 
premières  équations  (e),  et  l'on  aura  visiblement  pour  chaque  valeur 
de  s  un  système  unique  de  valeurs  de  h,  m,  tji'.  n  et  n'. 

Or,  pour  un  quelconque  de  ces  systèmes,  les  deux  dernières  équa- 
tions [c)  donneront 

'  h{mn' — nm')'  "  h{mn' —  nm' )' 

en  posant ,  pour  abréger, 

C                                     C 
Ji^j'^ — 5      et     z.  ,=  z'h 


Posant  pareillement 


X I  =^  X    -^  -, 


et  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  [Ci,  on  a 
jc^  {mn'  —  m'n)  -i-  j,{n  —  n')  -h  z,  (m'  —  m)  =  o , 
ou  bien 


C" 

z    H 


(m — "''){n  —  n')        [mn' — m'n)  [m  —  m')         [mn'  —  m'n)[n' — n) 
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oti  enfin,  d'a])rès  les  relations  du  numéro  précédent, 


C  ,       C  ,        C" 


"  B'B"-f  Bf;t  — A)         BB"-f-B'(î  — A')         BB' H- B"  (,î  —  A"  ) 


^  O. 


Cette  équation,  pour  chaque  valeur  de  i  réelle  et  différente  de  zéro, 
représente  un  plan  focal,  et  l'on  voit  immédiatement  que  tout  pUin 
représenté  par  l'équation  générale  g  est  un  plan  diainétial  priitciidl 
de  la  surface.  Car,  soit  pris  ce  plan  pour  l'un  des  plans  coordonnés, 
par  exemple  pour  plan  des  xy,  il  faudra  que  l'on  ait  z'  =  o,  quels 
que  soient  x'  et  y' ,  ce  qui  exige  que 

C  "  ^o,     B  =  o,     et     B'=o.' 

4a.  Supposons  que  l'on  ait  déterminé  une  des  trois  valeurs  de  s, 
en  fonction  des  coefficients  A,  A',...,  B";  l'équation (3)  du  n°  4,  multi- 
pliée par  cette  valeur,  sera  identique  avec  l'équation  (A)  du  n"  42,  et 
ces  deux  équations  resteront  identiques,  quel  que  soit  le  système  d'axes 
de  coordonnées  auquel  on  les  rapporte  simultanément.  Or  les  axes  de 
coordonnées,  pour  lesquels  l'équation  A)  prend  la  forme 

(L)         Lx^  +  Mj-  +  Nz-  4-  iVx  -+-  aP'j  +  -iV'z  +  D  =  o, 

donnent  nécessairement 


et  par  conséquent,  l'équation  (i)  étant  supposée  rapportée  au  même 
système  d'axes,  on  aura,  pour  les  équations  de  condition  ^a), 

j(i-A)  =  L,     .ç(i  +  A/n*)  =  M,     .y=N. 

Donc  le  coefficient  N  est  précisément  l'une  des  trois  racines  de  l'équa- 
tion (s).  A  cause  de  la  symétrie  de  l'équation  (L),  on  a  visiblement 

L  =  5,,     M  =  .y,,     N  =  S3. 

Donc  généralement  :  Etant  donnée  une  équation  quelconque  du 
deuxième  degré  entre  trois  variables ,  si  l'on  forme  l'équation  [s  .  les 
trois  racines  de  cette  équation   v,,   s^.  s^  expriment  les  valeurs  des 
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coefficients  des  carrés  des  variables  que  l'on  obtiendrait,  en  chaji^eanf 
la  direction  des  axes ,  par  les  formules  de  la  transformation  des  coor- 
données, de  manière  que  l'équation  de  la  surface  proposée  fiit  débarras- 
sée des  rectangles  des  variables. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'équation  [s.)  a  une  ou  bien  deux  racines  égales 
à  zéro ,  i'équation  de  la  surface  ramenée  à  la  forme  L  ne  contiendra 
que  deux  ou  bien  un  seul  des  carrés  des  variables. 

46.  D'après  cela ,  étant  donnée  une  équation  quelconque  du 
deuxième  degré  entre  trois  variables,  pour  reconnaître  quelle  surface 
elle  représente  et  déterminer  compléteoient  cette  surface,  nous  com- 
mencerons par  former  l'équation  [s]  et  nous  distinguerons  trois  cas. 
suivant  que  l'on  aura 

1°.   Les  trois  valeurs  de  s  différentes  de  zéro; 

2".   Une  seule  des  valeurs  de  s  égale  à  zéio; 

3°.  Deux  des  valeurs  de  s  égales  à  zéro. 

Dans  le  premier  cas,  si  l'on  suppose  l'équation  ramenée  à  la  forme 
(L),  elle  renfermera  les  trois  carrés,  et  par  conséquent  la  surface  sera 
un  ellipsoïde  qui  pourra  se  réduire  à  un  point  ou  devenir  imaginaire  j 
un  hjperboloïde  à  une  ou  à  deux  nappes ,  enfin  u?i  cône. 

Dans  le  deuxième,  soit 


L  ^   o, 

et  l'équation  de  la  surface  pourra  être  ramenée  à  la  forme 

Mj-  -H  Nz=  +  iVx  +  R  =  o , 

et  par  conséquent  la  surface  sera  Vun  des  deux  paraboloides ,  un  cylindre 
à  hase  d'ellipse  ou  d'hjperhole ,  ou  enfin  deux  plans  qui  se  coupent. 
Dans  le  troisième  cas,  soient 


L  =   0,      M   =   G, 
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et  l'équation  pourra  être  ramenée  à  la  forme 

Nz^+  2P.r  -I-  R  =  G, 

et  par  conséquent  la  surface  ne  pourra  être  qu  m«  cyUivlie  païaho- 
li(jHe ,  un  syslènie  de  deux  plans  parallèles,  ou  un  plan  unique. 

47.  Pour  distinguer  maintenant  ces  différentes  variétés,  nous  trans- 
|)orterons  les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à  eux-mêmes  en  \\\\ 
certain  poinl  de  l'espace  (x^,^,,  z,),  et  l'équation    A   deviendra 

/  kx'^  +  A'j^  -I-  A"z.^  -+-  aBj-z  +  aB'xz  -+-  7.B" xj  1  _ 

en  posant ,  pour  abréger, 

C,  =  A:r,  -t-  B"j,-h  B'z,  +  C, 
C;  =  B"x, -+-  k'j,  +  Bz,  +  C, 
c;  =  B'x,  -h  Bj,  -I-  A"z,  +  C", 

D,  =  Aa?,* +A'jf  +  A"z,^+  2Bj,z,-f- 2B'j:,z, 
+  iWx,j,  +  2C;.r,  +  aCy,  +  aC'z'  +  D. 

Si  nous  posons  les  trois  équations 

(C)  C,  =:  o,     C|  =  o ,     C"  ^  o, 

les  valeurs  qu'on  en  déduira  pour  x „  y,,  z,  seront  les  coordonnées  du 
centre  de  la  surface. 

Dans  le  cas  où  les  trois  valeurs  de  s  sont  différentes  de  zéro,  les 
équations  (C)  donneront  pour  x,,  j, ,  z ,  un  système  luiique  de  valeurs 
finies,  et  réciproquement;  car  toutes  les  surfaces  de  celte  première 
classe  sont  douées  tl'iui  centre  unique. 

Les  coordonnées  du  centre  étant  auisi  calculées,  on  les  substituera 
dans  D„  et  il  peut  arriver  qu'elles  donnent  D,  =  o.  Alors  la  surface 
sera  un  point  unique  ou  un  cône;  elle  sera  un  point  si  les  trois  valeurs 
de  s  sont  de  même  signe,  et  un  cône  s'il  y  en  a  une  de  signe  contraire 
aux  deux  autres. 

Dans  le  cas  ou  les  coordonnées  du  centre  rendront  1\  différent  de 

26.. 


2o4  JOURNyVL  DE  MATHÉMATIQUES 

zéro,  l'équation  de  la  surface  deviendra 

Ar^  -f-  Ay*  +  A"z*  +  aBfz  -l-  iB'acz  -+-  i^'xj  +  D,  =  o; 

et  si  l'on  donne  aux  axes  de  coordonnées  une  direction  convenable , 

s^x"^  +  s^y"^  +  s-^T?  +  D,  =  o. 

Par  conséquent,  en  désignant  par  rt,  h,  c  les  longueurs  des  demi-axes, 
on  aura 

2  _    _    D,  /,2  _    _    £/  2    —   _    £' 

Si  s,  s, 

et  l'on  distinguera  l'espèce  de  la  surface  d'après  le  nombre  des  racines 
de  l'équation  {s)  qui  seront  de  même  signe  que  D, ,  savoir  :  aucune,  el- 
lipsoïde; une  seule,  hjperholoïde  à  une  nappe;  deux,  Jijperholoïde  à 
deux  nappes;  toutes  trois,  swjace  imaginaire. 

Quant  à  la  direction  des  axes,  l'équation  {s)  étant  supposée  résolue, 
on  substituera  successivement  les  trois  valeurs  J,,  s^,  s.^  dans  l'équa- 
tion générale  (g  ,  et  l'on  aura  les  trois  plans  diamétraux  principaux 
qui  se  couperont  deux  à  deux  suivant  trois  droites  dont  la  direction 
sera  celle  des  axes  de  la  surface. 

4-8.  Passons  au  cas  où  l'équation  {s)  a  une  seule  de  ses  racines  égale 
à  zéro. 

Si  la  surface  consiste  en  deux  plans  qui  se  coupent,  un  point  quel- 
conque de  la  ligne  d'intersection  peut  être  considéré  comme  un  centre, 
et  par  conséquent  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ces  points 
doivent  vérifier  à  la  fois  les  trois  équations  C)  et  donner,  en  outre, 

D,  =   o. 

Donc,  si  l'on  attribue  à  l'une  des  trois  inconnues  J^„  _/„  z,  une  valeiu- 
arbitraire  quelconque ,  on  déduira  de  deux  des  équations  fC)  des  valeurs 
finies  et  déterminées  pour  les  deux  autres  inconnues,  et  ces  trois  va- 
leurs devront  vérifier  la  troisième  équation  (G)  et  donner 

D,   =   o. 
La  ligne  d'intersection,  ainsi  que  la  direction  des  deux  plans,  s'ob- 
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tiendront  eu  substituant  successivement  les  deux  valeurs  de  .<t  dans 
l'équation  (g),  laquelle  donnera  ainsi  les  deux  plans  bissecteurs  des 
angles  formés  par  les  plans  contenus  dans  l'équation  donnée. 

Si  la  surface  est  un  cylindre  ;i  base  elliptique  ou  hyperbolique,  un 
point  quelconque  de  l'axe  peut  être  considéré  comme  un  centre;  et 
par  conséquent  encore,  si  l'on  attribue  à  l'une  des  trois  inconnues 
^njij  ^1  "ne  valeur  arbitraire,  on  déduira  de  deux  qTielconques  des 
équations  (Ci  des  valeurs  finies  et  déterminées  pour  les  deux  autres,  et 
le  système  des  valeurs  de  .r^,  j-^,  z^  ainsi  déterminé  vérifiera  la  troi- 
sième équation  (C),  mais  donnera  D^  différent  de  zéro. 

Ce  point  étant  pris  pour  origine  des  coordonm-es,  l'équation  flu  cy- 
lindre pourra  le  ramener  à  la  forme 

s'ij"'  +  ^3^'  +  D,  =  o  5 

et  par  conséquent,  on  aura  pour  les  valeurs  des  demi-axes  de  la  base 

^2  __    _  D,  2  __   _  D, 

laquelle  sera  donc  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  luie  courbe  imagi- 
naire, suivant  que  les  deux  valeurs  de  s  seront  toutes  les  deux  de  signe 
contraire  à  D„  une  seule  ou  toutes  les  deux  de  même  signe. 

Quant  à  la  direction  de  l'axe  du  cylindre,  elle  sera  doruiée  par  la 
combinaison  de  deux  quelconques  des  équations  (G);  puis,  substituant 
successivement  les  deux  valeurs  de  s  dans  l'équation  du  plan  focal  i^g), 
on  aura  deux  plans  dont  l'intersection  sera  l'axe  principal  de  la  base 
du  cylindre. 

49.  Enfin,  si  l'équation  proposée  représente  l'un  ou  l'autre  des 
deux  paraboloides ,  il  n'existe  aucun  point  que  l'on  puisse  considérer 
comme  un  centre,  et  par  conséquent  chacune  des  équations  (C,,est  in- 
compatible avec  les  deux  autres.  Réciproquement,  on  reconnaîtra  que 
la  surface  est  un  paraboloule  lorsque,  avec  une  seule  valeur  de  s  nulle, 
on  aura  une  ou  plusieurs  des  valeurs  de  .r,,  j,,  z,  infuiies. 

Si  l'on  suppose  la  surface  rap|)ortée  à  son  axe  et  à  son  sonunet. 
l'équation  sera  de  la  forme 

s^j-  -I-  j,z"  +  aQor  =  o; 
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et  par  conséquent ,  suivant  que  s^  et  s^  seront  de  même  signe  ou  de 
signe  contraire  ,  le  paraboloïde  sera  elliptique  ou  hyperbolitjue. 

Pour  déterminer  la  surface  ,  nous  avons  d'abord  l'axe  par  les  deux 
équations 

V^'  -\-  \y'  -h  Y"z'  =  T, 
V.r'  -^  V;j'  +  V>'=  T,, 

que  nous  obtenons  en  substituant  successivement  à  s  les  deux  valeurs 
ij  et  Sj  dans  l'équation  générale  (g). 

Transportons  maintenant  les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à 
eux-mêmes  en  un  certain  point  de  l'axe  (pris  arbitrairement,  pourvu 
que  ce  ne  soit  pas  le  sonmiet  de  la  surface) ,  et  soit 

Ajc'^  -r-  A'r''  +  A"z^  +  aB/z  -i-  7.B'œz  -+-  ^B'^xj 
-+-  2C,ar+  2C[  y  +  -iC  z  +  D,  =  o 

l'équation  de  la  surface  rapportée  à  ces  nouvelles  coordonnées. 

Or,  soient  a,  o,  y  les  coordonnées  du  sommet,  ce  point  étant  sur 
l'axe  et  ses  coordonnées  réduisant  nécessairement  l'équation  de  la  sur- 
face au  premier  degré,  on  obtiendra  celles-ci  en  résolvant  les  trois 
équations 

i    \a  -4-   V'ê  +  V'y   =  o. 

(a)      "  '  v,a+  v;ê+  v';7  =  o, 

j  2C,a  +  -ic;  g  +  2C;'7  =  -  D,  ; 

et  par  conséquent  elles  seront  de  la  forme 

D.TJ  ^         D,U'  Dlj" 

^•  =  -r'    ^  =  1^'    ^  =  -R- 

On  a  donc,  en  désignant  par  (?la  portion  de  l'axe  comprise  entre  l'ori- 
gine des  coordonnées  et  le  sommet  de  la  surface, 


D,  vU'+U"4-U"' 


R 


Supposons  ensuite  que.  sans  déplacer  l'origine,  nous  changions  la 
dnection  des  axes  de  coordonnées  de  manière  que  les  a-  soient  comp- 
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tées  sur  l'axe  de  la  surface,  l'éqiiarion  de  celle-ci  deviendra 

s-,  j-  +  ^32^+  tkQx  -K  D,  —  o , 
et  par  conséquent ,  si  l'on  fait 

r  —  o,     z  —  o, 
on  aura 

aOr?  +  D,  =  o,      d'où     Q  =  -  ?^  = -^   ^ 

On  aura  donc  pour  les  valeurs  des  paramétres  de  la  surface 

2Q                       R                        ^            2Q  R 

—  et ^  = 


U,  U',  U"  et  R  étant  des  quantités  qui  se  calculeront  aisément  par  le 
moyen  des  équations  (a). 

oO.  Passons  au  troisième  cas,  celui  où  l'équation  générale  ^y  a  deux 
de  ses  racines  égales  à  zéro. 

Si  l'équation  proposée  représente  un  plan  unique,  un  point  quel- 
conque de  ce  plan  peut  être  considéré  comme  im  centre,  et  par  consé- 
quent les  équations  iCj  doivent  se  réduire  à  une  seule;  et  de  plus,  si 
l'on  donne  à  deux  des  inconnues  JC,,j^,,  z,  des  valeurs  arbitraires,  f)n 
déduira  de  l'équation 

C,  =   o 

par  exemple,  une  valeur,  finie  pour  l'autre  incoimue  ,  et  ce  système  de 
valeurs  rendra 

D,  =   o. 

Si  l'équation  proposée  représente  un  système  de  deux  plans  parallèles, 
on  peut  considérer  comme  un  centre  tout  point  d'un  plan  parallèle  à 
ceux-ci  et  également  distant  de  chacun  d'eux.  Donc  encore,  dans  ce  cas. 
les  trois  équations  doivent  se  réduire  à  une  seule,  et  si  l'on  attribue  à 
deux  des  inconnues  a\,  y ,,  z,  des  valeurs  arbitraires,  on  aura  pour  la 
troisième  une  valeur  finie  et  déterminée,  mais  ce  système  de  valeurs 
rendra  I),  différent  de  zéro. 
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Supposons  le  point  ainsi  déterminé  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées; l'équation  deviendra 

Ajt*  -i-  A'j-  -+-  A"s^  -I-  aB^-z  -+-  aB'xz  -^  iB'x^  +  D,  =  o , 

et  pour  une  direction  convenal>ledes  axes  de  coordonnées,  elle  pren- 
dra la  forme 

S;,z-  -h  D,  =  o,     d'où     z  =  —  V "' 

valeur  réelle  ou  imaginaire  suivant  que  D,  et  s^  seront  de  signe  con- 
traire on  de  même  signe.  • 

-51.  Enfin,  si  la  surface  est  un  cylindre  à  base  parabolique,  il 
n'existe  aucun  point  que  Ion  puisse  considérer  comme  un  centre,  et 
par  conséquent  les  trois  équations  :C  i  sont  incompatibles  deux  à  deux, 
et  réciproquement. 

Si  l'on  substitue  la  valeur  de  s  dans  l'équation  générale  i  g  .  on  aura 
le  plan  diamétral  principal.  On  pourra  transporter  l'origine  des  coor- 
données en  un  point  quelconque  de  ce  plan  sans  changer  la  direction 
des  axes;  puis,  en  raisonnant  comme  on  la  fait  pour  les  paraboloïdes, 
on  obtiendra  le  paramètre  de  la  base  du  cylindre. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  209 


irt  W\AJV**'V\.VWfcVW(V*  VV^VMVW*^*»**^  W»  .\'*%V%A%\V%MiS* 


DÉMONSTRATION 

D'UN  THÉORÈME   DE    GÉOMÉTRIE; 

Par   J.    BERTRAND, 

Élève-Ingénieur  des  Mines. 


On  sait  qu'une  couche  homogène,  comprise  entre  deux  elHpsoïdes 
honiothétiques  infiniment  voisins,  n'exerce  pas  d'action  sur  les  points 
de  son  intérieur  lorsqu'on  suppose  que  chacune  des  molécules  qui  la 
composent  attire  ces  points  proportionnellement  à  sa  masse  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance.  Ce  théorème  remarquable  se  démontre 
d'une  manière  fort  simple  au  moyen  de  )a  propriété  dont  jouissent 
les  deux  ellipsoïdes  d'intercepter  entre  eux  des  })ortions  égales  d'une 
sécante  à  l'entrée  et  à  la  sortie  de  cette  sécante.  La  démonstration 
étant  fondée  uniquement  sur  cette  propriété  s'appliquerait  également 
à  toutes  les  surfaces  infiniment  voisines  qui  présenteraient  le  même  ca- 
ractère. Je  me  suis  proposé  de  chercher  directement  quelles  sont  ces 
siu'faces;  j'ai  trouvé  qu'elles  doivent  nécessairement  avoir  pour  sec- 
tions planes  des  courbes  du  second  degré;  ce  sont,  par  conséquent, 
des  surfaces  du  second  ordre,  et  le  seul  système  de  surfaces  fermées  qui 
jouisse  de  la  propriété  est  celui  qu'on  connaissait  déjà,  celui  de  deux 
ellipsoïdes  semblables  et  semblablement  placés. 

Pour  arriver  d'une  manière  directe  à  la  démonstration  de  ce  théorème, 
supposons  que  les  deux  courbes  ABC,  k'Vi'Ci  Jig.  i,  PI.  /; soient  les 
sections  faites  par  un  même  plan  dans  les  deux  surfaces  qui  jouissent  de 
la  propriété  énoncée.  Os  deux  courbes  doivent  jouir  évidemment  de  la 
même  propriété,  en  sorte  que  BC  étant  une  sécante  quelconque,  on  doit 
avoir 

Bi  =  Ce,. 

Tome VI 11. -Mai  1843.  ^T 
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Cette  seule  propriété  va  nous  permettre  de  trouver  l'équation  différen- 
tielle de  la  courbe  ABC.  Supposons,  en  effet,  que  l'on  se  donne  deux 
points  A  et  B  de  cette  courbe  et  les  deux  tangentes  BO  et  AO  en  ces 
mêmes  points;  je  dis  qu'en  prenant  au  hasard  un  point  C  dans  le  plan, 
et  admettant  que  la  courbe  y  passe,  nous  pourrons  déterminer  quelle 
sera,  en  ce  point,  la  direction  delà  normale,  et  calculer  son  inclinai- 
son sur  les  axfs  de  coordonnées,  en  fonction  des  coordonnées  du 
point  C;  faire  cela,  c'est  évidemment  trouver  l'équation  différentielle 
de  la  courbe. 

Joignons  les  deux  points  A  et  B  entre  eux ,  et  joignons-les  également 
au  pointe,  pris  arbitrairement  sur  la  courbe  extérieure;  on  aura, 
d'après  la  définition  de  nos  deux  courbes  TnAniment  voisines , 

(0  B^,  =  An,     Aa,  =  Ce,     Ce,  =  Bb. 

Soient  a ,   a'  les  angles  formés  par  la  normale  AN  avec  les  droites 
AB  et  AC; 
jS,  jS'  les  angles  formés  par  la  normale  BN'  avec  les  deux 

droites  BC  et  BA  ; 
•y,  ■/'  les  angles  formés  par  la  normale  C,  CN"  avec  les  droites 
CA  et  CB. 

On  aura  évidemment,  à  cause  de  la  distance  infiniment  petite  des  deux 
courbes  qui  permet  de  traiter  l'arc  bb,  comme  une  ligne  droite  paral- 
lèle à  BO , 

Bé,  cos  f>  Aa    __   cosa' 

Bé  cos  p'  Aa,  cns  a 

d  OÙ  l'on  conclut,  en  divisant  membre  à  membre  et  remarquant  que 
Aa  =  B^i, 

,   ,  Aa,  cos  a  cos  S 

^   '  Bè  cosa'cosp' 

ou  ,  d'après  les  équations  '  i), 
mais  on  a  évidemment 


Ce  cos  X   cos  p 

Ce,    cos  a  cos  S' 


Cf    cos  7  ' 
Ce,     cos  7 
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,,,  COS  7'  COS  a  COS  p  r^,i 

^  '  COS  7     COS  a' COS  S'  '^  '' 

Cette  dernière  équation,  convenablement  transformée,  sera  l'équation 
différentielle  de  la  courbe  cherchée;  remarquons,  en  effet,  que  le  se- 
cond membre  ne  renfermant  que  les  angles  a,  a',  fi  et  /S',  est  une  fonc- 
tion des  coordonnées  du  point  C  :  quant  au  premier  membre,  il  ren- 
ferme les  angles  ■/>  7'  formés  par  la  normale  à  la  courbe  avec  les  droites 
AC  et  BC;  on  peut  donc  l'exprimer  au  moyen  des  coordonnées  du 
point  C,  et  de  la  direction  de  la  normale  en  ce  point,  c'est-à-dire  en 

...  1  rlr 

tonction  de  x,  j  et  — 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AO,  et  pour  axe  des  jr  la  droite  BO. 
Faisons  AO  =  a,  BO  =  b,  et  désignons  par  oc',  j' les  coordonnées  du 

[*J  L'équation  (4)'  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante , 

COS  a  COS  S  COS  7  :=  COS  «'  cos  p  '  COS  7  '  ; 

sous  cette  forme  elle  nous  apprend  que  dans  tonte  courbe  satisfaisant  à  la  question, 
et  par  conséquent  dans  toute  section  conique,  si  par  les  trois  sommets  d'un  triangle 
inscrit  on  mène  des  normales  à  la  courbe,  de  manière  à  diviser  chacun  des  angles  du 
triangle  en  deux  parties  aa',  p  p',  77',  le  produit  des  cosinus  de  trois  de  ces  angles 
pris  de  deux  en  deux  est  égal  au  produit  des  trois  autres  cosinus.  Cette  propriété 
des  sections  coniques  n'est,  du  reste,  qu'un  corollaire  très-facile  du  théorème  relatif 
au  triangle  circonscrit,  savoir  que  les  trois  droites  menées  des  sommets  du  triangle  aux 
points  de  contact  opposes  se  coupent  toujours  en  un  même  point. 

Au  surplus  l'équation  (4j  une  fois  obtenue,  on  pourrait,  à  la  rigueur,  compléter  en 
peu  de  mots  la  démonstration  qui  fait  l'objet  de  cette  Note.  Il  suffirait  d'observer  que 
la  propriété  renfermée  dans  l'équation  (4)  est  évidemment  caractéristique  des  sections 
cimiques;  cette  équation  permet,  en  effet,  connaissant  deux  tangentes,  leurs  points 
de  contact  et  un  troisième  point  appartenant  à  la  courbe,  de  trouver  la  tangente  en  ce 
troisième  point,  et  par  suite  la  position  du  point  infiniment  voisin;  on  comprend, 
d'après  cela,  cjue  la  courbe  est  complètement  déterminée  par  un  point,  deux  tangentes 
et  leurs  points  de  contact,  et  sachant  d'ailleurs  que  toutes  les  sections  coniques  satis- 
font ,  on  en  conclut  qu'elles  satisfont  seules. 

37.. 
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point  C  ;  les  équations  des  quatre  lignes  AB,  AC ,  BC,  CN"  seront 

(AB  r  = X  ^  b. 


(^C)  y  -  y'  =  J--  {x  -  X'), 

(BC)  j^  y=^^ia:-x'), 


(CN")  ^__^'  =  _^,.r_^'); 

et  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  suppose  que  les  points  arbitraires  A 
et  B  aient  été  choisis  de  manière  que  les  tangentes  AO  et  BO  soient  per- 
pendiculaires ,  on  aura ,  d'après  les  formules  connues, 

ix' — aXdr'  —  y' dx' 

cos  7  =  dz ^ '  -^ 


cos  y 


V'[  jr  '^  +  (x'  —  aY\  dx"-\-dy' 
y  y' —  b)dx'  —  x' dy' 


'^[x'^+[y'-bY]dx'^^dy''- 

y'  ^        * 

cos  a=  -il  cos  a  =  ±  - 

sj  y"'  -\-{x'  —  af  v'a'  -I-  b'' 


COS  jS'  =  ±:  — == 


cos  p  =  -Z 


\l x'- -^[y'  —  bf  \/a''-\-b- 

En  substituant  ces  diverses  valeurs  dans  l'équation  (4),  il  vient 

(5)  (x'  —  a)dy'—y'dx  _  _^  ay' 

^   '  [y' — b)dx'  —  x'dy'  bx' ' 

en  sorte  que  la  courbe  cherchée  doit  satisfaire  à  l'une  ou  l'autre  des 
équations  différentielles 

.g^  {x'—a)dy'—y'dx'  _  ay' 

{y' — b]dx' — x'dy'  bx' ' 

(n)  (x'  —  a)dy'—y'dx'  _  ay'  . 

^''  (y'—b)dx' — x'dy'  bx' 

la  première  devient,  lorsqu'on  chasse  le  dénominateur, 

(8)        x'  {ay'  -f-  hx'  —  ab\ dy'  —j' (ay'  +  hx'  —  ah\ dx'  =  o ; 
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elle  se  décompose  dans  les  deux  suivantes , 

(9)  aj'  -+-  bx'  —  ab  =  o , 
et 

(10)  x'dj-'  =  j'dx', 
dont  l'intégrale  est 

(11)  j'  =  ex'. 

Ces  deux  solutions  sont  évidemment  étrangères  à  la  question,  et  les 
seules  courbes  qui  puissent  satisfaire  s'obtiendront  en  intégrant  l'équa- 
tion (7). 

Si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  cette  équation  devient 

(12)  3c'  [aj'  —  bx'  +  ab)d/'  —  y'  ifly'  —  bx'  —  ab)dx'  =  o, 
ou 

(i3)      {aj'  —  bx')  [X'dj'  —j'dx)  -+-  ab  [x'dy'  +  y'  dx')  =  o  ; 

pour  l'intégrer,  posons 

r' 
(i4)  x'y'=u,    j7  =  v; 

il  viendra 

(i5)  x'dy'  -+-  y'dx'  =  du, 

(16)  x'dy'  —  y'dx'  =  x'*  dv  = 


L'équation  (  1 3)  devient  ainsi 

,      .                                           abdu          adv 

('7)                                -7=  +  ^ 

bdv  _ 

et  en  intégrant , 

(18)                                ~r^-a\v- 

*  -c 

r  ~     ' 

V<' 

ou,  chassant  les  dénominateurs  et  remplaçant  11  et  v  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (i4^ , 

{ay  -h  bx  —  abf  =  C^xy. 
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Cette  équation  représente  toutes  les  courbes  du  second  degré  qui  tou- 
chent les  axes  des  coordonnées  aux  points  A  et  B.  Ces  courbes  n'ont 
évidemment  pas  d'autre  enveloppe  que  ces  axes  mêmes  qui  four- 
nissent ainsi  la  solution  singulière.  Il  résulte  de  là  que  deux  courbes 
infiniment  voisines  qui  jouissent  de  la  propriété  d'intercepter  entre  elles 
des  portions  égales  sur  une  sécante  quelcuiupie  à  l'entrée  et  h  la  sortie 
de  cette  sécante,  sont  nécessairement  des  courbes  du  second  degré. 

Ce  théorème,  tel  que  nous  le  donnons  ici,  ne  serait  qu'un  cas  par- 
ticulier d'un  autre  théorème  plus  général  qui  a  été  énoncé  par  M.  Oli- 
vier (tome  III  de  ce  Journal ,  page  i56).  Le  théorème  de  M.  Olivier  est 
relatif  à  deux  courbes  quelconques  auxquelles  il  n'impose  pas  la  con- 
dition d'être  infiniment  voisines;  il  consiste  en  ce  que  deux  courbes 
sont  nécessairement  des  sections  coniques,  si  l'on  sait 

1°.  Que  toute  sécante  passant  par  un  point  fixe  a  ses  parties  inter- 
ceptées entre  les  deux  courbes  égales  entre  elles; 

1°.  Que  toute  sécante  parallèle  à  une  droite  fixe  a  également  ses 
parties  interceptées  égales. 

Mais  en  lisant  attentivement  la  démonstration  de  l'auteur,  on 
s'apercevra  sans  peine  qu'elle  n'est  pas  suffisante.  Je  mécontenterai  ici 
de  prouver  par  un  exemple  que  le  théorème  ne  serait  pas  exact  si  on 
lui  donnait  le  degré  de  généralité  supposé  par  M,  Olivier. 

Soient ,  en  effet  {fig.  2),  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY,  etMBPO 
une  courbe  quelconque  symétrique  par  rapport  à  ces  deux  axes  ;  con- 
struisons une  autre  courbe  M'B'P'Q',  semblable  à  la  première,  en  prenant 
le  point  O  pour  centre  de  similitude  ;  il  est  clair  que  les  deux  courbes 
MBPQ,  M'B'P'Q'  jouiront  des  deux  propriétés  nécessaires  pour  qu'on 
puisse  leur  appliquer  le  théorème  de  M.  Olivier. 

Car,  1°  toute  sécante,  telle  que  OB',  passant  par  le  point  O,  aura  ses 
parties  interceptées  EB'  et  AA'  égales  entre  elles  ; 

1°.  Toute  sécante,  telle  que  PQ,  parallèle  à  l'axe  des  jr,  aura  ses 
parties  interceptées  PP'  et  QQ'  égales  entre  elles. 

Cependant,  d'après  la  manière  dont  les  deux  courbes  ont  été  con- 
struites, il  n'est  évidemment  pas  nécessaire  qu'elles  soient  des  sections 
coniques. 
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THEOREMES   SUR  LES   SURFACES  DU  SECOND   DEGRE; 
Par  m.  CHASLES. 


Si  par  les  différents  points  ci  une  section  plane  tjuelcotique  tfune  sur- 
face (lu  secon/l  degré,  on  mène  les  normales  à  la  surface,  leurs  pieds  sur 
chacun  des  plans  principaux  de  la  surjace  seront  situés  sur  une  section 
conique. 

Le  cône  circonscrit  à  la  surface  suivant  la  section  plane  rencontrera 
le  plan  principal  suivant  une  autre  conique;  et  si  l'on  conçoit  la  fo- 
cale de  la  surjace  comprise  dans  ce  plan,  la  première  conique,  lieu  des 
pieds  des  normales,  sera  la  polaire  de  cette  seconde  conique  par  rapport 
à  lajocale. 

Démonstration.  J'ai  ii^\ie\é  focales  ou  coniques  excentriques  criiiit- 
surface  du  stcoiid  degré  deux  certaines  courbes,  ellipse  et  hvjjerbole  . 
situées  dans  les  deux  plans  principaux  qui  contiennent  l'axe  majeur  de  la 
surface.  Une  troisième  courbe ,  qui  a  la  même  expression  analytique 
dans  le  troisième  plan  principal,  est  imaginaire.  (Aperçu  historique, 
page  385). 

La  considération  de  ces  courbes  donne  lieu  à  de  nombreuses  pro- 
priétés des  surfaces  du  second  degré,  analogues  aux  propriétés  des 
foyers  dans  les  sections  coniques. 

Une  de  ces  propriétés,  qui  va  nous  servir  ici  pour  démontrer  le 
théorème  énoncé,  consiste  en  ce  que ,  si  par  un  point  de  la  surface,  on 
mené  la  normale  et  le  plan  tangent,  lesquels  rencontreront  un  plan 
principal  en  un  point  et  suivant  une  droite,  ce  point  sera  le  p(Me  (U 
la  droite,  par  rai)porl  à  la  focale  comprise  dans  le  plan  pruicipal. 
Aperçu  historique ,  page  384 -y 

D'après  cela,  si  la  droite  enveloppe  une  .section  conique,  le  pouil 
sera  lui-même  sur  une  section  conique.  Or  cela  aura  lieu  si  le  point  de 
la  surface  par  lequel  on  a  mené  le  plan  tangent  et  la  normale  parcourt 
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une  section  plane  ;  car  le  plan  tangent  enveloppera  le  cône  circonscrit  à  la 
surface  suivant  cette  courbe;  et  sa  trace  sur  le  plan  principal  envelop- 
pera une  conique. 

Les  deux  parties  du  théorème  sont  donc  démontrées. 

Corollaires,  i"  Si  le  plan  de  la  courbe  tracée  sur  la  surface  est  per- 
pendiculaire au  plan  principal ,  le  cône  ciconscrit  à  la  surface  suivant 
cette  courbe  aura  son  sommet  dans  ce  plan,  et  les  pieds  des  normales 
seront  sur  la  polaire  de  ce  point.  Donc  : 

Si  par  les  dijjérents  points  dune  section  faite  dans  une  surjace  du 
second  degré  par  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan  principal ,  on  mène 
les  normales  à  la  surface ,  leurs  pieds  sur  le  plan  principal  seront  situés 
sur  une  droite.  ♦ 

Et  cette  droite  sera ,  par  rapport  à  la  focale  de  la  surface ,  la  po- 
laire du  sommet  du  cône  circonscrit  suivant  la  section  plane. 

2°.  Par  une  section  plane  d'un  cône  du  second  degré  on  peut  faire  pas- 
ser une  infinité  de  surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  le  cône;  leurs 
centres  sont  sur  la  droite  menée  par  lesommet  du  cône  etpar  lecentre  de 
la  section.  Si  l'on  conçoit  les  normales  au  cône,  menées  par  les  diffé- 
rents points  delà  section,  leurs  pieds  sur  un  plan  principal  de  l'une  quel- 
conque de  ces  surfaces  seront  sur  une  courbe  du  second  degré.  Donc  : 

Si  par  les  différents  points  d'une  section  plane  d'un  cône  du  second 
degré  on  mène  les  normales  au  cône,  ces  droites  formeront  une  surjace 
gauche  sur  laquelle  07i  pourra  tracer  une  infinité  de  sections  coniques. 

On  peut  considérer  tous  les  points  situés  à  l'infini  comme  apparte- 
nant à  un  même  plan;  ce  plan  coupe  aussi  la  surface  suivant  une  sec- 
tion conique;  c'est-à-dire  que ,  si  par  un  point  fixe  on  mène  des  paral- 
lèles aux  génératrices  de  la  surface,  ces  droites  formeront  un  cône  du 
second  degré.  Cela  résulte  de  ce  que  les  génératrices  de  la  surface 
sont  normales  aux  plans  tangents  à  un  cône  du  second  degré. 

Je  ne  sais  si  l'on  avait  déjà  rencontré  une  surface  gauche,  ou  même 
luie  surface  quelconque  d'un  ordre  supérieur,  c'est-à-dire  différente 
des  surfaces  du  second  degré ,  sur  laquelle  on  put  ainsi  tracer,  d'une 
infinité  de  manières,  des  sections  coniques. 
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DU  DÉVELOPPEMENT  DES   FONCTIONS  TRTGONOMÉTRIQUES 

EN    PRODUITvS    DE    FACTEURS    BINOMES; 

Par  m.   Olinde  RODIUGUES. 


1.   On  sait  que  pour  des  valeurs  impaires  de  ///  et  pour  un  arc  quel- 
conque a:,  on  a 

sin-  j;  \  /  sin'  jc 

sin-^î—  /        \  sin'  ^ '— 

?.m/  \  2m 

Si  dans  cette  relation  on  remplace  m  par  in  -i-  1 ,  et  qu'on  pose 

sin  TTX 


n  =  ina,     mx  =  ny,      Y„ 


-•-■K-f)(-^)-('-5)' 


et  également,  en  passant  des  sinus  aux  tangentes, 

tang^a/X     /         tang'a/\  /         tang'ar 


Y„  =  cos--ajî^(^-^^^  y      __î^^    ...     __Î5^ 


Quelque  grand  que  puisse  être  j  ,  on  pourra  toujours  prendre  n'>  j ; 

de  manière  que  l'arc  ay,  ainsi  que  tous  les  arcs  a.   ia  ,  3a,...,  na, 
soit  compris  dans  le  premier  quadrant. 

Tome  vni.  -  Jcin  1843.  ^8 
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SIR 
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ap 
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I  - 
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ap 

f' 
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On  aura  dès  lors,  parce  que  clans  le  premier  quadrant  les  sinus 
croissent  dans  un  rapport  moindre  que  les  arcs,  et  les  tangentes  dans 
MU  rapport  plus  grand, 

yj_  ^_tang^  .r:        ^. 

p^  tang'  ap  p'  j         i 

tang-<7/j  p-  j        I 

et  par  conséquent ,  pour  toutes  les  valeurs  de  j"  <  n  H — , 

Y„  <  I,      Y„  >  cos^"+'   ^^^, 
d'où  l'on  conclura  ^ 

sm.j  =  .j(,-^^)(,-^^)(._|y..(,-g)jx-5(,-cos-'^)j, 

Ô  désignant  un  facteur  compris  entre  o  et  i ,  fonction  de  j>^  et  de  n. 
Ainsi  se  trouvent   démontrées,  de  la  manière  la   plus  simple,  et 

la   convergence   du   produit  ;:)-  (  i  —  j-'-)  (  i  —  y  j...  vers   sin  ny^   et 

les  limites  de  cette  convergence,  en  raison  du  nombre  des  facteurs  [*]. 
Quand  n  est  un  grand  nombre  par  rapport  à  j-,  le  facteur  compiî- 

mentaire   \  —  Q  (  i  —  cos^""*"'     ""^     ) ,  peut  être  remplacé  par  celui-ci , 

_       ^"T'       ) 

En  effet ,  on  a 


COS = >    1 -, — r;,       et       COS-'"'*''  ■-—  >    I ; ; r 

2«+I  2(2/î  +  l)-  2«+I  2I2«+Ij 

si     7r*jr°    <    2(2/2  +   1)%      et   dès   lors    tout  facteur  entre    i    et 
cos^""*"'  ■  est  compris  dans  la  forme    i -, ;. 

2/2 +1  ^  7.{in-\-i) 

L'erreur  relative,  commise  en  s'arrètant  au  facteur  i :.,  pour  ob- 
tenir sin  7y-,  par  son  développement  en  produits  de  facteurs  binômes, 
est  donc  réciproque  au  nombre  de  ces  iacteurs ,  quand  ce  nombre  est 
très-grand  par  rapport  à  l'arc  nj. 


[*]  Cours  d'Analyse  algébrique ,  par  M.  Cauchy,  Note  IX'. 
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îi.   Mais  examinons  particulièrement  ce  qui  arrive  lorsque  J  <  1  ■ 
Dans  ce  cas,  les  produits  de  l'ordre  impair  en  j. 


IT' 


^j('-j')'   ^r('- j')('-^)'---' 


que  nous  désignerons  par  P,,  P._,,  P3,...  forment  une  série  décroissante 
dès  le  premier  terme,  tandis  que  ceux  de  l'ordre  pair, 

"^(■-7")(-9('-ï)(-t)'*-- 

que  nous  appellerons  Q,,  Qj,  Q3,  -î  forment,  au  contraire,  une  série 
croissante  dès  le  premier  terme,  qui  converge,  ainsi  que  la  première, 
vers  sin  r.j. 

En  effet,  entre  les  termes  consécutifs  ou  correspondants  de  ces  deux 
séries,  on  a  évidemment  les  relations  suivantes: 


<  sin  7IJ  <  P„,      P  J  I  -  Jj  <  sin  rtj  <  P„  : 


Q„<  sin  7:7  <  Q„(i+^) 
()„  <  sin  Tir  <  -^, 


d'où  il  résulte  que  6  désignant  toujours  lui  facteur  numérique  com- 
pris entre  o  et  i  et  variable  d'une  expression  à  l'autre,  on  pourra 

a8.. 
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écrire  indifféremment 


sin  ny 


'         n — ^—  '        I  — - 


L'erreur  relative,  commise  en  prenant  P„  ou  Q„  pour  la  valeur  de 
sinTij,  est  donc  de  l'ordre -• 

3.  Mais  on  peut  obtenir  une  approximation  de  l'ordre  —  par  la  con- 
sidération suivante  : 

Quelle  que  soit  la  fraction  par  laquelle  on  remplace  6  dans  ces  for- 
mules, les  valeurs  qu'on  en  tirera  n'en  convergeront  pas  moins  vers 
sin  nr  à  mesure  que  n  augmentera;  de  manière  que  si  l'on  substitue 
à  5  les  plus  grandes  ou  les  moindres  fractions  qui  puissent  rendre  ces 
valeurs  approchées  de  sin  ny,  toutes  croissantes  ou  toutes  décrois- 
santes, à  partir  de  celles  qu'on  aura  d'abord  déduites  de  P„  ou  de  Q„, 
en  y  substituant  ces  limites  de  5,  celles-ci  se  trouveront  être  beaucoup 
plus  rapprochées  de  sin  nj,  en  plus  et  en  moins,  que  P„  etQ„. 

Considérons  d'abord  la  formule 

et  cherchons  les  limites  de  5,  qui  rendent 

P.(,-^)<P„„(.-j^)<P«(.-^Vetc 

ou 

L'inégalité 

P,(,_^)<P.„.(,_^), 

wa  moyen  de  la  relation 
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revient  à  celle-ci 

Or  il  est  évident  que  si  l'on  prend 

Q  __  (/» 4-1)7  __       r 

on  aura 

&>i^-±^,  >i^i+^„etc.... 

Cette  valeur  de  5  est  donc  la  moindre  qu'on  puisse  lui  donner  pour 

rendre  croissante  dès  le  premier  terme  la  suite  P„  (  1 -)■   CJn  aura 

donc 

sm  Tir  >  P„  { I -, — ^>. 

Si,  au  contraire,  on  veut  satisfaire  aux  inégalités 

P.(,_«Z)>P„(,_-^)>P„(,-.-i-j,e,c., 

il  faudra  prendre 

0  < ,  < ,,  etc....; 

«  -f-  I  «  -H  2 

j  sera  évidemment  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  donner  à  5,  et 
l'on  aura 

sinzjr<P„(i  -^). 
En  combinant  ces  deux  inégalités,  on  pourra  écrire 


6r'('— r 


■„     M-^) 


£  désignant  un  multiplicateur  compris  entre  o  et  i.  ainsi  que  6. 
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En  suivant  une  marche  analogue  pour  les  autres  inégalités,  on  aurait 
encore 


(2)    SUl  nj    ^  -    ' 


p>-'^='^-K^-^il-i-...,-SK:-...-4i 


«-i.+^^^^p^'i 


(4),sin,  îTj  =    — L 

5,  0',  ).,  p.  désignant  des  facteurs  compris  entre  o  et  i. 

Ainsi  donc,  en  multipliant  ou  en  divisant  les  produits  P„,  Q„  par  les 
facteurs  complémentaires 

.    ^'     . _i_   ^''       .     y^^—y)      ,  ,  /('— r) 

n  n  —  I  '  n  n 

on  obtiendra  la  valeur  de  sin  nj  avec  une  erreur  relative,  réciproque 
au  carré  de  l'indice  n. 

4.  Dans  l'application  de  ces  formules,  on  pourra  préférer  l'usage 
des  produits  Q„  à  cause  de  leur  symétrie  par  rapport  à  ^  et  i  —  j'. 
Soit,  en  effet,  posé 

on  aura 

vJ^+<  —  l-JT' 
et  par  la  formule  (4)> 

(5)  sm  nj  =  sm  nx  = 


Kx'y 


{s+i—xy)  }n  , 

'  f         (^+1  Y—x-y-\ 

Supposons  d'abord 


X  =  y  :=  - .      sm  -  ^  I . 
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2.2  4-4  6.6 


et ,  par  approximation  , 

,     .  ,,  ON    2.2   4-4  6.6  8.8  2S.2.t 

(7)         TT  =  C4^  +  3)    3-3   5-5  -    -  •••    7,+  , .2.+  . 


25H-I.2.Ç-(-l 


•0' 


avec  une  erreur  relative  moindre  que  -g^ 

L'expression  de  Wallis,  qui  se  déduit  des  produits  P„,  donne,  en 

Pu 

s'arrétantà  n  =  s  -h  i,  dans  la  formule  sin  nj  =  "^  ,  et  en  négli- 
geant le  facteur  0,                                                          «— i 

4  16  36  64  (2^)'  ,,_^    .  /2\ «  /4 \ -  /     2>     . ^ 

avec  une  erreur  relative  moindre  que  ^ 


Cette  valeur  approximative  de  tt  croît  avec  le  nombre  des  facteurs; 


en  considérant  les  produits  Q„  et  la  formule  sin  rzj  —  — ^,  on  aurait 


celle-ci 

8  24  48        (2^  +  1)^—1  _ 


exjjression  décroissante  et  convergente,  avec  une  erreur  relative  moindre 


-l-         =,«  +  2 

L'expression  (^7),  déduite  delafornude  (5,.  est  donc  la  uunenne  de 
ces  deux  dernières  que  renferme  implicitement  celle  de  Wallis,  et  qui 
correspondent,  l'une  aux  produits  P„,  etl'autreaux  produits Q„;  et  l'on 
voit  que,  tandis  que  l'erreur  relative  de  celles-ci  est  réciproque  au 
nombre  j  -4-  i ,  celle  de  la  moyenne  est  réciprocpie  au  carré  de  ce 
nombre. 

Si  dans  la  même  formule    f)!  on  fait 

I  5  .         ÎT  I 

^  =  6'    -^  =  6'    ^'°6  =  r 
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un  trouve,  par  approximation  , 

/36.v+3i\/6.6    I2.i2i8.i8  6s.6s 


y-j.ii  13.17  ig.23  *"  6^-1- 1. 6^-1-5  ' 
avec  une  erreur  relative  moindre  que  .„^, 


5 

Cette  expression  donnera  la  valeur  de  r:  un  peu  plus  rapidement  que 
l'expression  (7). 

Toutefois  l'usage  de  ces  produits,  quelque  commode  qu'il  puisse  être 
pour  obtenir  la  valeur  de  tt  sans  extraction  de  racines ,  exige  un  trop 
grand  nombre  de  termes  pour  donner  une  approximation  de  quelques 
décimales.  . 

3.   L'application  la  plus  importante  de  ces  formules  est  celle  qui 

fournit  une  expression  nouvelle  du  terme  moyen  du  binôme  (  x  -H  -  j     . 

En  effet,  si  l'on  représente  généralement  par  \s\  le  produit  i  .i.'i...s, 
l'expression  (6)  peut  s'écrire  ainsi, 


^■^  ''I  i&{s->riy—\\  {ls-ir\Y{lsY 


d'où  l'on  tire 


[sj  2J  -4-  I   V  TT  I 


32  (j 

et,  par  approximation. 


avec  une  erreur  relatu'e  moindre  que  .r— , -.- • 

^         32(j+l)= — 2 

En  comparant  cette  expression  avec  celle  que  Laplace  a  donnée  dans 
la  Théorie  des  Probabilités, T^A^e  i38,  i'^  édition,  livre  I",  chap.  III, 
on  remarquera  l'avantage  de  la  nôtre,  qui  donne  une  approximation 
du  même  ordre  que  celle  qui  résulte  de  l'emploi  des  trois  premiers 
termes  de  celle  de  Laplace,  et  qui,  de  plus,  indique  la  limite  de  l'er- 
reur commise. 
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NOTE 

SUR  L'ÉVALUATION  DES  ARCS  DE  CERCLE, 

F.N     FONCTION     LINEAIAK     DES     SINUS     OD     DES     TANGENTES     DE     FRACTIONS     DE     CES     ARCS  , 
DÉCROISSANT    EN   PROGRESSION    CÉOMÉTRIQIE  ; 

Par    m.    Olinde    RODRIGUES. 


1.  Soient 


nî'        ai^' 


0  7+"' 


m  -+■  I  arcs  décroissants  en  progression  géométrique  suivant  la  raison 
-;  on  aura,  par  le  développement  de  leurs  sinus,  les  w  +  i  équations 
suivantes, 

(—  I  f+'  xV+'  6, 
'     [2^4-i]aW     ' 

[2/?-)-i]a'w+v    ' 

[2^-t-i]  aW*'''    ' 


X  ^^    al     sin 


a?+'  sin-—  4- 


x^  x' 


[7]«'i 


aî+'  [3]«''+'         [5]a*î-* 


[7]  a"?-* 


ai+-'         [Sjo^î-^'         [5]  a''*'        [7]a«»-*-" 


X  r=  a»-^'"  sin 


(— i^^^'x'f^'e^. 


af+'""^  [3]a'î+"'       [5]a'î+"»       [7]a»î-^'"         ^     [3;>-|-i]aW+V"  ' 


dans  lesquelles  6,,  ô,^+,,  ^,,+^.,...-,  ô^+m  désignent  des  fonctions  dont  la 
valeur  numérique  est  comprise  entre  o  et  i,  et  /j  un  nombre  aussi 
grand  que  l'on  voudra.  Nous  représentons  généralement  par  \s\  le  pro- 
duit  I.2,3...J. 

En  multipliant  ces  m  -h  i   équations  par  les  coefficients  successifs 

Tome  vin. -JoiN  1843.  ^9 
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du  produit 

(ay  —  i)  {a'jr  —  i)  (ay  —  ij^-fa^-j  —  i) 

développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  j,  coefficients  que 
nous  représenterons  par  Aq,  A,,  A,,.-?  A,„,  et  produit  que  nous  dési- 
gnerons par  (p{j,  m);  puis  ajoutant  ces  m  -+■  t  équations  ainsi  multi- 
pliées ,  nous  trouvons 

équation  dans  laquelle, 

".  =  (-  0'"  2;  ^é^,  =  (-  .  r  9  |a-<"-",  m\  =  «-'""-", 

«' = (-  0'"  1:  ^, = (-  o-  ?  K^""-%  /«} = «.  j'75jr} 

^P  -  ^     a^'>   ■ 
En  effet,  par  la  nature  de  la  fonction  y  {j),  on  a  évidemment 

(p(a~',m)  =  o,     9  (rt~°,  m)  =  o,...,     ip  (a~^'",  TO)  =  o  : 
et  la  comparaison  des  puissances  de  jr  dans  l'équation  identique 

,y"j  _  ,),p  (^J,  ,tt^  =  ^j  _i)  ç,(j,  ,„), 
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donne,  pour  les  coefficients  de  (},(j,  ni),  les  valeurs  suivantes: 

A     = tzll 

»         (a'-,)(a'-i)(a=-,)...(û-_,)' 

.      _  A,(i—  a"")    _  Aoa'(i  —a"") 

I  —  a~'  a' — I 

.      _  Ai(i  — g"-'}  _  A,««(i— a»^') 

I  —  a~'  a' — 1 

A      _  À2  (  I  —  a""-')         Aï  a"  (i— a"»-<) 

A3    — —  —  ■ , 

1  —  a-'  a^  —  I 


.      Am_r  («—«')  Am_,  a™(i  — a»)  a'C^') 

-  '"  I  —  a-'-"      ~  à^^^i  ~  {a'—i){a'—i}{a'—i)...(a"". 

2.  L'équation  (1)  peut  s'écrire  ainsi  : 


[2m4-7]a''('"-*-=)  (  a3a^?(2«4-8j(2w-(-9); 


etc. 


[2/1  +  I  ]  aV7  ' 


en  posant 


i\i{m,  q)=  '^  Ai  al*' sin 


Mais  les  rapports-^,   ^,...,  — ^,  décroissent  à  mesure  que  l'indice// 

augmente  et  convergent  vers  l'unité  ;  le  coefficient  0^  étant  toujours 
moindre  que  la  somme  de  valeurs  positives  de  A,,  quelles  que  soient  les 

valeurs  des  fractions  Q^+i,  le  terme  r^       \\p^  peut  être  rendu  moindre 

que  toute  grandeur  assignable;  et  de  là  on  peut  conclure  que.  pour 
toutes  les  valeurs  de 

•^  <  «'  \/,l_~-C  (^/n  +  4)  {-^m  -f-  5), 
on  aura 

X  >  ^|/(/rt,  7), 

29.. 
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et  semblablement, 

et  enfin, 

0  désignant  un  facteur  compris  entre  o  et  i . 

3.  Avant  de  passer  aux  applications  numériques  de  cette  formule , 
nous  allons  montrer  avec  quelle  simplicité  se  forment  les  valeurs  suc- 
cessives de  la  fonction  ^  iin,  cj),  linéaire  par  rapport  aux  sinus  des  arcs 

a^  '     al-*-'  '    ûî"^^  '  •  •  ■  >  gj-^m  • 

On  a 

A',  désignant  le  coefficient  de  j' dans  le  développement  de  y  [j,  m-h  i  ), 

soit  de     ,„., qp(  r,  m). 

On  aura  donc 

«-""■<"=  A,_, — A,        ,,    — Ao  ,,  a^-^- k„ — A,  ,,        a^'^-A„ 

et  par  conséquent , 

,   .        ,                       ^          «="■•<-' J<(/7î,  7 -f-i) — 'K'"!  î)  ,    /  \        •i{w,<yH-i) — ■h{m,q) 

a)      iL  (m  + 1  ,  <7)  = '       —  =  I  m,  O  H-  i)  +  .^J  • 

Pour  calculer  (^  [m,  q),  on  commencera  donc  par  calculer  les  produits 

a'sin-,      rt'-^' sin-^,...,a''-^'"sin-^• 
Soient  les  fonctions 

1^(0»  ?)»     'Mo,  ?  +  i)'     'j' (0,7  +  2),...,     <]/ (o,  7  +  m) ; 
puis,  au  moyen  de  leurs  différences  successives  que  l'on  divisera  par 
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ci^  —  I ,  on  obtiendra  les  valeurs  de 

on  emploiera  de  la  même  manière  les  différences  de  celles-ci,  en  les  di- 
visant par  a'  —  i ,  pour  former  les  valeurs  de 

et  en  poursuivant  ainsi ,  on  arrivera  bien  facilement  à  déterminer 
(|i  [m,  q),  sans  avoir  besoin  de  calculer  et  d'employer  les  coefficients  A,. 
Les  valeurs  successives  de  tj;  (/h,  q)  convergent  rapidement  vers  j:,  et 
croissent  même  indéfiniment  avec  leurs  indices  dans  des  limites  de  x 
très-peu  différentes  de  celles  que  nous  avons  indiquées  ci-dessus; 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

|(m  -f-  1 ,  9)  >  '^  (m,  7),      1]/  (m,  q  +  i)  >  <],  'm,  q), 

et  même 

^{m  -+■  I,  q)  >  i|>  {tJi,  q  -+-  i). 

Ces  trois  inégalités  se  réduisent  en  effet  à  une  seule,  j)ar  suite  de 
l'équation  (2);  il  suffit  de  démontrer  l'une  d'entre  elles. 

Or,  si  dans  l'équation  (i)  on  change  m  en  m  -)-  i,  et  qu'on  accentue 
les  coefficients  m,,  «j»  «3  v;  pour  indiquer  cette  transformation,  on  aura 

Cette  équation  ,  comparée  à  la  précédente,  donnera 

al  [27» +3]  [2m -h  5]  [2m -4- 7] 

^    ^  V^v     (Q  _0'v 

le  dernier  terme,  de  l'ordre  2/7-1-1,  pouvant  être  rendu  moindre  que 
toute  quantité  assignable,  il  suffira  de  considérer  les  premiers  pour 
établir  que  la  différence  <{>  (m  +  i ,  7)  —  ^  {m,  q)  est  positive. 
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Mais  on  a  généralement 

ç  (jr,  m  +  i)  =  "^L. J^  '  9  {j:  m), 
et  par  suite , 


«„-n  +  tt„   a„_j.,  /  a- —  1        \ 


comme  la  plus  grande  valeur  de   ce  rapport  correspond  à  «  =^  i 
ce  qui  donne 


«,+ u  ,  1  —  a 


on  en  conclura  que ,  pour  toutes  les  valeurs  de 


X  <_  al  \/  — — - — ,  (-irn.  +  A)  (^/ra  +  5). 

y      j ^— -m— 1    \  ,    \ 

on  aura 

i|<  (to  +  I ,  ^)  —  ij;  (m,  q)  >  o. 

4.  Supposons 

rt  =  2,     o  =:  o,      j:  =  —,     Tii'"~'  sin  — ^  =  P,,,-», 

P„2m  désignant  l'aire  du  polygone  régulier  inscrit  de  ni"'  côtés;  on 
aura  évidemment ,  n  étant  au  moins  égal  à  3, 


~  <  V/— -î;;::!  (a™  +  4)  ''2W  +  5)  <  \/~ — %—,  im  +  4    ara  4-  5j, 

et  par  conséquent, 

;:  =  d;  1/72,  o)  +  f ,T      ^,., — T., 

en  posant 

tj;(m,  o)=  2]^'P«2'- 
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L'approximation  que  donne  cette  formule,  en  prenant  simplement 
n  =  '\i{m,  o),  est  très-rapide,  car  si  l'on  désigne  par  £,„,  e^^,  les  li- 
mites des  erreurs  correspondantes  aux  indices  m,  /«  +  i ,  on  aura 


■"(-)' 


Si  l'on  compare  cette  approximation  avec  celle  qui  résulte,  ainsi 
qu'on  l'expose  dans  les  Éléments  de  Géométrie,  de  l'emploi  simple  des 
polygones  réguliers  inscrits,  dont  les  nombres  des  côtés  sont  successi- 
vement doublés,  on  trouve,  en  partant  du  carré,  qu'il  suffit  des  quatre 
premiers  polygones  de  4,  8,  i6,  3i  côtés,  pour  que  la  fonction  di  (3,  o 
fournisse  la  valeur  de  t:  avec  sept  décimales  exactes;  tandis  que  la 
méthode  connue,  qui  revient  à  n'employer  que  les  fonctions  (}(o,  o), 
exige  le  calcul  de  1 4  polygones  jusqu'à  celui  de  32768  côtés  pour  ob- 
tenir la  même  approximation. 

L'emploi  de  ces  quatorze  polygones,  pour  la  formation  de  }  1  3,  o  , 
donnerait,  par  notre  méthode,  ;:  avec  soixante-dix-neuf  décimales 
exactes. 


Pour  7?^  =  1,  on  a 


P.,— P„ 


qui  donne  n  avec  une  erreur  moindre  que  <  ^- .    Le   polygone   de 

128  côtés,  combiné  avec  le  suivant  de  266,  auquel  on  ajoutera  le  tiers 
de  sa  différence  avec  le  premier,  suffit  donc  pour  donner  n  avec  sept 
décimales,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier. 

5.  Considérons  maintenant  les  tangentes.   Pour  toutes  les  valeurs 
de  j?  <  -,  on  a  l'équation 

x=  tangx—t,x'—t.,x'-  t.x'-...—  t^x^P*'  ("!.~yf), 
dans  laquelle  un  coefficient  quelconque 
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5  désignant  toujours  un  multiplicateur  compris  entre  o  et  i. 
Ecrivons  successivement  dans  cette  équation  ,  à  la  place  de  ce, 

XXX  X 

et  multiplions  les  nouvelles  éqi.ations  par 

a^Ao,     aî-^'A,,     rt^^'Aa,     etc...., 
l'addition  donnera 

(àp  désignant  un  facteur  nécessairement  moindre  qu'une  limite  très-fa- 
cile à  assigner,  quelles  que  puissent  être  les  fractions  désignées  par  5, 
tandis  que  le  facteur 

peut  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  par  l'accroissement 
du  nombre  p. 
Soit  posé 

2  A,  a'^  tang  -^  =  à  (m,  q), 

on  voit  déjà  que  les  valeurs  de  di(o,  q),  ij/(i,  q),  <1^  (2,  q),  dont  le  mode 
de  formation  a  été  exposé  ci-dessus,  seront  alternativement  moindres 
et  plus  grandes  que  x.  Il  reste  à  prouver  qu'elles  convergeront  vers  jt, 
et  à  montrer  le  degré  de  l'approximation.  Or  les  coefficients  t^_,, 
fin+2j  tm+3,...   convergent  vers   zéro,    et    leurs   rapports    successifs, 

tm+,     t„^,     t„^,  ...  ,  .  4,  .  , 

- — 1   - — ,   ; — ,...  vers  une  lunite  supérieure  —  en  même  temps  que  les 

tw-t-,  Cm+i  'm+3  '  TT-  * 

rapports  1^,  —,  —,...  vers  leur  limite  inférieure  qui  est  l'unité. 
On  aura  donc 


t^+^U-i  X^       ^      tm^~,   Iti   X* 

< 

I 

I 

t„+tU,  n"i         t,„+,  a,  fi'?" 

lû  /2xy 
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et  enfin , 


X  =  fl^  iin,  q)  + 


Les  limites  de  l'erreur  pour  chaque  valeur  de  ^  [m,  q)  seront  donc  ex- 
primées par  la  fraction 

et  décroîtront  très-rapidement. 

Il  reste  à  démontrer  que  des  deux  valeurs  consécutives  ^  [m,  q) , 
<!)  {m  -\-  1,  q),  la  seconde  différera  moins  de  x  que  la  première. 

Si  m  est  pair,  on  aura 

(]>  im,  q)  >  X,      (];  [m  +  i,  7)  <  x:, 
il  faut  prouver  qu'on  aura  aussi 

^]fim,q)  —  x>x  —  <]^(in-hi,q',     ou     2jc  —  if  (w,</i  —  ^J<(m  +  i ,  9)  <o. 
Si  m  est  impair,  on  aura 

<]/  (/«,  q)  <  X,     ij/  (m  +  1 ,  7)  >  jt; 
l'inégalité  à  démontrer  devient 
']f{m-^i,q)—x<x—<^{in,q),     ou     ■ix  —  <i^  {m,qj  —'i^{m+\,  q)  >o. 

Ces  deux  inégalités  sont  comprises  dans  celle-ci, 

pTp;  >°' 

que  nous  allons  établir. 

En  effet,  en  ajoutant  les  deux  équations 


on  trouve 

Tome  VIU.  -  Jnx  i843.  3o 
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car  on  a  généralement 


^'="-'  ('-^^)  >°- 


Le  produit  rt'^  tang  -r^  exprimant  l'aire  du  secteur  polygonal  ré 

gulier  de  «'"^  côtés  circonscrit  à  l'arc  aa:,  il  en  résulte  que  le  mode  de 
formation  successive  des  fonctions  ^  (m,  cf)  s'applique  aux  aires  des 
polygones  réguliers  circonscrits,  comme  à  celles  des  polygones  inscrits, 
et  donnerait  la  valeur  de  t:  avec  une  approximation  du  même  ordre. 

6.  Le  même  procédé  s'applique  à  la  recherche  du  rayon  du  cercle, 
dont  l'aire  doit  être  équivalente  à  celle  d'un  polygone  régulier 
donné,  que  l'on  transforme  successivement  en  polygones  équivalents 
d'un  nombre  de  côtés  double,  ou  dont  la  circonférence  doit  être  égale 
au  contour  d'un  polygone  régulier  donné  que  l'on  transforme  suc- 
cessivement en  polygones  isopérimètres  d'un  nombre  de  côtés 
double,  au  moyen  des  rayons  des  cercles  inscrits  ou  circonscrits  à  ces 
polygones. 

Il  suffit,  pour  le  comprendre,  de  considérer  les  développements 
des  fonctions  cot  x,  coséc  x  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

En  général,  le  mode  d'évaluation  que  nous  venons  d'exposer  pour  les 
arcs  de  cercle  en  fonction  linéaire  des  sinus  ou  des  tangentes  de  parties 
de  ces  arcs  décroissant  en  progression  géométrique,  présente  un  pro- 
cédé pour  le  retour  des  suites  convergentes,  qui  pourra  s'employer 
avec  avantage  toutes  les  fois  que ,  par  la  nature  de  la  fonction  dévelop- 
pée, il  sera  facile  de  calculer  les  valeurs  de  cette  fonction  correspon- 
dantes aux  fractions  de  la  variable,  décroissant  en  progression  géo- 
métrique. 
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»vv*'wvv^^'^x\v\^'VW\\^\v%\\a^^'^.vwv^vvvv\\vv»^AAv^^vv^^/vvvv^'VVMA*^^^AXvx\v^ 

NOTE 

SUR  UNE  CLASSE  D'INTÉGRALES  DÉFINIES   MULTIPLES; 

Par  m.  TCHEBICHEF 


Théorème.  «  Quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  y.  on  a 

Jo   Jo    ■  ■  ■'*''  -"^^  ^"  '"^^  ?3  (z). . . /(a:'"  -+-  X"  +  zP  +...] clx  dy  dz. . . 

=  j^  ^{u)f{u)du, 

»  équation  où  <t  (  m)  se  détermine  par  les  fonctions  données  ^,  (.r), 
»  92  ij)}  ?3  (2)v  an  moyen  des  quadratures,  en  prenant 

27rtt'y/ — 1 

»  et 

X»  r    /»w  _^  /.ce  _^  ^œ  _^  I 

e-'\    /    <]5,(x)e     "'   <-te   /     ?2(j)e     "'   (^r    /    f,{z)e    "'   r/r...  Ua.  » 

Ce  théorème  suppose  que  les  fonctions  9,,  92,  Ça,...  sont  telles  que, 
1".  ij;(m)  et  sa  dérivée  restent  finies  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et 

positives  de  u,  ou  pour  toutes  les  valeurs  imaginaires  de  u,  dont  la 

partie  réelle  est  une  quantité  positive  ; 

2".  Que  la  fonction  i(>  [u)  devient  zéro  pour 

u  =  a  ±  z\J—  i,     ou    u  =  z±a\l— j, 

lorsque  a  =  00,  quelle  que  soit  la  valeur  de  z,  pourvu  qu'elle  soit 
réelle  et  positive. 

3o.. 
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Soient,  par  exemple, 

1°.  ;n  =  «  =:  p  =  ...  =  I  , 

(p,{a:)=x"-*,     ysCj^J*-',     cp,{z)=z'-\...; 
dans  ce  cas ,  pour  trouver  la  valeur  de  l'intégrale 

Xœ    /«se    /»co 
/      I     ...  x"-^  y''-*  z"-* ...f{x -^  y  +  z  +  ...)dxdjdz..., 

on  a  d'abord  par  l'équation  (2), 

/•se         f    /.œ  _^'         y-oc  _5r      .  ^0=  _ïf  1 

=  T{a)Tib)T{c)...  «2  («+*«-*-.••)  C^e'^'a-^''^-^^---- cia 

=  T{d)T  ib)  T{c)...Y[i-a-b-c-...)  «^  :«+*+<+•••), 

et  en  substituant  cette  valeur  de  (|>  (m)  dans  l'équation  (i;,  on  trouve 

27r  y  —  I 

sin  -  (fl  +  ô  +  c+.-O 
=  r  {a)V-bM(c)...T{i-  a-b  -  c  -  ...) — ? „2;<^^-...-*)_ 

Cette  équation  donne 

sin  -  (a  +  i  +  c  + . . .) 

$  M)  =  r(fl)ri»r(c)...r(i-a-^-c-...) — ? y«+^«+...... 

Mais,  d'après  une  propriété  connue  delà  fonction  F,  on  a 

sin  ~{a-\-b  -\-c-^...) 

— r(i  —a—b  —  c—...^  =  -7 r .y 
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donc  l'intégrale 

I      /     ...  x''~^ y''~^  z'''~\..j\x -^  j  +  z  + ...)  dx  dj  dz... 

ce  qui  a  déjà  été  démontré  par  M.  Liouville. 
2".  Soient 

Wi  =  /;  =  ya  =  . . .  =  2  , 
9,(j:')  =.  cosrtx,     ç)j(j-)=  cos/jj,     93(2.')  —  coscz-,..., 

on  aura,  pour  trouver  l'intégrale 

/      1     ...cosax  coshj  coscz...J\x^ -i-  j-  -\- z-  +...)dx  dj  dz..., 
d'abord 

e"''      /     cos  nx  e     "'  dx  j    ,  cos  bje     "'  dj  j     cos  cz  e     "'  dz.  .  j  r/a 

J'»»       F'  /"       —  "'"'       /~  *'"'       r  '^''''         1 

g-x\±!Lue     4'^X^«e      4"x-^?ie      4«x...     r/a 
0  L^V!»  ^y/x  ay'a  J 

■=  w^  —     I         doL , 


où  fxdésigne  le  nombre  des  variables  j:,  j",  z,...,et  p  =a'-i-  é'+c' 
Mais  on  sait  que ,  pour  un  nombre  impair  u.,  on  a 


"i 


■y-  -  _ — «VP 

—  rfa  =  ui^ î 


(-1)  ^   ('^•P4)  ^ 

(-1)  -  (rfp)  ^ 
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donc 

ih  lu)  — u , 

(dp)    ^ 

et 


$(u») 


u — 1  M~ ' 

^  (y/—  I  )  —  i)<  ( «  \/ I  )  7-2  ^2     .cOSttVp     I 


277  «'  V I  2  ( —  I  )•"     '  "~'  V^ 

dp)    ■' 
d'où 


-I        ,«— ' 


2(— i)"-'          /izz.'     V« 
donc,  pour  un  nombre  impair  des  variables  j:,  j,  z,...,  l'intégrale 
0  jo  Jo   ■•• '^°*^'^'<^°s^J^cosc2.../f.r=-4-j--t-z2  +  ...)r/r^^z 

t/o  (dp)    2 

ce  qui  est  le  théorème  de  M.  Cauchy  [Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique, xix^  cahier),  d'où  il  déduit,  comme  cas  particulier,  la  formule 
de  Poisson. 
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NOTE 

SUR  UNE  FORMULE  RELATIVE  AUX  INTÉGRALES  MULTIPLES; 
Par  E.  catalan  [']. 

Cette  Note  a  pour  but  la  détermination  de  l'intégrale  d'ordre  n. 

Considérons  d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  l'intégrale  double 

/       9,  (x,)cp2iX2)f(Xf  -+-  Xn)dXi  (Ix^. 

Afin  de  pouvoir  séparer  les  variables,  j'emploie  la  formule  de  Fourier  : 

f{x)  =  -    l      da  I         cos  au  —  7.x)  J  {u)  du. 

Elle  donne,  en  remplaçant  or  par  x,  +  X2, 

B=:  -   /        I      fjx^)(f2ix^)dx,dx3    /      dy.  /  cos(a?<  —  ax,  -  ax^)J(u)du. 

En  vertu  des  relations  (pii  existent  entre  les  lignes  trigonométriques  el 
les  exponentielles  iuiaginaires ,  le  second  membre  sera  égal  à  la  partie 
réelle  de 

C  =  ^    r   r  9,  fx,)  ?j  [x^)  dx,  dx,   r  <ly.  r  ^"  e'««-:cx,-«,)  v^^V  „  )  du. 

[*]  Ayant  cherché  à  démontrer  le  théorème  de  M.  Tchebichef,  je  suis  arrive  à  la 
formule  (7),  laquelle  ne  diffère  de  celle  de  ce  géomètre  que  par  la  manière  dont  elle  est 
écrite. 
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Changeant  l'ordre  des  intégrations,  nous  aurons 

Posons 

d'où 

(6)  C=l^f_-^JjXu)F(u}dû; 

et  la  partie  réelle  de  cette  dernière  intégrale  sera  la  valeur  de  B. 

La  méthode  que  nous  venons  d'employer  est  évidemment  générale  ; 
donc,  pour  trouver  l'intégrale  (  i),  nous  ferons 

'^'  ^") = X*  ''''  ^^'^  ^~"''  ''"'  ^^" 

F  ;  ?<  !  =    Ç    e»"^-'  <]>,  (a)  la  (a). . . ^„  (a)  c^a  ; 


et  nous  aurons 


(7)  A  =  ^    C^J J{u]F{u\du, 

pourvu  que ,  dans  cette  dernière  intégrale,  nous  négligions  la  partie 
imaginaire. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  241 


NOTE 

SUR  LA  LIGNE  DE  LONGUEUR  DONNÉE 

QUI    RENFERME    UNE    AIRE    MAXIMUM    SUR    UNE    SURFACE; 

Par  m.  Ch.  DELAI  \AY. 


Lorsqu'on  cherciie,  parmi  les  diverses  courbes  planes  isopérimètres, 
celle  qui  renferme  une  aire  maximum ,  on  trouve  qu'en  chacun  de  ses 
points  elle  a  le  même  rayon  de  courbure;  d'où  l'on  conclut  immédia- 
tement que  cette  courbe  est  un  cercle.  On  peut  se  proposer  de  déter- 
miner, delà  même  manière,  parmi  les  diverses  courbes  isopérimètres 
tracées  sur  une  surface  quelconque,  celle  qui  renferme  une  aire  maxi- 
mum sur  cette  surface  :  telle  est  la  question  dont  je  donne  ici  la  so- 
luion. 

Il  est  évident  qu'on  arrivera  au  même  résultat .  quant  à  la  nature 
de  la  courbe  cherchée,  soit  qu'on  suppose  que  cette  courbe  forme  à 
elle  seule  tout  le  contour  de  l'aire  qui  doit  être  un  maximum  ,  soit  qu'on 
considère  une  partie  de  ce  contour  comme  ayant  une  ligure  invariable, 
l'autre  partie  seulement  étant  formée  par  une  portion  de  la  courbe 
cherchée.  Nous  admettrons  donc  que  l'aire  soit  limitée  de  trois  côtés 
par  des  courbes  se  projetant  sur  le  plan  des  xy  suivant  des  lignes 
droites  parallèles  aux  axes  des  x  et  des  y\  en  sorte  que  l'expression 
de  cette  aire  sera 


X  ^■^'^  //'''^^  '  -H/J-  -*-  q^ 


a,  h,  c  étant  des  constantes;  p  et  </  désignant,  conune  à  lordinaire. 
les  dérivées  partielles  de  z  relatives  k  x  eX.  k  y  tirées  de  l'équation  de 
la  surface;  et  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  relative  à  >■  étant  la 
valeur  de  j  pour  un  point  quelconque  de  la  courbe  cherchée.  Cette 
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courbe  devra  t-tre  déterminée  de  manière  à  rendre  l'expression  précé- 
dente un  maximum,  en  même  temps  que  l'intégrale 

conservera  une  valeur  constante;  c'est-à-dire  qu'elle  devra  rendre  la 
quantité 


un  maximum  absolu,  m  étant  une  constante. 

Pour  trouver  ce  maximum  absolu ,  on  devi^  satisfaire  à  l'équation 


dx 


V  \  ï 


df  doy        dz  dSz 
dx  dx        dx   dx 

\/'+(iy+(£) 


] 


Remarquons  maintenant  que,  la  courbe  cherchée  étant  située  tout 
entière  sur  la  surface  donnée ,  on  a  pour  un  point  quelconque  de  cette 
courbe, 

dz  dy 

di=P^'idx' 
et  aussi 

c?S  =  çc3y; 

en  vertu  de  ces  relations,  l'équation  précédente  deviendra 


dx 


V'S 


V 


dy  doy         I  dy  \  dq5y 

dx  dx  \  '^•^'      '^•'■ 


it) 


] 


Si  nous  employons  enfin  le  procédé  ordinaire  de  l'intégration  par  par- 
ties, pour  dégager  o'j-  dans  tous  les  termes,  et  que  nous  égalions  le 
coefficient  de  âj  à  zéro,  nous  trouverons  l'équation  suivante, 


\'^--p-+r-'"^ 


± 

dx 


d 


p-hq 


y/,+;,.+ ,;,, !+(,+,.)  (ly  '^y/.+^:  +  ,^,|+(,  +  ,.)(|)  = 
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qui  est  l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée.  En  développant 

les  calculs,  désignant  par  r,  s  ,  t  les  dérivées  partielles -r^ ,  -rA- ,  -r^ , 
"  '  *  dx'      dxefy      dy 

tirées  de  l'équation  de  la  surface,  et  remarquant  que 


\Jl  +  p^+:,pqil-^{^l-V 

-^^^  = 

ds 

'  di 

)n 

mettra  aisément  cette  équation  sous 

la  forme 

dx-' 

l-h  p' 

0                             dy 
I    ds^      

p-  +  q\ 

(7- 

Pour  interpréter  cette  équation  différentielle,  nous  prendrons  l'équa- 
tion du  plan  osculateur  de  la  courbe,  qui  est 


r  ^y 

fdx~ 

4- 

dx 

-  1S 

\dx 

r -'(!)' 

{x  — 

^' . 

d'y                      dv 
'  dx^                     dx 

+  t 

(Ê)l'^- 

-r)- 

d'y  (. 

-z' 

^.= 

etl' 

éqi 

ation  du  plan 

tangent 

lia 

surface,  au 

même 

point. 

qui 

est 

z  —  z'  —  pix  —  x')  -4-  ci[y  —y'); 

x' .  y,  z'  étant  les  coordonnées  courantes  de  ces  deux  jilans. 

En  désignant  par  0  l'angle  de  ces  deux  plans,  et  calculant  le  cosinus 
de  cet  angle,  on  trouvera  la  valeur  suivante, 


^y , 

-^J  l-lf  p'-Jrq 
dx- 


K-!l-'(£)']('-l) 


D'un  autre  côté,  en  nonunant  ç,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe, 
on  a 

.Si.. 
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d'où,  en  développant, 

En  combinant  cette  relation  avec  la  valeur  de  cos  9,  on  trouve 


et  par  suite,  l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  deviendra 
simplement 

p  =  m  cos  6 . 

Ainsi  cette  courbe  jouit  de  la  propriété  que,  eu  chacun  de  ses  points, 
son  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  cosinus  de  l'angle  formé  par 
son  plan  oscul-ateur  et  le  plan  tangent  à  la  surface. 

Cette  propriété  peut  être  énoncée  autrement  :  en  effet ,  si  Ton  conçoit 
toutes  les  sphères  qui  contiennent  le  cercle  osculateur  de  la  courbe, 
et  qui,  par  conséquent,  ont  un  contact  du  second  ordre  avec  cette 
courbe ,  leurs  centres  seront  situés  sur  une  perpendiculaire  au  plan 
osculateur,  passant  par  le  centre  de  courbure;  et  il  est  facile  de  voir 
que  celle  de  ces  sphères  qui  a  son  centre  sur  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face a  pour  rayon 

P    . 
cos  9' 

on  peut  donc  dire  que  en  chaque  point  de  la  courbe  de  longueur  donnée 
qui  renferme  une  aire  maximum  sur  une  surface ,  la  sphère  qui  con- 
tient le  cercle  osculateur  de  la  courbe  et  dont  le  centre  est  sur  le  plnn 
tangent  à  ki  surface,  a  un  rajon  constant. 
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NOIE 

SUR    LA    DÉTERMINATION  D'UNE  FONCTION    ARBITRAIRE; 
Par  m.   CELLÉRIER. 


Cette  Note  a  pour  objet  de  déterminer  la  forme  d'une  fonction  arbi- 
traire soumise  aux  conditions  suivantes  : 

Désignons  par  t,  x,j,  z,  quatre  variables  qui  seront,  si  l'on  veut, 
le  temps  et  les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'espace;  et 
faisons 

(1)  cp  =   r^    r^    P    Me""=-^''''^-^^^"^'~'  dudv dw , 

en  représentant  par  M  une  fonction  donnée  des  variables  «,  v,  w,  par 
rapport  auxquelles  s'effectue  l'intégration ,  et  par  s  une  fonction  don- 
née de  la  quantité 

sju^  4-  v"  +  tv", 

que  nous  désignerons  par  h. 

Nonnnons  y'  une  autre  fonction  i\ç.x,j,  z,  t,  de  la  forme 

(2)  ç)'=   r     r     r    We^"''^'''y^^'^"^'^~'du'dv'dw', 

J —  oc     J —  00     J — 00 

en  représentant  par  s  une  fonction  connue  de  la  quantité 

//  =  v'm"  +  v'^  +  W«, 

mais  telle  qu'à  une  même  valeur  de  s  dans  l'une  et  l'autre  intégiale 
répondent  des  valeurs  différentes  de  h  et  A'.  Quant  à  M',  c'est  une 
fonction  inconnue  de  u\  v',  w',  qui  doit  être  telle  que  l'on  ait 
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quel  que  soit  t,   pour  toutes  les  valeurs  de  x^  y,  z  satisfaisant  à  l'é- 

(|nation 

^'  +  j'  +  z'  =  ^S 

où  /désigne  une  constante  donnée.  Notre  but  est  précisément  de  trou- 
ver cette  fonction  M'. 

Si  l'on  fait,  dans  la  formule  (i/, 

M  :=  A  cos  a  5  j'  =  ^  sin  a  cos  ê ,  îv  =  /*  sin  a  sin  ê, 
et  dans  la  formule  (2) , 

u'=h'coso(.,  1^=:  A' sin  a  cos  ê,  tv' =  A' sin  a  sin  ê  ; 
puis,  dans  l'une  et  l'autre, 


r  =  \Jx^  -+-  j^  -+-  z.% 
X  =1  r  cos  i|/ ,    J"  =  ''  sin  (j>  cos  6,       z  =^  /•  sin  6  sin  5  , 
et 

cos  ij;  cos  a  +  sin  i|>  sin  a  cos  (5  —  ê)  =^  />• 

Si ,  enfin ,  on  considère  à  présent  M  et  M'  comme  des  fonctions ,  la  pre- 
mière de  h,  a,  ê,  et  la  seconde  de  h' ,  a,  S,  on  devra  faire 

du  dv  d\v  =  Jr  sin  c/.dhda.d§, 
du'  dv'  dw'  =  h'-  sin  adh'da.  d§i 

puis,  étendre  les  intégrations  relatives  à  h  et  h'  de  o  à  l'infini  ;  celles 
relatives  à  a  de  o  à  ?:,  7:  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre ,  et  enfin  celles  relatives  à  ê  de  o  à  an. 
On  trouvera  ainsi 

ç  =    f  r^  f^  Me'"P^''  "^^  h'^smadkdadê, 
0'=    r  Ç"  f  ^^ M' e^'''P^">'~*  h"" sin adh'dadè. 

'  Jo     Jo     Jo 

L'équation 
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devra  avoir  lieu,  quels  que  soient  t,  i|/,  0,  et  pour  la  valeur  particulière , 

;•  =  /. 

Il  faut  d'abord  pour  cela  que  les  éléments  de  o  et  9'  correspondant  a 
une  même  valeur  de  s  soient  égaux;  et  en  considérant  h,  h'  comme  des 
fonctions  connues  fie  s ,  et  changeant  par  conséquent  dh  et  dJi'  en 

dh     ,  dit'    j 

sous  les  signes  d'intégration ,  il  en  résulte 


(3)- 


ds    Jo     Jo 

=  ^"'^  f'  f''m'e"""'~>^my.dadè, 

ds  Jo     Jo 


relation  qui  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  s,  '|,  ô. 

On  sait  qu'en  désignant  par  p  une  quantité  réelle  niunériquemenf 
inférieure  à  l'unité ,  et  par  P„  le  coefficient  de  p"  dans  le  développe- 
ment de 

(1  -  ipp  +  p-ri, 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  p,  on  aura,  quelle  nui-  soit  la 
fonction  de  /;  représentée  i^a.r  f[p), 

(4)      /(/')= 2  (^)p«xr/(/')P''^^' 

la  somme  ^  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  // .  de- 
puis o  jusqu'à  l'infini. 

Appliquons  ce  mode  de  développement  à  la  fonction 

e*'"^  =  cos  {hlp)  -h  v/^Tsin  {hlp), 
on  trouvera 

j  cos(A/p)  =  ^  (^"-±1)  P„  Jj^'  cos  {hlp)  V„dp, 
n  {hlp)  =  2  ('-^)  P„  j^"'  sin  [hlp)  V„dp. 
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On  sait  que  l'expression  P„  est  donnée  par  la  formule 


P„  = 


I.2.3.../2.2"  dp" 


D'ailleurs,  comme  {p-  —i)"  et  ses  coefficients  différentiels  des  n—  r 
premiers  ordres  s'annulent  par  la  supposition  de  p  =  ±:  i,  on  trou- 
vera en  intégrant  par  partie,  et  faisant  successivement  n  égal  à  un 
nombre  pair  a/ztet  à  un  nombre  impair  %m  +  i  , 

l  jj\os{hlp)    ^'"^;]^~'^"    dp^i-iY    [hlf"     f_^\p'~^Y'"     cos{hlp)dp, 

(6)  M    '  ^  *^~' 

'  j_^'  cos  [Mp)  tr:li^=^  dp  =  (-  lY"     [Mf'"-^'  f_'^'  (y  -  i)--'  sm  /./p  dp, 

r^'  sin  (/z//7)  "'""i^^'~,'^"'^'  dp  =  (-  i)'"-'  (/iZ  1='"-'  f"^'  (;j2  -  1)2""-'  cos{hlp)dp. 

Il  est  clair,  en  outre,  que  la  deuxième  et  la  troisième  de  ces  valeurs 
sont  nulles,  parce  que  les  intégrales 

T"^'  (/>'  -  i)''"sin  'hlp)dp,       T"^'  (/)=  —  1  i^"-*'  sin  Jilp)  dp, 

se  composent  d'éléments  égaux  deux  à  deux  et  de  signes  contraires. 
En  faisant,  pour  abréger,  hl  =  y,  on  a 

I     /*  -+-'  j  sin  7 

-   I        COS  '/p  dp  =  — -  ; 

puis,  en  différentiant  li  fois  par  rapport  à  y,  /  étant  un  entier  quel- 
conque, 


~  Jj'  p^' cos  ^^p  dp  =  {-l)' 


dr- 


[I             2i(2.i l)            2/(21 l)f2( 2)^2/  —  3)  1 
^ — ^ — -  -i ^ — — ■  —  . . .     Sin  7 
7          y                      y                    J 

[2(  2/(2i l)(2î — 2)  2((2; — l)(2( — 2)(2J — 3)  (2/ — 4)  ~\    COS  7 

7  7'  7'  "J      7 


•    7^ 


sin  7 

cos- 

7' 
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En  développant  i p^  —  i)"  dans  l'intégrale 

/        [p"^  —  '/'  cos'/pdp. 
et  calculant  chaque  terme  par  la  formule  précédente  ,  on  trouvera 

i^^'(p^_i)«cosv/)r/p 
=  ^^\l—-  +  "("  —  '")  _  n(n—i]{n  —  2;  ^       1 

7       1_  I  1.2  '  1.2.3  ""  J 

cos  7  r  n  ,  nln  —  i  )  ,  ,.  1 

+  ~  [^"  -  7  (^"  -  2)  +  -\-^  hn  -  4)  -  •••] 

"7^    2«(2n  — 1)(2«  — 2)  —  -{211  —  2)(2n  —  3)(2n  — 4) -!-•■•    +•••> 

série  dont  la  loi  est  facile  à  saisir.  Les  coefficients  de 

sin  7  cos  7  sin  7  cos  7 

V    '  7'   '  7'    '  7*    '         '' 

sont  les  valeurs  des  expressions 

/„2  ,\n  dj^'  —  l)"  rf'(x'— l)" 

quand,  après  avoir  développé  (x"^  —  1)"  et  effectué  les  différentiations , 
on  pose  jc  ^  i. 

Or  la  valeur  x  =  j  annule  évidemment  l'expression 

(x^  -  i)" 

et  ses  coefficients  différentiels  des  n  —  1  premiers  ordres. 

Si  donc  l'on  fait  successivement  n  =  im  et  n  ■=  im  -h  1 ,  on  aura 

'^  j^J  {p-^  -  if"  cos -^p  dp 

.^  fsin  7  rf""(T=  —  i)""       cos  7  rf'"^' (x' — i)="        sin  7  rf'""^'(x'  —  i)'"  '] 

-  1        {p''  — if'"~^'  COS  y  p  dp 
_  y,  ("cos  7  rf""-*-'(j'  — i)""+i        sin  7  rf""-^'(.r^— i)""-*-'   _  1 

^  /*       [^  y:m+:  dx'^~'  yWi.»-  (fx"""*"'  J  ' 

en  faisant  toujours  x  =  i  après  les  différentiations. 
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En  désignant  par  /,  /'  deux  entiers  quelconques ,  on  a 

dx'  dx'         —y-^^'j     rf^,     -t- ,     rf^        ^_,     -*-•••: 

puis,  faisant  successivement  i  =  n,  i  =i  ji  +  i',   et  dans  les  deux  cas 
j.=  I ,  après  les  différentiations 

rf"(:r^ — l)"  „d"(x  —  l)"  „ 

^    ,_.      '    =  'X  +  I)"— ^ =   I.2.3...n.2", 

dx"  ■■  '  dx" 

d"-*-''  (x'  —  I )"  {^„+i'](n-^i'  —  i)...(n-hi)d"\x-hi)''d"{x—i)" 

dx"-*-''  i.2.3...i'  dx"  d.if 

_    i.a.3...„  a"  (/?  +  /')(/?+<'— !)(«  +  /'— 2). ..(/?  — l'+i) 
•2.4.6...2i' 

Par  conséquent,  en  faisant  successivement  i'  =  i,  a,  3,...  et  substi- 
tuant les  résultats  dans  les  formules  (7),  elles  deviennent 

^J_^"  (/-!)='"  cosypf/p 

[sin  7         [im  -+-  I  )  2/«  cos  7  ~1 

(2m  +  2)  (2/W  +  I  )  2TO  (2TO I  )   Sm  7    I 

-   /        [p^  —  1)^""^'  cos  '^pdp 

[cos  7        (2ni  +  2)  i 2OT  4-  i)  sin  7  ~| 

3m+2                                 o                       -j2"H-3  I 

_    (2m  +  3)  (2ffl  +  2)  (2/yi  +  I  )  2ffl  COS  7  _^             I 

24                                     7"""^'  "  '  J 

Si  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations,  on  substituait  partout 

sin  (ay  —  y'),      cos  1  2y  —  '/'), 

à  sin  '/et  cos  y,  en  désignant  par  7'  une  constante  indéterminée,  ils 
coïncideraient  évidemment  avec  les  valeurs  des  expressions 


^:.  pin  (27-7^-1                                        ^,„^,  piP^27-7')l 
ig)    i.2.3...(2/n) — LÇ^^ — =J,      i.2.3...(2m+i) *-  .  .jC" — =■  ■ 

obtenues  en  regardant  y'  comme  constante  dans  les  différentiations 
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relatives  à  y.  Mais  si  l'on  fait  y'  =  y  après  les  différentiations,  comme 

sin  fsy  —  y' ),  et  cosfay  —  y'), 

se  réduisent  à  sin  y  et  ces  y,  la  substitution  d'une  de  ces  valeurs  à  l'autre 
sera  permise  dans  cette  hypothèse,  et  les  deux  formules  '8  pourront 
t^tre  réduites  à  une  seule,  savoir 

l  j_,     iP'  -  I  )"  cos  ypdp  =  1 .2.3. ..«      ^-     J^,. 

en  posant  y'  =  y  après  les  différentiations. 
Comme  d'ailleurs  on  a 

_i t:^ J  =  cos  y'      ^  r'  ^  -  sin  y'      ^  ]"'"'  K 

valeur  où  y'  ne  se  trouve  qu'en  dehors  des  signes  de  la  différentiation , 
on  trouve,  en  y  faisant  immédiatement  y'  =  y, 

,   ,  sin  27  \  /cos  27 

n"    — —  ri" 


'-f_^'(y-^)"cosypdp=  I.2.3...W  [^cosy-Axl_Z_  siny-A^ 
Si  donc  on  fait ,  pour  abréger, 

cos  y      ^"il  „        —  sin  y  — ^^^ — ^  = /(7>  ")» 
les  formules  (6)  deviendront 
^-  f_^'cos{hlp)  '^"^^^~''""  c?/>  =(-  ir  1.2.3...  i2/n(A/}»'"/^A/,2/n,, 

-  j__    sm  (A/p)  ^^^,„  rt'p  =  o, 

-j_,    cos(AZp) g,..../       dp  =  o. 


3a.. 
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Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  formules  (5),  il  en  résultera 

i  //ll\2"t 

cos  (hip)  =  2  (-  if  (Am  +  'M  2  j     JV'^ '  ^'"i  P^"- ' 
sin  (hlp)  =  2;(-ir-^V;4'«+3)  (iy"-^/(;,Z,  2/n+i)P,„,.., 

les  sommes  Vs'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  m  depuis  zéro 

jusqu'à  l'infini.   Ces  séries  sont  rapidement  convergentes,  car  l'inté- 
grale 

-  I        ( p^  —  i)" cos '/p dp  ^=  i.i3.j.nj{y,n), 

décroissant  évidemment  quand  n  augmente,  l'expression ^ (y,  n)  dé- 
croît aussi  et  même  plus  rapidement  que 


1.2.3...  n 

Les  équations  (lo)  donnent  ensuite 

On  trouverait ,  de  même, 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  et  qu'on  fasse,  en 
même  temps, 

U„  =  ^^  f^''  f^  mP„  sin  a dad§, 

4'^      Jo       J  0 

U:=:^   P''r"M'P„sin«^arfg, 

A^     Jo      J  o 


(i3) 
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D'après  les  propriétés  connues  des  fonctions  de  ^,  &,  représentées  par 
U„,  Ul,  on  a,  pour  deux  nombres  entiers  quelconques  n'  et  n,  pourvu 
qu'ils  soient  différents  l'un  de  l'autre, 

(  1 4)  (J''  fj  ^n'  U„  sin  'i^d']^dQ  —  o,  /*"£''  P«'  ^'  ^i»  J^  d]j  d6  ^  o, 
et  pour  n'  =  n, 

i    f  '"  f"  P„  U„  sin  ^  d6  dO  =  -^  V„ , 

1  p"  p  pu;  sin  ■hdbdo  =  -^  v:, 


(i5) 


en  indiquant  par  V„,  V,  ce  que  deviennent  U„,  Ul  quand  on  y  change 
^{/,  0  en  a,  ê;  de  sorte  qu'en  désignant  par  N  ce  que  devient  M  par  le 
changement  inverse  de  a,  S  en  i|/,  Q,  on  aura 

(16)  V„  =  ^^  r  '"  f''  NP„  sin  àd'hdô. 

4'^    Jo      Jo  ' 

En  outre,  M  et  M'  seront  données  par  les  développements  convergents 

M'  =  v;  +  v,  +  v;  +  v'3  + .... 

Maintenant,  l'équation  (i3)  ayant  lieu  par  hypothèse,  pour  toutes  les 
valeurs  de  tf ,  9,  si  on  la  multiplie  par 

P,„  sin  '\i  d<\>  d9 , 

où  m  est  un  entier  quelconque,  et  qu'on  intègre  par  rapport  h  (1/  et  6 
entre  les  limites 

(]>  =  o,      fil  =  Tx;     5  =  0,     9=27r; 

touslestermesde  ^  disparaîtront  dans  les  deux  membres,  sauf  celui  où 
n-=m.  En  vertu  des  équations (i4)  et  (i5),  on  aura  donc 
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Cette  relation  donne  la  valeur  de  V,„  au  moyen  de  V,„  qui  se  tire  de 
l'équation  (i6)    lien  résulte  donc 

M'  =  v',,4- v,  4- v;-i-.... 


,  cos  hl ^— '- sin  hl 


COs/i'i 

^Z-  dl" 


De  la  sorte  M'  se  trouve  entièrement  déterminé  en  fonction  de  a,  ê, 
puisque  N  se  déduit  de  la  fonction  donnée  M  par  un  simple  change- 
ment des  lettres  a,  S  en  41,  6. 
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NOTE 

SUR   UNE   CLASSE  PARTICULIÈRE   D'INTÉGRALFS   DKFÎNIES; 
Par  m.  CELLÉRIER. 


Je  me  propose  de  montrer  dans  cette  Note  comnient  on  peut  arriver 
d'une  manière  très-simple  à  la  valeur  de  l'intégrale 

ou  M  est  une  fonction  entière  quelconque  de  x,  -,  et  des  quantités 
(a)     sin  rtjr,     CQsajc,     sina'jc,     cosa'x,     sinn'x-,     cos  a"x,..., 

en  désignant  par  a,  a',  a",...  des  constantes  réelles  quelconques. 

On  suppose  ici  que  l'intégrale  (i)  a  une  valeur  finie  et  déterminée. 
Les  ternies  de  M  qui  changent  de  signe  quand  on  remplace  x  par  —  ,r 
disparaissant  dans  l'intégrale,  on  pourra  n'avoir  égard  qu'aux  termes 
pairs  par  rapport  à  jc,  et  par  conséquent  n'étendre  l'intégration  que 

depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  en  doublant  le  résultat.  Si  —  est  la  pins 

haute  puissance  de -contenue  dans  M,  on  n'aura  donc  qu'à  exammer 

l'intégrale 


0      ^^^' 


où  N  est  une  fonction  entière  de  x,  et  des  quantités  (^at,  qui  contient 
seulement  des  puissances  paires  ou  impaires  de  oc,  suivant  que  n  est 
pair  ou  impair.  Pour  que  l'expression  (3)  soit  finie,  il  est  nécessaire  d'ail- 

leurs  que  —  se  réduise  à  une  quantité  finie  quand  a  :^  o;  il  est  clair 
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également  que  la  plus  haute  puissance  de  x  contenue  dans  N  devra 
être  tout  au  plus  x"~',  sans  quoi  l'intégrale  (3)  ne  convergerait  pas 
vers  une  limite  unique  et  déterminée  quand,  après  y  avoir  remplacé 
la  limite  infinie  de  l'intégration  par  une  quantité  très-grande  h,  on  fe- 
rait croître  celle-ci  jusqu'à  l'infini. 

Considérons  d'abord  le  cas  très-simple  où 

'4  '  N  =  P  cos  ax  +  (^  sin  a.r  -t-  R , 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  entières  de  x.  et  a  une  constante  réelle. 

N 
Pour  que —soit  une  fonction  paire  de  x,  il  faudra  d'abord  que  P  et  R 

contiennent  seulement  les  puissances 


et  Q  seulement 


('-ela  posé,  si  l'on  désigne  par  </  le  terme  indépendant  de  x  du  coeffi- 
cient de  sina,r  dans  l'expression 

rf'—N 
rfj:"-'' 


dx 


3t9 


.2.3... (/2 1 


en  prenant  le  signe  -i-  ou  —  suivant  que  a  est  positive  ou  négative. 

Ce  théorème  a  lieu  pour  de  petites  valeurs  de  «,  entre  autres  pour 
«  =  1.  En  effet,  dans  ce  cas,  la  valeur  la  plus  générale  de  l'expres- 
sion (4)  étant 

N  =  /n  cos  ax  +  w!x  sin  nx  -+-  /n", 

où  m  y  m',  m"  sont  des  constantes,  la  supposition  que    —    reste   fini 
quand  ,%•  =;  o.  donne 
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Par  conséquent, 

J'**N     ,      r^  m'x%\nax  —  /«(i  —  cosax)    , 
o     x'  Jo  x' 

En  même  temps ,  la  valeur  de  q  est 

q  =   m'  —   ma. 

Eu  intégrant  par  partie,  on  a 

/i  — cosax    ,      _  i  —  cosax  Çasmax    j^ 

~    ?  X  ;       X  ' 

puis  ,  '  —  cosax  g' évanouissant  aux  limites  o  et  oc, 

Jo  X'  Jo  X 

et 

le  théorème  se  vérifie  ainsi. 

Donnant  maintenant  à  n  une  valeur  quelconque,  je  vais  montrer  que 
le  théorème  a  lieu ,  s'il  est  exact  pour  le  nombre  n  —  1 . 

Soit 

ex"'*  sin  ax 

le  terme  de  Q  sin  ax  proportionnel  à  x"~'  ;  on  aura 

/N  —  cx"-'sinax     ,      N  —  ex"-'  sin  ax 
■            ^                       ~  (n  — i)x»-' 

I  rd{îi  —  cx"-'sinax)    etr 

Comme 

ex"-'  sin  ax  ^     N  —  ex'—'  sin  ax 

.,     et    -, ' 

x"  x" 

conservent  une  valeur  finie  pour  x  =  o ,  la  quantité 
N  —  ex  "~' sin  ax 
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s'évanouit  à  cette  limite.  Il  en  est  de  même  pour  jc  :=  oc,  parce  que 
N  —  6\r"""'  sin  ax  ne  contient ,  hors  des  signes  trigonométriques ,  que 
•les  puissances  de  .r  égales  ou  inférieures  à  x""^ .  D'ailleurs,  dans 
l'expression 

dC^  —  ex"—'  sin  ax)        fiiP  ,  „  „   .  n  1 

-^ — di =  L^  +  «  (Q  -  ^'-^    )  J  «^"^  '^■^ 

il  est  clair  que  le  coefficient  de  sin  ax  contiendra  seulement  les  puis- 
sances ,r"~^,  :):""%  x""* et  celui  de  cos  ax  et  ^-  seulement  jt""'  , 

ax 

x"~^....,  conditions  requises  pour  que  le  théorème  soit  applicable;  et 
comme  il  a  lieu  pour  le  nombre  n  —  i,  on  aura 


r- 


(N  —  ca;"-'  sin  ax)   dx    ±  </  ' 


(/'  étant  le  terme  indépendant  de  x  du  coefficient  de  sin  nx  dans  l'ex- 
pression 

d"-' 'rS — cj;"-'sinaj:)  i^/"-'  N  rf"-' fx"-' sin  oj:) 

i L     ;^^       Q     . ^ . 

il3^~'  dx"-'  dx"-' 

Le  seul  terme  de  cette  espèce .  donné  par  l'expression 

d"—'  (x"— 'sinax) 
dx"~' 
étant 

(ri  —  I  )  (n  —  7.)  ...2.2.1 , 

et  celui  qui  provient  de 

rf"-'  N 
dx"-' 

étant  égal  à  </ ,  on  aura 

(j'  =z  (^  —    1.2.3...  (« —  l)f. 

Par  conséquent. 

£*N  —  cj:"^'sinax    ,               i        f"^  d  CHi  —  cx"-'sinax)     dx 
dx  =  I        -^ -: jn 
X"                               n — I  Jo                      dx                  x° 

1.2.3... (« l)   2 
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et 

O        T"  Jo  X  1.2.3...  («—  1,2  2  1.2.3...(n—  1)2 

L'équation  (5)   a   donc  lieu   pour   le   nombre  ti;   et   puisqu'elle  est 
exacte  pour  n  —  2,  elle  est  généralement  vraie. 
Maintenant,  faisons 

j  N  =  P,  cos  a,jc  +  Q,  sin  rt,x  +  P,  cosajar  +  Qj  sin  a^x 
I  -t- P3  cos  flajr-l- Qa  sinrt3a:+ ...  +  R, 

en  désignant  par  a,,  a^,  a^,-..  des  constantes,  par  P,,  Pj,  Pa,--  ^^  I^ 
des  polynômes  contenant  les  seules  puissances  x"~^,  x""*,...  et  par 
Q, ,  Qs,.--  des  polynômes  contenant  seulement  a:""',  J?"-',..;  ces  der- 
nières conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 

N 
,r" 

soit  une  fonction  paire  de  x  et  s'évanouisse  pour  or  =  ce.  Si,  en 
outre,  elle  reste  finie  pour  x  =  o,  \\  faudra  pour  cela  qu'en  dévelop- 
pant les  sinus  et  cosinus  contenus  dans  N,  les  puissances  x"""*,  .r"~*,... 
disparaissent  identiquement.  Si  donc  on  désigne  par 

R, ,     Rj,     R3V •■ 

l'ensemble  des  termes  d'ordre  inférieur  à  .r"  fourius  par  le  développe- 
ment de 

P,  cos  rt,  j:  H-  Q,  sin  rt,.r , 

Pj  cos  «2  j:  -H  Q2  sin  a..x 

on  devra  avoir  identiquement 

R  -f-  R,  +  Rj-H  R3  +  •••=  o, 

et  N  prendra  la  forme 

N  =  P,cosrt,a:  +  Q,sinfl,Jc  — R,  -+- PjCOsrtjaM- QîSinrtja- —  Rj  — ... 

33.. 
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Les  expressions 

P,cosa|X  +Q,sinfliX  — R, 

P;  cos  a:X  +  Qi  sin  a_jc  —  R, 


étant  toutes  des  fonctions  paires  qui  restent  finies  pour  J?  =  o  et 
s'évanouissent  pour  j:  =i  oo,  l'équation  (5)  aura  lieu  pour  chacune 
d'elles;  en  ajoutant  les  résultats,  on  aura 


dx 


1 .2.3...  {n  —  I  )         2 


les  quantités  </,,  q^----  étant  les  ternies  indépendants  de  x  des  coeffi- 
cients respectifs  de 

sin  a,x ,     sin  a,jc,... 

dans  l'expression 

d"-'  N 

et  le  signe  -i-  ou  —  devant  être  choisi  devant  chacun  d'eux  suivant  que 
celle  des  quantités  a,,  a^,---  à  laquelle  il  correspond  est  positive  ou 
négative. 

Toute  fonction  entière  N  de  x,  et  des  expressions  i  a  ,  telle  que 


/.oc       jj 

j-OC      ^ 


dx 


ait  luie  valeur  finie  et  déterminée,  peut  être  ramenée  à  la  forme  6  : 
mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'opérer  cette  réduction  pour  connaître 
la  somme 

17.'  ^    ?.     ±    <U    -    ^S---: 

et  par  conséquent  la  valeur  de  l'intégrale.  Il  suffira  de  former  l'ex- 
pression 

rf"-' W 

dx"-'   ' 

et  après  avoir  supprimé  tous  les  termes  qui  contiennent  x  hors  des 
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signes  sinus  ou  cosinus,  de  calculer  l'expression  (7  pour  chacun  de 
ceux  qui  restent,  ce  qui  peut  se  faire  immédiatement  sans  autre  ré- 
duction. On  reconnaîtra,  par  exemple,  que  cette  somme,  pour  un 
terme  de  la  forme 

sin  ax  cos  a'x , 

est  égal  à  ±1  i  ou  à  o  suivant  que  a  —  a'  et  a  -+-  a'  sont  ou  non  de 
même  signe.  Généralement  elle  est  égale  à  -v-  \  pour  un  terme 

sin  ax  (cosa'x)"  ;cos«"x)^  (cosrt'j:)/... 

si  a  étant  positif  surpasse  la  somme  des  valeurs  numériques  de 

a.a' .      ëa",      '/fi", 

L'intégiale 

Nrfx 


/: 


{x-hy' 


où  h  est  une  constante  réelle,  se  ramène  aux  précédentes  en  changeant 
X  en  h  +  X.  ï\  en  sera  de  même  de 


OÙ  F  (x)  est  une  fonction  entière  de  .r.  On  décomposera  chaque  terme 
de 

en    fractions    rationnelles.    Celles    cpn    corres[)on(lent   à    des    racines 
réelles  de 

F  (.r)  =   o 

pourront  s'intégrer  par  la  méthode  précédente.  Celles,  au  contrau-e, 
(|ui  dépendent  des  racines  imaginaires  étant  de  la  forme 

N 
(x'-l-^)"' 

où  /•  est  une  constante  réelle,  s'intégreront  aisément  en  les  déduisant  des 
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formules  connues 


rcos  ax  dx  e-°'  -n  /"*  x  sit 


sinaxrfx 

=  e' 


paides  différentiations  par  rapport  à  r. 

Tous  les  résultats  qui  précèdent  ont  beaucoup  d'analogie  avec  ceux 
auxquels  conduit  le  calcul  des  résidus,  et  pourraient  sans  doute  être 
obtenus  par  ce  calcul.  Mais  j'ai  pensé  qu'il  ne  serait  pas  inutile  d'y 
arriver  directement.  Sans  déterminer  aucune  intégrale  définie  qui  ne 
pût  être  connue  par  d'autres  méthodes,  ils  pourront  servira  en  abré- 
ger le  calcul. 
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SUR  UNE  REPRlfSENTATION  GÉOMÉTRIQUE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES 
I)K   preafièhk  espkce. 

(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  LionviLLE.  —  1 1  avril   i«43.) 
Par   m.   William  ROBERTS  (de  Dubliis). 


■  Voici  un  résultat  de  géométrie  que  j'ai  trouvé,  et  qui  me  semble 
avoir  quelque  degré  d'intérêt. 

"  Etant  donnée  la  base  d'un  triangle,  dont  le  rectangle  formé  par 
les  côtés  est  égal  au  carré  de  la  demi-base,  on  sait  que  le  lieu  du 
sommet  est  la  lemniscate  deBernouIli,  et  que  sa  longueur  peut  s'ex- 
primer par  une  fonction  elliptique  de  première  espèce,  le  modide 
étant  sin  45". 

«  Cherchons  donc  une  coiu-be  sphérique  à  laquelle  appartient  une 
propriété  analogue.  Soit  a  j  la  base  commune  des  triangles  sphériques  . 
dont  les  côtés  a  et  /3  sont  liés  par  la  relation 

sin  i  a  sin  {  fi  =  sin*  |  j, 

et  si  l'on  appelle  0  l'arc  d'un  grand  cercle  du  milieu  de  la  base  au 
sonunet,  et  <|;  l'angle  qu'il  fait  avec  la  base,  on  aura,  pour  l'équation 
polaire  du  lieu  des  sonuiiets, 

(i  —  sin-  j  sin^  i\>)  cos*  |  9  =  cos  j. 

i.a  forme  de  cette  courbe  sera  semblable  à  celle  de  la  lenmiscate;  et 
son  arc,  compté  depuis  l'extrémité  du  demi-axe,  sera  aussi  exprimé 
par  luie  fonction  de  la  première  espèce,  dont  le  module  est  toujours 
plus   petit  que   sin    ',,",".    L'amplitude  f  de   la   fonction    sera   déter- 
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minée  par  l'c-quation 


Vcos  r  tang  il/  =   ",  ' — ~i 

•^  '^    '  V  I  -I-  COS^  COS'  isj 


«^v/(V 


cos  j>-       \  ,  ,     , 

sera  le  module. 

-I-  cos  y  j 


»  Ceci,  avec  l'aide  des  transformations  dues  à  Lagrange  et  à  M.  Ja- 
cobi,  fournit  très-simplement  une  représentation  géométrique  de  la 
première  transcendante  elliptique ,  ce  que  Legendre  a  beaucoup  dé- 
siré. 

»  J'ai  d'autres  résultats  du  même  genre,  que  je  serai  charmé  de 
vous  communiquer,  si  vous  considérez  ce  que  j'ai  donné  comme  digne 
de  votre  attention.  » 
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SUR   L'ÉQUATION 


Par  J.  LIOUATLLE. 


Soit  u  une  intégrale  particulière  de  l'équation 


(0 

^_i_£!?  -  o- 

en  sorte  que  l'on 

ait 

d'u         d'u 

et  par  conséquent 

du                  jdu 
'^di_           '^Ty 
dx                      dy 

La  quantité 

du    ,            du     , 
dx    -^           dr 

sera  des  lors  une  différentielle  exacte.  Posons  donc 


et  par  suite 


,   ,                                            dv         du 
W                                               dy  =  di^ 

dv    _             du 

di~      d} 

De  là  résultera  sans  difficulté 

d'v 

+ 

d'v 

d'où  l'on  conclut  que  v  est  aussi  une  intégrale  de  l'équation  (i).  De 
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plus  on  aura  évidemment 

du  dv         du  dv  

dx  dx         dy  dy 

Les  courbes  représentées  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations 

u  =  constante,     v  =  constante, 

sont  donc  du  genre  de  celles  que  M.   Lamé  nomme  Lwthermes ;  et 
chacune  des  courbes  du  premier  système  u  =  constante  coupe  à  angle 
droit  toutes  les  courbes  du  second  système. 
Maintenant  désignons  para,  /S  deux  variables  nouvelles,  et  posons 

(3)  u  =  a,     V  —  (i,    ' 

ce  qui  nous  permettra  d'exprimer  jc  et  j^,  et  par  suite  o ,  en  fonction 
de  a  et  /3.  11  nous  viendra,  en  ayant  égard  aux  relations  (3)  et  (a), 


dj:'' 


d^<f  (du\  •  d^(f    du  du         d-i^  /'^"\  "       ^9  '^  "        ^9  ^'' 

~  dl'  \di)  ~  ^  dac/^  did^~^  df  \dy)   ^  did^''^  d^dx'' 
d'tf         rf'ij)  fdu\  ^  d'if   du  du  d^if  (du\  *        rf<p  d'à         d<f  d-v 

lfy'~  d^-  \d^)  ~^   ^  d'j^dp  did}~^df'  \di)    ~^  mif  ~^  dfTfy'^ 

ajoutant  donc  pour  égaler  la  somme  à  zéro,  puis  supprimant  les  termes 

en -^,  -^,  dont  les  coefficients  sont  nuls,  et  divisant  par  (  —  j    4-(V)   > 

on  a 

Cette  transformation  de  l'équation  (i)  dans  l'équation  (4i  a  été  utile- 
ment employée  par  M.  Lamé  dans  la  théorie  de  la  chaleur.  Pour  l'opé- 
rer, il  faut  connaître  les  deux  fonctions  u  et  c.  Notre  but  était  ici  de 
montrer  comment  l'une  d'elles  (m  par  exemple)  étant  connue,  l'autre 
s'en  déduit  immédiatement. 

L'équation  (i)  étant  satisfaite  soit  par  (f^z  oc,  soit  par  o  =  j,  l'équa- 
tion (4)  doit  l'être  également ,  en  sorte  que 

,_v  d'x  d^x  d^y  d'y 

Donc  si  l'on  regarde  a  et  /3  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point ,  et  X,  j-  comme  des  fonctions  de  a,  j3,  chacune  des  équations 

,x  =  constante,     j^  constante, 
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leprésentera   un    système  de  courbes  isothermes.    J'ajoute    que    les 
courbes  du  premier  système  coupent  à  angles  droits  celles  du  second. 
Différentions ,  en  effet,  l'équation  u  =  a  par  rapport  à  a  et  jS  suc- 
cessivement :  nous  obtiendrons 

du  dx        du  dy  du  dx         du  dy 

dxdâ         dydâ~^^         dx  d^  "^  dy  dp  ~  ^  ' 

L'équation  v  —  ^,  eu  égard  aux  relations  (2),  fournira  de  même 

du  dx        du  dy  du  dx         du  dy 

dy  dii~  dx~di  ~      '         'dy  'd^  ~  Tx  1^  ~    ~    ^  ' 

De  ces  quatre  équations,  en  posant  pour  abréger, 


on  tire 


^=(£)' 


Jï)   ' 


^  I  rf«   dx  dy i  du  dx 

dp~  àdx  ~  dx''        dâ~   ~   '^dy~    ~    dp^ 

et  par  conséquent 

dy  dx         dy  dx 

Â^^  "^  rfp  5p  ~  °' 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

La  réciprocité  établie  par  nos  calculs  entre  les  fonctions  u,  v  ou 
a,  p  de  X,  j,  et  les  fonctions  x,  j  de  a,  |3,  réciprocité  qui  se  re- 
trouve même  dans  les  formules 

dy dx  dy  dx 

dp~  dZ^         d^  ~   ~  d^' 

analogues  aux  formules  (2)  et  dont  les  équations  5  sont,  du  reste,  une 
conséquence  immédiate,  méritait,  je  crois,  d'être  indiquée.  Au  surplus, 
les  résultats  auxquels  nous  venons  d'arriver  peuvent  aussi  se  déduire 
de  l'intégrale  sous  forme  finie  qui  vérifie  l'équation  (  i .,  ou  plutôt  de 
cette  remarque  que  u+  v  \/^^  se  réduit  à  une  simple  fonction  de 
X  +  X  \J—  I ,  Mais  il  paraît  plus  convenable  d'éviter  l'emploi  des  ima- 


gmaires. 


34. 
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SUR    LES   NOMBRES    PREMIERS   COMPLEXES 
QUE  L'ON  DOIT  CONSIDÉRER  DANS  LA  THÉORIE  DES  RÉSIDUS 

DE    CINQUIÈME,    HUITIÈME    ET    DOUZIÈME    PUISSANCE; 

Par  m    C-G-J    JACOBIf*!, 


;Ejtrail  du  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XIX.  —  Traduclion  de  M.   Faye.) 


Dans  ses  recherches  sur  les  résidus  biquadratiques ,  5L  Gauss  a  introduit  les  noml^res 
complexes  de  la  forme  a  -{-  b  \' — i  comme  modules  ou  comme  diviseurs.  Par  là  il  a  pu 
établir,  sur  le  caractère  biquadratique  de  deux  nombres  premiers  complexes  de  la  forme 
a-\-  b  \j — I,  une  loi  de  réciprocité  aussi  simple  et  aussi  complète  que  l'est  ce  fleuron  de 
l'arithmétique  la  plus  relevée,  ce  célèbre  théorème  fondamental  sur  les  résidus  qua- 
dratiques. 

Mais,  quelque  simplicité  que  puisse  apporter  dans  ces  matières  l'introduction  des 
nombres  complexes  comme  modules,  elle  n'en  appartient  pas  moins  aux  plus  profondes 
spéculations  de  la  science  ;  je  dirai  plus ,  il  m'est  impossible  de  croire  que  la  seule  arith- 
métique ait  dirigé  M.  Gauss  dans  ces  mystérieuses  recherches;  je  penserais  plutôt  qu'il 
doit  ces  découvertes  à  l'étude  des  transcendantes  elliptiques  et  probablement  à  l'espèce 
de  celle  qui  donne  la  rectification  des  arcs  de  la  lemniscate. 

Par  exemple,  dans  la  théorie  de  la  multiplication  et  de  la  division  des  arcs  de  la 
lemniscate,  les  nombres  complexes  de  la  forme  a-\-b  y  —  i  jouent  précisément  le  rôle  de 
nombres  ordinaires.  De  même  qu'on  exprime  rationnellement  les  fonctions  tri- 
gonométriques  des  arcs  de  cercle  multipliés  par  «,  de  même  on  peut  multiplier  les 
arcs  de  la  lemniscate  par  un  nombre  complexe  a  -\r  b  sj —  i  ;  de  même  qu'on  divise 
le  cercle  en  n  parties  par  la  résolution  d'une  équation  du  n'™'  degré ,  de  même  on  peut 
diviser  les  arcs  de  la  lemniscate  en  a  -\-  b  sj — i  parties  par  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  degré  a-  +  b  .  Lorsqu'il  s'agit  de  diviser  un  arc  en  i5  parties ,  on  le  partage  en 
3  et  en  5,  et  on  déduit  de  ces  deux  dimions  la  division  cherchée;  de  même,  lorsqu'il 
s'agit  de  diviser  un  arc  de  lemniscate  en  1 7  parties ,  on  le  divise  d'abord  en  i  -I-  4  V  —  • 
et  en  i  —  4  V' — '  parties,  et  on  déduit  de  ces  deux  divisions  celle  en  17  parties. 

t*l  Lu  à  l'Académie  royale  de  Berlin  ,  le  16  mai  i83;). 
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c'est  ainsi  que  clans  la  recherche  de  chaque  espèce  parlicuHère  d'intégrale  elliptique, 
pour  peu  qu'on  veuille  pénétrer  leur  nature,  on  se  trouve  inévitablement  forcé  d'in- 
troduire les  nombres  a  -\-  b  \J —  i  comme  diviseurs.  Ces  recherches  de  calcul  intégral 
paraissent  sans  doute  beaucoup  plus  compliquées  et  plus  difficiles  que  les  propositions 
ordinaires  de  la  théorie  des  nombres,  mais  ce  n'est  pas  toujours  l'idée  la  plus  simple 
qui  se  présente  la  première  à  l'esprit.  M.  Gauss  assure,  dans  les  Disr/uisithma  arith- 
meticœ,  que  sa  méthode  pour  la  division  du  cercle  peut  être  appliquée  à  la  lemniscate, 
et  il  promet  un  ample  traité  sur  ce  sujet,  à  une  époque  où  il  ne  s'était  certainement 
pas  encore  occupé  des  résidus  biquadratiques. 

C'est  Abel  qui,  le  premier,  a  su  délier  M.  Gauss  de  sa  promesse;  il  a  du  moins 
donné  les  premiers  traits  fondamentaux  de  l'extension  à  la  lemniscate  de  la  méthode 
de  M.  Gauss  pour  la  division  du  cercle,  dans  son  premier  travail  sur  les  transcendantes 
elliptiques  publié  par  le  Journal  de  M.  Crelle.  On  résoudrait  un  problème  aussi  in- 
téressant que  difficile  en  interprétant  géométriquement  cette  division  de  la  lemnis- 
cate en  a  -4-  i  v'— '  parties ,  et  la  détermination  de  la  p''°"  partie  d'un  are  par  sa 
division  en  a  -|-  6  v' — '  et  en  a  —  h  \j — i  parties.  La  géométrie,  dans  ces  derniers 
temps,  a  assigné  aux  imaginaires  une  place  dans  son  domaine,  et  les  admirables  tra- 
vaux de  M.  Steiner  sur  ce  sujet  font  espérer  qu'elle  finira  par  s'emparer  complètement 
de  ces  idées  abstruses. 

Il  n'était  pas  besoin  d'idées  nouvelles  pour  trouver  les  lois  de  la  réciprocité  cubique; 
il  suffisait  pour  cela  d'introduire  d'une  manière  tout  à  fait  analogue,  comme  modules 

ou  comme  diviseurs,  les  nombres  complexes  de  la  forme ou  d'autres  sem- 

1 

blables  qui  sont  composes  des  racines  cubiques  de  l'unité.  On  peut  aussi  rattacher  ces 
recherches  à  la  théorie  de  quelques  intégrales  elliptiques  particulières.  La  loi  de  réci- 
procité pour  les  résidus  cubiques,  dont  j'ai  donné  communication  dans  une  Note  précé- 
dente, est  encore  plus  simple  que  celle  que  M.  Gauss  a  posée  pour  les  résidus  biqua- 
dratiques, et  elle  se  déduit  immédiatement  des  formules  connues  pour  la  division  du 
cercle. 

Maintenant  que  M.  Gauss  a  expose,  dans  son  second  Mémoire  surles  résidus  biquadra- 
tiques, les  éléments  des  nombres  complexes  de  la  forme  a -{-h  y' — i ,  il  reste  encore  à 
démêler  parmi  les  méthodes  et  les  solutions  de  l'arithmétique  celles  qui  peuvent  s'ap- 
pliquer aussi  il  ces  nombres  complexes.  Par  exemple,  on  voit  facilement  que  la  mé- 
thode de  Lagrange  pour  réduire  les  formes  quadratiques  peut  s'étendre  aussi  aux  ex- 
pressions telles  que  py"-  -t-  qjz  4-  rz' ,  dans  lesquelles  p,  q,  r,  y,  z  représentent  des 
nombres  complexes  de  cette  forme.  Pour  prendre  la  forme  complexe  la  plus  simple, 
)' —  v' — >•=■>  on  peut  prouver  que  tout  nombre  a  -f- A  \j' — i  qui  divise  une  telle 
forme  doit  avoir  aussi  celte  forme,  et  la  démonstration  est  complètement  analogue  à 
celle  de  cette  proposition  connue  que  tout  nombre  qui  divise  ^"--1-  z-  doit  aussi  être  la 
somme  de  deux  carrés.  Soit  p  —  a''  -\-  /;'  un  nombre  premier  de  la  forme  8/7  -f-  i  ;  on 
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prouve  aussitôt  par  les  éléments  de  la  théorie  de  ces  nombres  complexes  que  y — i  est 
le  reste  quadratique  de  a  -+-  b  \  —  i,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  rt  4-  b  y  —  '  est 
diviseur  d'une  forme  y- —  y/ — i  .;%  et  qu'ainsi  il  doit  être  de  même  forme  en  vertu  du 
théorème  cité  plus  haut.  Si  l'on  partage  cette  expression  en  deux  facteurs 

X~h\/—i.z     et     j_y/_i.z, 
et  qu'on  pose 

j  =/'-fj"  y/— I,      z  —  z'  +  z"  \/^, 

où  y',  y",  z',  z"  représentent  des  nombres  réels  entiers ,  alors  on  obtient  a  +  b  y  —  • 
décomposé  en  deux  facteuis , 

/'  -t-  y"  s/— I  -(-  \f—i  {z'  +  z"  v/— i)» 

y'  +  r"  v' — I  —  v'— ï  (2'  +  z"  v^ — I J5 

c'est-à-dire  en  deux  nombres  complexes  qui  sont  composésdes  racines  huitièmes  de  l'unité. 

Représentons  par  x  la  racine  huitième  de  l'unité  ou  bien  \' —  1,  et  posons 

<fx  :=^  y'  -+-  y"a.^  -h  z'a  -+-  z"a^, 
il  viendra 

a-t-èy  —  I  ^<7-t-  bx-  =  ça .  oa'  ; 
et  si  l'on  remplace  a  par  a^ , 

a  —  b  V  —  I  =  a  —  éa'  =  oa^ .  ça" . 

Le  nombre  premier  p  =  a^  -\-  b-,  de  la  forme  8/2  H-  i ,  est  ainsi  toujours  le  produit 
des  quatre  nombres  complexes 

ifx,     tftx',      aa%      ipa'. 

On  voit  facilement  que  le  produit  ça .  lya' garde  la  forme  c -h  d  y/ — 2,  et  que  le  produit 
(fx.ifx  garde  la  forme  e  -\-f^i.  Les  trois  manières  dont  on  peut  ranger  ces  quatre 
facteui-s  deux  à  deux  donnent  l'expression  du  même  nombre  premier  sous  trois  formes 

a}  -t-  i-,     c'  -\-  id',     e-  -t-  2/-, 

qui  sont  déduites  ici  d'une  source  commune,  en  sorte  que  les  six  nombres  a,  b,  c,  d,  e,f 
sont  exprimés  rationnellement  par  quatre  autres  nombres  j',  /",  z',  z" .  Cette  décom- 
position des  nombi'es  premiers  de  la  forme  8«+i  en  quatre  facteurs  complexes  com- 
posés des  huit  racines  de  l'unité  peut  aussi  être  obtenue  par  les  méthodes  ordinaires  de 
l'arithmétique.  Ces  mêmes  méthodes  peuvent  encore  servir  à  démontrer  que  les  nombres 
premiers  de  la  forme  i2«-t-  i  peuvent  être  décomposés  en  quatre  facteurs  complexes 
formés  des  racines  douzièmes  de  l'unité  ;  les  trois  combinaisons  deux  à  deux  que  l'on 
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peut  faire  avec  ces  quatre  facteurs  donnent  les  expressions  du  nombre  premier  sous 
les  trois  formes 

«■•  4-  b--,     c-  +  Zd--,     c-  —  Zp. 

Pour  trouver  ces  décompositions,  on  peut  suivre  des  règles  faciles  d'après  lesquelles  ïl.  le 
professeur  Zornow,  à  Kœnigsberg,  a  eu  la  bonté  de  calculer  ])our  raoi  ces  décomposi- 
tions pour  les  nombres  premiers  de  la  forme  8/ï  +  i  et  i2n  +  1  jusqu'à  1000. 

A  l'époque  où  je  m'occupais  de  ces  considérations,  je  dirigeai  mon  attention  sur  cer- 
taines propriétés  des  nombres  complexes  auxquelles  conduit  la  théorie  de  la  division  du 
cercle.  J'ai  remarqué  dans  la  Note  citée  que,  si  '/.  est  un  diviseur  de  /->  —  i ,  le  nombre 
premier  p  peut  être  représenté  de  plusieurs  manières  comme  produit  de  deux  nombres 
complexes  formés  des  racines  V'""  de  l'unité.  11  arrive  alors,  et  on  peut  le  démontrer 
parla  théorie  de  la  division  du  cercle,  que  l'on  peut  multiplier  entre  eux  plusieui-s  de 
ces  nombres  complexes  et  diviser  ensuite  leur  produit  par  d'autres  nombres  complexes 
du  même  genre,  de  telle  sorte  que  le  quotient  soit  aussi  un  nombre  complexe  entier, 
et  cela  sans  qu'on  voie  comment  les  nombres  complexes  du  dénominateur  disparaissent 
devant  ceux  du  numérateur.  Je  me  suis  convaincu,  en  considérant  directement  cette 
circonstance  remarquable,  que  ces  facteurs  complexes  du  nombre  premier  p  doivent 
être,  en  général,  combinés  de  nouveau ,  de  telle  sorte  que  si  on  les  décompose  en  vrais 
nombres  premiers  complexes,  alors  ceux  qui  forment  les  facteurs  du  dénominateur  se 
laissent  détruire  isolément  par  les  facteurs  du  numérateui-.  Comme  j'étais  déjà  parvenu 
à  ce  résultat  par  une  voie  tout  à  fait  différente  pour  ).  =;  8  et  pour  X  =  1 2 ,  je  risquai 
aussi  cette  recherche  un  peu  pénible  pour  /.=5,  et,  en  effet,  je  réussis,  pour  les  nombres 
premiers  de  la  forme  5«  -H  i,  à  décomposer  leurs  deux  facteurs  composés  des  racines 
de  l'unité  en  deux  nouveaux  facteurs  entiers  de  même  genre  ;  et  ainsi  il  n'était  pas  dif- 
ficile de  trouver  une  démonstration  générale  de  la  possibilité  de  cette  décomposition. 
Les  nombres  premiers  de  la  forme  5«  +  i ,  8«  +  i ,  \in  -\-  \  peuvent  donc  être  repré- 
sentés par  les  produits  de  quatre  nombres  complexes  entiers  qui  sont  respectivement 
composés  des  racines  cinquième,  huitième  et  douzième  de  l'unité.  En  outre,  il  est  clair 
que  pour  les  nombres  jiremiers  de  la  forme  5«  -H  i,  on  pourra  les  représenter  sous  la 
forme  a-  —  56' au  moyen  d'une  autre  combinaison  par  couple  de  leurs  quatre  facteurs. 

Les  nouveaux  facteurs  sont  nécessairement  des  nombres  premiers.  Soit,  par  exemple, 
feu  un  de  ces  nombres,  dans  lequel  y.  est  pour  les  trois  genres  de  nombres  premiers  res- 
pectivement une  racine  cinquième,  huitième,  douzième  de  l'unité;  alors /a  ne  pourra 
être  représenté  par  le  produit  de  deux  nombres  entiers  complexes  de  la  même  forme 
ya  et  ij/a,  à  moins  que  l'un  de  ces  derniers  ne  soit  tel  que  le  produit  de  ses  quatre  valeurs 
ne  soit  égal  à  l'unité.  Car  l'on  voit  facilement  que  le  produit  des  quatre  valeurs  de  fx, 
ya  et -^a  est  un  nombre  réel;  et  comme  le  produit  des  quatre  valeurs  de  yà  est  un 
nombre  premier,  les  deux  autres  produits  ne  peuvent  donner  de  nombres  réels  qui 
soient  tous  les  deux  et  en  même  temps  différents  de  l'unité,  puisque  leur  produit  de- 
vient égal  au  nombre  premier. 
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Il  reste  à  clierclier  la  loi  de  réciprocité  entre  les  nombres  premiers  /z  ,  par  la  théorie 
des  restes  des  puissances  cinquième,  huitième  et  douzième,  et  il  serait  peut-être  facile 
de  les  trouver  par  une  simple  induction,  puisque  l'on  connaît  leur  véritable  forme,  si 
une  pareille  induction  ne  devait  être  extrêmement  pénible.  Si  l'on  étend  la  loi  de  réci- 
procité aux  nombres  composés ,  comme  je  l'ai  fait  dans  une  Note  précédemment  com- 
muniquée à  l'Académie  sur  les  résidus  quadratiques,  cubiques  et  biquadratiques ,  on 
pourra  déduire  immédiatement  de  la  théorie  delà  division  du  cercle  les  lois  simples  de 
réciprocité,  par  rapport  aux  restes  des  cinquième,  huitième  et  douzième  puissances, 
pour  le  cas  particulier  où  Tun  des  nombres  serait  réel.  Il  reste  à  décider  par  des  re- 
cherches ultérieures  si  de  nouveaux  artifices  permettront  de  déduire  de  la  même  source 
les  lois  générales  pour  deux  nombres  complexes. 
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RECHERCHES 

SUR    L'ORRITE  DE  MERCURE  ET   SUR   SES  PERTURBATIONS. 
DÉTERMINATION    DE    LA    MASSE    DE    VÉNUS 

ET    DU    DIAMÈTRE    DU    SOLEIL; 

Par  u.-j.  le  verrier. 


Adeù  ut  cœlestis  hic  Mercurius  non  minus  astrODomus 
lorserit,  quàm  terrestrisalchimistas  éludât. 

(lîicciOLi,  Alma^esl.  nov.  lib.  VU,  secl.  m,  ca|>.  1.) 

1.  Nulle  planète  n'a  demandé  aux  astronomes  plus  de  soins  et  de 
peines  que  Mercure,  et  ne  leur  a  donné  en  récompense  tant  d'inquié- 
tudes, tant  de  contrariétés  :  en  les  comparant  à  celles  dont  le  mercure  ter- 
restre était  la  source  pour  les  alchimistes,  Riccioli  n'a  fait  qu'émettre 
l'opinion  de  tous  les  astronomes  de  son  temps,  et  celle  de  ses  prédé- 
cesseurs. «  Si  je  connaissais  quelqu'un,  disait  Mœstlinus,  qui  soccupât 
»  de  Mercure,  je  me  croirais  obligé  de  lui  écrire  pour  lui  conseiller 
»  charitablement  de  mieux  employer  son  temps.  »  Les  astronomes 
qui ,  depuis  Mœstlinus  et  Riccioli ,  ont  eu  le  malheur  de  s'attacher  à  la 
théorie  de  Mercure,  Lalande  en  particulier,  ont  dû  plus  d'une  fois  se 
ranger  à  leur  avis. 

L'immense  difficulté  que  Mercure  a  présentée  aux  anciens  astro- 
nomes venait  surtout  de  ce  que  la  planète,  plongée  durant  le  jour  tians 
les  rayons  du  Soleil,  ne  pouvait  être  vue  que  le  soir  et  le  matin  dans 
les  vapeurs  de  l'horizon  :  en  sorte  qu'avant  l'invention  et  le  perfection- 
nement des  lunettes,  il  était  impossible  de  l'observer  hors  de  ses  élonga- 
tions.  Copernic,  empêché  par  les  brouillards  de  la  Yistule,  et  par  la 
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longue  durée  des  crépuscules  en  été,  ne  put  jamais  parvenir  à  voir  Mer- 
cure. L'astronome  Schoiier  est  cité  pour  avoir  fait  à  Nuremberg  quel- 
ques observations  de  Mercure. 

On  n'avait  donc  sur  cette  planète  qu'un  petit  nombre  de  données 
fort  peu  précises,  pour  arriver  à  la  détermination  d'une  orbite  très-ex- 
centrique. Il  n'en  résulta  pas  cependant  de  grands  inconvénients  jus- 
qu'en l'année  i63i.  Les  Tables  et  les  observations ,  avant  cette  époque, 
étaient  également  mauvaises  :  le  tout  pouvait  marcher  ensemble,  dans 
les  mêmes  limites  d'erreur.  Mais  lorsque ,  après  avoir  construit  ses 
Tables  rudolpbines,  Kœpler  en  vint  à  prédire,  en  1627,  un  passage  de 
^lercure  sur  le  Soleil  pour  le  7  novembre  it)3i,  il  comprit  parfaite- 
ment qu'on  allait  se  trouver  désormais  dans  un  grand  embarras  :  qu'on 
serait  obligé  d'annoncer  des  phénomènes  susceptibles  d'être  observés 
avec  la  plus  grande  précision  ,  en  se  fondant  sur  des  Tables  très-défec- 
tueuses. Et  cet  immortel  auteur  n'osa  pas  assurer  que  son  calcul  pût 
représenter  le  lieu  de  Mercure  dans  ses  conjonctions,  avec  une  préci- 
sion de  plus  d'un  jour. 

Rœpler  mourut  en  i63i,  quelques  jours  avant  l'époque  qu'il  avait 
fixée  pour  un  passage  de  Vénus  sur  le  Soleil.  Ce  passage  ne  fut  pas  ob- 
servé, ^lais  celui  de  INIercure  arriva  comme  il  avait  été  prédit,  et  fut 
aperçu  en  plusieurs  points  de  l'Europe.  Gassendi  l'observa  à  la 
chambre  obscure.  Lorsque,  le  7  novembre  au  matin,  les  nuages  vin- 
rent à  se  dissiper,  Gassendi  remarqua,  sur  l'image  du  Soleil,  un  point 
noir,  très-net,  qu'il  prit  pour  une  lâche  solaire.  On  attribuait  alors 
à  Mercure  un  diamètre  de  trois  minutes,  tandis  que  la  tache  avait 
un  diamètre  à  peine  sensible.  Gassendi  la  compara  aux  bords  du 
Soleil ,  dans  l'intention  de  lui  rapporter  ensuite  la  position  de  Mer- 
cure s'il  venait  à  paraître  sur  le  disque  du  Soleil.  Plusieurs  fois,  a 
différents  intervalles,  il  reprit  cette  mesure;  et  ce  fut  en  voyant  que 
la  prétendue  tache  avait  un  mouvement  propre  très-rapide,  qu'il 
comprit  enfin  que  Mercure  était  sous  ses  yeux.  Gassendi  écrivit  à 
Schickard  pour  lui  rendre  compte  de  son  observation  :  «  Plus  heu- 
»  reux ,  dit-il .  que  tous  ces  philosophes  hermétiques ,  occupés 
»  à  chercher  Mercurium  in  ^o/p  (c'est-à-dire  la  pierre  philosophale  1, 
»  je  l'ai  trouvé,  je  l'ai  contemplé  là  où  personne  avant  moi  ne 
»  l'avait  vu.   » 
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L'observation  de  Gassendi  apprit  que  les  Tables  de  Ptolomée  étaient 
en  erreur  de  4°25';  les  Tables  prussiennes  de  Reinhold  de  5°;  celles 
de  Longomontanus  de  7°  1  3';  celles  de  Lansberg  de  i"2i'  ;  et  enfin  les 
Tables  rudolphinesde  il^'il^". 

A  l'occasion  du  passage  de  i65i,  Skakerlœus  entreprit  ini  voyage 
aux  grandes  Indes,  qui  n'a  servi  à  rien.  Halley  fut  plus  heureux,  et 
en  1677  il  fit  à  Sainte-Hélène  la  première  observation  complète  d'un 
passage  de  Mercure  sur  le  Soleil. 

Hevelius  observa  avec  soin  le  passage  de  1661.  Cependant  Cassini 
fils ,  pour  expliquer  les  erreurs  des  Tables  de  son  père .  s'en  prit  à 
l'emploi  de  l'observation  d'Hevelius. 

La  Hire,  dont  les  Tables  paraissaient  exactes  suivant  des  observa- 
tions méridiennes,  prédit  pour  le  5  mai  1707  un  passage  de  Mercure 
sur  le  Soleil ,  visible  à  Paris.  Le  5  mai ,  le  Soleil  se  levé  dans  tout  son 
éclat,  fournit  sa  course  entière  sans  que  le  plus  léger  nuage  l'obscur- 
cisse, et  Mercure  ne  paraît  pas  sur  son  disque.  Le  passage  eut  lieu  dans 
la  nuit,  et  fut  entrevu  le  6  au  matin  par  Rœmer,  à  Copenhague. 

En  mai  1720,  de  l'isle  attendit  vainement  un  passage  indiqué  par 
les  Ephémérides,  et  qui  n'eut  pas  lieu. 

Lors  du  passage  de  1763,  Lalande  alla  observer  à  Meudon,  afin  de 
procurer  à  Louis  XV  la  satisfaction  de  voir  Mercure  sur  le  Soleil.  I^s 
Tables  de  la  Hire  indiquaient  l'entrée  sur  le  disque  du  Soleil  pour  le 
5  mai  au  soir;  et  celles  de  Hallev  pour  le  6  mai  à  G**  3o"  du  matin. 
Elle  eut  réellement  lieu  le  6  à  2''3o'"  du  matin. 

Après  un  grand  nombre  d'essais  infructueux  sur  la  théorie  de  Mer- 
cure, Lalande  se  décide  à  apprendre  le  grec,  afin  de  discuter  de  nou- 
veau les  observations  qui  nous  ont  été  transmises  par  l'Almageste.  Il 
espère  enfin  n'avoir  plus  qu'à  jouir  du  fruit  de  ses  longs  travaux ,  lors- 
que le  passage  du  4  niai  1 786  vient  durement  lui  apprendre  que  Mer- 
cure est  bien  toujours  cette  planète  qui,  suivant  l'opinion  de  Tycho- 
Brahé,  n'est  propre  qu'à  décrier  la  réputation  des  astronomes.  «  Au 
»  lever  du  Soleil,  dit  Delambre,  il  pleuvait;  tous  les  astronomes  de 
»  Paris  étaient  à  leurs  lunettes;  mais,  fatigués  d'attendre ,  ils  quittèrent 
>)  leur  poste  une  demi-heure  après  le  moment  de  la  sortie  calculée 
»  (par  les  Tables  de  Lalande),  ne  conservant  plus  aucune  espé 
»  rance....  Je  pris  le  parti  d'attendre  jusqu'après   le  moment  in- 
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»  cliqué  par  les  Tables  de  Halley  ;  mais  je  n'eus  pas  besoin  de  tant 
»  de  constance.  L'observation  arriva  plus  tard  de  trois  quarts  d'heure 
»  (53  minutes)  que  suivant  Lalande,  mais  trois  quarts  d'heure  plus 
»  tôt  que  suivant  Halley.  Le  Monnier  et  Pingre,  Lalande  et  son 
M  neveu,  Méchain,  Cassini  et  ses  trois  adjoints,  trompés  par  l'annonce, 
»  avaient  tous  manqué  l'observation.  Je  leur  montrai  la  mienne  le 
»  soir  même  ;  ils  ne  voulaient  presque  pas  y  croire.  Ce  fut  la  pre- 
»  niiére  observation  que  j'eus  l'occasion  de  porter  à  l'Académie  des 
»  Sciences,  et  c'est  de  là  que  je  date  ma  carrière  d'astronome  ob- 
»  servateur.   » 

Lalande,  toutefois,  ne  se  rebuta  pas,  et  il  eut  la  satisfaction  de  pré- 
dire les  passages  de  1789,  1799  et  1802,  avec  plus  d'exactitude. 

M.  de  Lindenau  s'est  occupé  de  Mercure  en  181 3.  Mais  cet  astro- 
nome ne  me  parait  pas  avoir  été  heureux  dans  ses  recherches.  Un  peu 
lie  soin  l'aurait  garanti  des  fautes  nombreuses  qu'on  y  rencontre. 

La  théorie  de  Mercure  peut  être  reprise  aujourd'hui  avec  avantage. 
Les  observations  méridiennes  de  cette  planète  ont  été  multipliées  depuis 
quarante  ans;  et ,  grâce  au  zèle  et  à  l'habileté  persévérante  d*  ses  astro- 
nomes, l'Observatoire  de  Paris  en  possède  plus  qu'aucun  autre  de 
l'Europe.  Dans  ces  derniers  temps,  depuis  i836  jusqu'en  1842,  deux 
cents  observations  complètes  de  Mercure  ont  été  faites,  nombre  prodi- 
gieux si  l'on  considère  la  difficulté  qu'on  a  de  voir  cette  planète  dans 
nos  climats,  et  qui  a  exigé  qu'on  en  saisît  attentivement  toutes  les  oc- 
casions. Aussi  n'est-il  pas  douteux  qu'on  en  trouverait  à  peine  la  moitié 
autant  dans  les  autres  observatoires  de  l'Europe,  quoique  je  me  plaise 
d'ailleurs  à  reconnaître  leur  juste  renommée. 

Pour  la  précision,  la  prééminence  appartient  encore  à  la  France, 
et  de  beaucoup.  La  discussion  d'un  grand  nombre  d'observations  du 
Soleil  m'a  fait  voir  que  l'erreur  moyenne  de  chacune  d'elles  ne  dépas- 
sait pas  -pf  de  seconde  de  temps  à  l'Observatoire  de  Paris.  C'est  un  ad- 
nurabie  résultat  de  la  perfection  des  observations,  et  dont  on  a  d'autant 
plus  droit  d'être  fier,  qu'il  serait  facile  d'indiquer  tel  autre  lieu  dans  le- 
quel on  observe  aussi  avec  zèle  et  habileté ,  et  où  cependant  l'erreur 
commise  est  à  peu  près  du  double. 

Je  dois  à  la  libéralité  scientifique  de  l'illustre  directeur  de  notre  Ob- 
servatoire, M.  Arago,  d'avoir  pu  puiser  sans  réserve  dans  ces  précieux 
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recueils,  encore  inédits.  J'ai  fait  tous  mes  efforts  pour  que  l'exactitude 
de  la  théorie  ne  restât  pas  au-dessous  de  la  précision  des  observations 
qui  m'étaient  confiées. 

§  I"- 

Eléments  provisoires  de  V orbite  de  Mercure.  Diamètre  et  masse 
de  la  planète. 

2.  Le  moyen  mouvement,  admis  dans  les  Tables  de  M.  de  Lindenau , 
pour  une  année  commune  de  365  jours,  et  par  rapport  à  l'équinoxe 
mobile,  est  de  49'23°43'3",6i3;  et  par  suite,  ce  mouvement  en  une 
année  julienne  est  de  49*24°  44' 26",  762.  La  précession  des  équinoxes 
est  supposée  de  5o",  1 1 . 

J'adopterai,  dans  la  suite  de  ce  travail ,  la  valeur  suivante  de  la  pré- 
cession annuelle, 

5o",2235  -(-  t. o", 0002^^, 

le  temps  t  étant  compté  à  partir  du  i"  janvier  1800.  Cette  préces- 
sion  surpassant  celle  des  Tables  actuelles  de  Mercure  de  o",ii3  5, 
la  différence  devra  être  ajoutée  au  moyen  mouvement  annuel  de  la 
planète  par  rapport  aux  équinoxes,  et  ainsi  le  moyen  mouvement  pour 
une  année  julienne  deviendra  égal  à  49^*  24°  44' 26", 865  5.  C'est  ce 
nombre  dont  nous  aurons  à  chercher  plus  tard  la  correction. 

5.  En  retranchant  la  précession  du  moyen  mouvement  de  Meicuit 
rapporté  à  l'équinoxe,  nous  trouverons  pour  son  moyen  mouvement 
sidéral,  exprimé  en  secondes  sexagésimales,  5  38i  oi6",642.  Pour  en 
déduire  le  demi-grand  axe  a  de  l'orbite,  appelons  n"  et  n  les  moyens 
mouvements  sidéraux  de  la  Terre  et  de  Mercure,  m"  et  m  les  masses 
respectives  de  ces  deux  planètes.  Nous  aurons 

l'n"\'3   l  m  —  m"\ 

-=[t)     ('  +  -3-> 

n"  est  égal  à  i  295977",382.  Suivant  ce  que  nous  dirons  plus  bas  de  la 


■ijS  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

masse  de  Mercure,  et  d'après  la  masse  connue  de  la  Terre,  [m"  —m) 
esl  égal  à  0,000002  16.  On  en  déduit 

a  =  0,387098  7. 

On  lit  à  la  page  3i  des  anciennes  Tables:  «  Semi-axis  major 
«  a  ^  0,387  °9^  ^-  "  ^"  ^°^*  1"^  ^^^  deux  dernières  décimales  de  ce 
nombre  sont  inexactes. 

4-.   Epoque  pour  l'an  1 800. 

Les  Tables  donnent  la  longitude  moyenne  égale  à  3'  i8''4'48",3, 
pour  le  midi  du  3!  décembre  1799,  temps  moyen  de  l'Observatoire  du 
Séeberg.  Nous  la  réduirons  au  midi  moyen  de  l'Observatoire  de  Paris, 
en  lui  ajoutant  5' 43", 6.  De  plus,  pour  nous  conformer  aux  usages  du 
Bureau  des  Longitudes  de  France,  nous  transporterons  l'époque  de 
chaque  année  au  minuit  moyen  qui  la  sépare  de  l'année  précédente , 
en  ajoutant  à  la  longitude  moyenne,  déterminée  pour  le  midi  moyen 
du  3i  décembre  1799,  le  mouvement  pour  douze  heures,  qui  est  de 
•2''i'46".3.  Nous  obtiendrons  ainsi  l'époque  £  suivante, 

s  =r   3^20°  l3'  l8",2. 

3.  Excentricité  et  longitude  du  périhélie. 

La  Table  VI  de  l'équation  du  centre,  donnée  par  M.  de  Lindenau, 
suppose  l'excentricité  suivante,  en  1800, 

e  =   0,205617  g. 

On  lit  cependant  à  la  page  3 1  :  «  Excentricitas  1800  =  o,ao56i6  3.  » 
Les  deux  dernières  décimales  sont  inexactes. 

La  longitude  du  périhélie,  au  i*^""  janvier  1800.  a  pour  valeur 

CT  =  2^  i4''2o'5",8. 

6.  Inclinaison  et  longitude  du  nœud. 

Leurs  valeurs  9  et  5  sont,  d'après  les  Tables,  pour  le  i*"^  janvier  1800, 
les  suivantes , 

?  =        T  o'5",9, 
6=1*  i5°57'9",o. 
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7 .  Diamètre  de.  la  planète. 

On  peut  le  déduire  avec  précision  de  l'intervalle  de  temps  qui  sépare 
le  contact  intérieur  et  le  contact  extérieur,  lorsque  la  planète,  dans  ses 
passages,  quitte  le  disque  du  Soleil.  On  peut  aussi  l'obtenir  par  des 
mesures  micrométriques  pendant  la  durée  du  passage.  Il  parait  être 
très-exactement  de  3",'3/(  à  la  distance  moyenne. 

Je  l'ai  supposé,  il  est  vrai,  de  3",a3  à  cette  distance,  dans  la  dis- 
cussion des  différents  passages  de  la  planète  sur  le  Soleil  ;  mais  il  n'en 
résultera  aucun  inconvénient  :  je  ne  considérerai  que  les  contacts  in- 
térieurs, et  j'introduirai  comme  inconnue  dans  les  équations  de  con- 
dition la  correction  qu'on  doit  apporter  à  la  différence  des  demi-dia- 
mètres du  Soleil  et  de  Mercure  pour  faire  concorder  les  observations 
de  l'entrée  et  de  la  sortie.  Ou  pourra  donc  toujours  restituera  Mercure 
tel  diamètre  qu'on  voudra,  pour  en  déduire  la  valeur  la  plus  exacte 
du  diamètre  du  Soleil  qu'il  convient  d'employer  dans  les  observations 
des  passages. 

8.  Masse. 

En  comparant  les  masses  de  la  Terre,  de  Jupiter  et  de  Saturne  à  leurs 
volumes,  on  a  remarqué  que  les  densités  de  ces  planètes  étaient  à  peu 
près  en  raison  inverse  de  leurs  moyennes  distances  au  Soleil.  Cette  loi 
n'est  pas  vraie  pour  Vénus  et  Uranus.  En  l'étendant,  toutefois,  à  Mer- 
cure, on  en  déduirait  la  densité  de  cette  planète,  et  par  suite  sa  masse, 
puisque  son  volume  se  conclut  du  diamètre  apparent  observé  à  la  dis- 
tance moyenne.  On  trouverait  ainsi  que  la  masse  de  la  planète  est  a 
peu  près  un  deux-millionième  de  celle  du  Soleil. 

Dans  plusieurs  recherches,  j'ai  réduit  cette  masse  à  j-ô^xtôttït»  *"" 
considération  des  perturbations  qu'elle  a  fait  éprouver  à  la  comète 
d'Encke,  dans  son  passage  au  périhélie  en  i838.  Suivant  M.  Encke , 
la  masse  de  Mercure  serait  encore  plus  faible,  et  égale  a  ^  p^,^  „„„  de 
la  masse  du  Soleil.  Nous  conclurons  donc  seulement  que  cette  masse 
est  fort  petite,  et  qu'elle  ne  peut  avoir  aucune  influence  sensible  sur 
le  calcjil  du  e;rand  axe  de  l'orbite. 
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§n. 

Formules  employées  au  calcul  des  perturbations. 

9.  J'ai  déterminé  les  inégalités  des  éléments  et  des  coordonnées  el- 
liptiques par  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Le 
grand  nombre  d'acceptions  sous  lesquelles  les  différents  auteurs  ont 
souvent  pris  un  même  élément,  m'oblige,  quel  que  soit  mon  désir 
d'abréger,  à  bien  préciser  le  sens  des  quantités  que  j'emploierai. 

Désignons  par  m  la  masse  de  la  planète  troublée,  par  a  le  demi- 
grand  axe  de  son  orbite,  par  e  son  excentricité,  par  y  l'inclinaison 
du  plan  de  l'orbite  sur  un  plan  fixe  qui  sei'a  celui  de  l'écliptique 
en  1800. 

Menons  dans  le  plan  fixe,  par  le  centre  du  Soleil,  une  droite  inva- 
riable pour  servir  d'origine  aux  longitudes  projetées  sur  ce  plan,  et 
supposons  que  cette  droite  soit  la  ligne  des  équinoxes  au  i"  jan- 
vier 1800.  Désignons  par  6  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  m, 
comptée  à  partir  de  cette  ligne. 

Si  dans  le  plan  de  l'orbite  de  m  nous  reportons,  à  partir  du  nœud 
ascendant  et  dans  le  sens  rétrograde,  un  angle  égal  à  B,  nous  obtien- 
drons une  droite  dont  la  position  sera  toujours  facile  à  retrouver, 
malgré  les  déplacements  de  l'orbite  ;  nous  la  prendrons  pour  servir 
d'origine  aux  longitudes  dans  l'orbite.  Nous  représenterons  par  s  la 
longitude  de  l'époque  au  i"  janvier  1800,  comptée  à  partir  de  cette 
origine;  57  sera  la  longitude  du  périhélie  dans  l'orbite,  rapportée  à  la 
même  origine. 

Enfin,  désignons  par  les  mêmes  lettres,  mais  affectées  d'un  accent, 
les  éléments  de  la  planète  perturbatrice,  en  sorte  que  m',  a',...  soient 
sa  masse,  son  demi-grand  axe,  etc 

Je  prendrai  pour  la  fonction  perturbatrice,  provenant  de  Tactioti 
de  m'  sur  m,  l'expression  suivante 

R  =  (/"'  -f-  r'"*  —  arr  cosu) ;;— > 

r  et  /•'  étant  les  rayons  vecteurs  des  deux  planètes,  et  u  l'angle  com- 
pris entre  ces  rayons  vecteurs. 
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Si  nous  considérons  R  comme  fonction  du  temps  t  et  des  éléments 

a,  £,  e,  Ï5-,  9  et  5  de  l'orbite  troublée,  nous   aurons  les  expressions 

suivantes  de  la  variation  différentielle  seconde  du  moyen  mouvement 

û  =  nt,  et  des  variations  différentielles  des  éléments  elliptiques  : 


I 
m' 

d'p 
df 

= 

3  an'  dR 
fi      de  ' 

I 
m' 

da 
Ht 

= 

za'n  dR 
fi      rfô' 

I 

de 
dt 

= 

2  n'n  rfR          an                e 

f/R         «« 

tangi? 

dR 

m' 

\-      da          fi    ,_^(,_^,)-T 

<fe           (i 

d^' 

I 
m' 

de 
dt 

= 

an  ( I  —  e')''  </R         an               e 
(i            c          àtu           f     ,+(,_ 

rfR 

m' 

du 
Tt 

= 

a«  (l — c')'î' rfR         an  tang-j  ç 

dR 

I 

d<!f 
~dt 

= 

o;z(i  —  e'')~'^  dR         an   tang| 

rfR\ 

m' 

(^        sin  ?        rf9           (^   (,_e 

I 

d9 

Ht 

= 

««(i  — e')~'5'  dR 

m' 

u.       sin  0        rfo 

fx  représente  le  rapport  de  la  somme  des  masses  du  Soleil  et  de  la  pla- 
nète troublée,  à  la  masse  du  Soleil. 

10.  En  ne  considérant  d'abord  que  la  première  puissance  des  masses 
perturbatrices,  comme  on  doit  commencer  par  le  faire  dans  tous  les 
cas,  et  ce  qui,  d'ailleurs,  suffit  pour  la  théorie  particulière  de  Mercure, 
à  cause  de  la  petitesse  de  ses  inégalités,  on  pourra,  dans  la  fonction  R, 
remplacer  /■,  r'  et  u  par  leurs  valeurs  en  fonctions  des  éléments  des  or- 
bites et  du  temps.  La  même  simplification  devra  être  apportée  aux 
fonctions  dérivées  de  R,  qui  deviendront  ainsi  susceptibles  d'être  dé- 
veloppées par  rapport  aux  sinus  et  aux  cosinus  des  multiples  des  lon- 
gitudes moyennes.  Et  cela  étant  fait,  l'intégration  des  formules  pré- 
cédentes fera  connaître  les  inégalités  finies  âp,  âa,  d*£.  oV,  <fe,  âa  et  â6 
des  éléments  elliptiques  en  fonctions  du  temps. 

On   en  conclura   les  variations  finies  de  la  longitude  v  dans  lor- 

TomeV'lll.  —  Juillet  i843.  36 
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bite,  du  rayon  vecteur  r,  et  de  la  latitude  héliocentrique  ).  par  les 
formules  suivantes,  dans  lesquelles  z  représente  l'anomalie  moyenne 
nt  -h  £  —  zs  : 

oV  =  â(j  -+-  ai 

+  j^2e-^e')cosz+  (f  e^- ^  eA  cos2z  + -^e'cos3z  +  -^e*cos4zUz 

+  j(.-|e^)sinz+(^e-:^e^)sin.z+(^e=-^.^)sin3z  +  ^e3sin4zj^e; 

oV  =  |(i  +  ^  «*)  ~  (^  —  8  ^)  <=os  2  —  ^  e*  cos  2z\  âa 

—  lae  —  a  (i  —  i  eM  cosz  —  ae  cos  2Z  —  ^  ae'^  cos  3z|  (^e 
-^  la  (e  —  g  eM  sin  :  +  ae*  sin  2zJ  âz; 

o'X  =  sin  (i'  —  5)  c?9  —  cos  (y  —  &)  tang  9  âS. 

Cette  dernière  formule  suppose,  selon  l'usage  des  Tables,  qu'on  prenne 
îa  longitude  troublée  pour  argument  de  la  latitude. 

11.  La  réduction  en  série  de  la  fonction  R  peut  s'effectuer  par  dif- 
férentes méthodes  que  j'ai  suivies  tour  à  tour  suivant  les  circonstances. 
On  peut  développer  algébriquement  chacun  de  ses  termes  suivant  les 
puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  J'ai  publié  des  Tables 
complètes  et  exactes  des  valeurs  numériques  des  différents  coefficients 
qui  entrent  dans  les  expressions  auxquelles  on  est  conduit  par  cette 
méthode.  Ce  mode  de  développement  offre  cet  avantage,  que  la  frac- 
tion R  étant  une  fois  réduite  en  série ,  on  en  déduit  immédiatement  les 
développements  de  ses  dérivées  partielles  par  la  differentiation.  Mais, 
d'un  autre  côté ,  on  est  obligé,  pour  ne  pas  tomber  dans  des  longueurs 
inextricables,  de  ne  conserver  que  ceux  des  termes  qui  peuvent  devenir 
sensibles;  c'est  une  élimination  délicate,  et  dans  laquelle  on  peut  s'égarer 

On  évite  ce  dernier  inconvénient  en  calculant  directement  la  va- 
leur numérique  des  coefficients  de  la  fonction  perturbatrice  par  des 
intégrales  doubles.  C'est  une  marche  sûre,  mais  très-pénible;  le  dé- 
veloppement des  fonctions  dérivées  se  déduisant  alors  moins  simple- 
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ment  de  celui  delà  fonction  R,  même  en  s' aidant  des  relations  que  j'indi- 
querai plus  bas  couune  moyen  de  vérification.  On  pourra  souvent 
conserver  en  partie  les  avantages  qu'offrent  les  deux  méthodes,  en  les 
réunissant  comme  je  vais  l'indiquer  sommairement. 

12.  Soient  V  et  l  les  longitudes  moyennes  n'  t  +  i'  ei  nt  -^  i  de 
deux  planètes  m'  et  m,  et  posons,  en  général,  pour  l'expression  du 
développement  de  la  fonction  perturbatrice  : 

R  =  2)  ('■'»  i)  sin  [l'V  -  //)  +  ^  ['''  '  J  cos(/'/'  -  //,/. 

Dans  la  méthode  des  intégrales  doubles,  on  commencera  par  lui  don- 
ner la  forme 

R  =  '^  Ai.,'  sin  i'V  +  ^  A,./  cos  i'V, 

A,,,'  et  At,i'  étant  des  fonctions  de  la  longitude  vraie  et  du  rayon  vecteur 
de  m,  des  éléments  de  l'orbite  de  m',  et  de  l'inclinaison  relative  des  or- 
bites des  deux  planètes.  On  déterminera  par  interpolation  les  valeurs  nu- 
mériques de  A^i- et  A^,,- pour  des  longitudes  moyennes  de  m  équidistantes 
entre  elles  ;  puis,  par  une  seconde  interpolation, on  en  déduira  les  valeurs 
des  différents  coefficients  (j',  î)et  \i',  i].  La  première  interpolation  peut 
être  évitée,  en  formant  l'expression  algébrique  des  quantités  A,,,'  et  A,.,,'. 
Bornons-nous  à  la  première  partie  de  l'expression  n"  9  de  R,  la  seule 
qui  fournisse  les  inégalités  à  longue  période  pour  lesquelles  il  est  surtout 
commode  d'opérer,  comme  je  l'indique  ici.  En  y  remplaçant  le  cosinus 
de  l'angle  u  par  sa  valeur  en  fonction  des  longitudes  vraies^' et  t .  comp- 
tées de  l'intersection  mutuelle  des  orbites,  et  en  fonction  de  l'inclinai- 
son relative  1>  de  ces  orbites,  cette  expression  deviendra 

R  ==  (r*  +  r'*  —  irr'  cos  < cos  tf  —  iri''  cos 4>  sin  t  s,inf)~~  : 

nous  avons  à  la  développer  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  nudtiples 
de  la  longitude  moyenne  /',  en  attribuant  a  f  et  à  r  des  valeurs  par- 
ticulières. 

Si  nous  négligeons  d'abord  l'excentricité  de  m' ,  /'  et  /'  se  réduiront 

::16.. 
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à  a'  et  k  l',  et  en  désignant  par  R^  ce  que  devient  alors  R,  nous  aurons 

Rg  =  [a'*  +  7'^  —  9.a'rcos  t{cos  V  -\-  cos$  tang<  sin /')]"■?. 
En  posant 

tang  T  =  cos  q>  tang  / ,     et     —  =  cos  A , 

il  viendra  plus  simplement 

Ro  =  [a'2  +  /■*  _  2rt' r  cos  X  cos  (/'  —  T)]~i, 

T  étant  la  distance  de  ni  à  son  nœud,  projetée  sur  l'orbite  de  m',  et  "k 
la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  de  l'orbite  de  m'. 
Posons  actuellement,  • 

K(i  +«=')  =  a'^  ^  r\ 
Ra  =:  a'rcos). , 

deux  relations  dont  on  déduira  les  valeurs  de  a  et  de  K.  La  valeur  de  a 
en  particulier  dépendra  de  l'équation  réciproque , 


cos  \  \r 


H-  —     a  -t-  I  =  O. 


Parmi  les  deux  racines  positives  que  fournit  cette  équation ,  on  prendra 
celle  qui  est  plus  petite  queJ'unité,  et  l'on  aura 

Ro  =  K"'  [i  -I-  a*  —  aacos(/'  —  t)]~'. 
On  sait  développer  cette  expression ,  et  en  posant 
Ro  =  K"^  2  ^7  cos  i'il'  -  t)  , 

i'  ayant  toutes  les  valeurs  entières  et  positives,  zéro  compris,  on  trouvera 
pour  les  parties  de  A,^  i'  et  A<.,i'  indépendantes  de  l'excentricité  de  m', 

--    '■'' 
Ai,  j'  =  R    '  b^  sm  i't, 

— t  ,  (■') 
Aç,,'  =  R    '  b^   cosi'r. 

La  simplicité  et  l'exactitude  du  calcul  sont  ainsi  indépendantes  de  l'in- 
clinaison mutuelle  des  orbites. 
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13.  Désignons  actuellement  par  R,  la  partie  de  R  dépendante  de 
la  première  puissance  de  l'excentricité  de  m' .  Nous  aurons 

R,  ==  ^  X  e', 

en  indiquant  par  -p-  la  dérivée  de  R  par  rapport  à  e',  dans  laquelle  on 
a  ensuite  fait  e*  =  o.  La  différentiation  de  R  nous  donnera 

R,  =  —  i  e'  \a'^  +  r^  —  2aVcosXcos(Z'  —  t)]"' 

!(lr'„     ,  d.r',,cosi.  .      ^  .d.r'ÛQt' 

2  —r^  r ,,  —  ir  cos  t  — -r-, — -  —  ir  sin  t  cos  $ 


On  posera,  comme  ci-dessus, 

[a'^  -h  r*  —  aa'/'cosX  cos  (/'  —  t)]    '  =  R    '  ^  ^^    '^^^  ''(^'  ~  ')' 

et  quant  au  dernier  facteur  de  l'expression  de  R, ,  on  le  trouvera,  en 
le  développant,  égal  à 

2a'*cos(/'  —  st')  h-  3a' cossr'.rcos  i  —  «'rcos<  cos  (2/'—  zs') 
cos4>[3a' sintir'./'sini  —  rt'rsin^  sin  (2/' —  37')] 

Il  reste  à  porter  ces  expressions  dans  la  valeur  de  R,  et  à  les  mul- 
tiplier l'une  par  l'autre,  en  s'arrètant  aux  termes  en  / '  /'.  Si ,  d'ailleurs, 
on  réunit  l'expression  qu'on  trouvera  ainsi  avec  celle  du  numéro  pré- 
cédent, on  obtiendra,  pour  la  valeur  complète  des  coefficients  A^,,- 
et  A,.,,', 

-J-    (■')  e'  — - 

Ai,,'=R    ^b^  sin  «'t aVR   '{Msin  [(/'— i)r-t-sr']+Nsin  [/'— i)t— cr']j, 

—  i    (■')  e'  —- 

A(./=R    'i,    cosi't aVR  ' jMcos[(/'— i)r+!ff']-l-Ncos[(/'— i)t— w'Jj, 

expressions  dans  lesquelles  j'ai  posé  pour  abréger, 

,,        1 3  ,('')  a'     ,(•'-')         I  ,0'-')  1 

M  =  \-b, -b. b,      JcosX. 

N={-0, -h, b,      jcos). 

f  2     4  rcOSX     i  2     i        ) 
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Si  l'on  rapporte  les  lettres  accentuées  à  Vénus,  é  sera  très-petit,  et  son 
carré  sera  négligealjle.  Les  résultats  précédents  permettront  de  recon- 
naître simplement  que  les  perturbations  des  ordres  élevés  sont  toutes 
insensibles  au  delà  du  troisième,  malgré  la  petitesse  de  leur  argument, 
et  malgré  la  grandeur  de  l'excentricité  de  Mercure. 

Mais  on  pourra  aussi  rapporter  les  lettres  accentuées  à  Mercure.  Et 
alors  le  développement  étant  effectué  par  cette  voie  jusqu'à  la  troisième 
puissance  de  l'excentricité,  on  s'en  servira  avec  avantage  pour  passer  aux 
expressions  des  dérivées  partielles  de  R  prises  par  rapport  aux  éléments 
de  Mercure,  et  dont  on  a  besoin  dans  la  théorie  de  cette  planète. 

14.  Considérons  en  particulier  une  perturbation  de  la  longitude 
moyenne,  donnée  par  la  réunion  des  termes  semblables  compris  dans 
ô^p  et  o*£,  et  d'un  ordre  élevé  égal  à  la  quantité  positive  (/  —  /').  Cette 
perturbation  existera  aussi  dans  l'anomalie  moyenne  :  on  pourrait  donc 
l'y  introduire  algébriquement,  et  chercher  par  les  formules  du  n°  10 
les  inégahtés  correspondantes  de  l'équation  du  centre  et  du  rayon  vec- 
teur. Mais  on  introduirait  ainsi  dans  ces  coordonnées  plusieurs  iné- 
galités qu'on  ne  poiu-rait  pas  réduire  avec  les  inégalités  sensibles  qui 
proviennent  des  variations  des  autres  éléments  de  l'orbite. 

On  évite  cet  inconvénient,  et  la  complication  des  fables  qui  en  ré- 
sulterait, en  réservant  les  inégalités  de  la  longitude  moyenne  pour  ajou- 
ter, dans  le  calcul  de  chaque  lieu  héliocentrique,  leur  grandeur  nu- 
mérique à  la  valeur  angulaire  de  la  longitude  moyenne,  et  à  celle  de 
l'anomalie  moyenne  qui  sert  aux  calculs  de  l'équation  du  centre  et  du 
rayon  vecteur.  En  cela,  je  ne  ferai  que  me  conformer  aux  usages  de 
la  Mécanique  céleste.  Si  l'on  n'aperçoit  pas  toujours  clairement  au 
premier  abord,  et  du  point  de  vue  analytique,  le  but  que  son  immor- 
tel auteur  s'est  proposé  d'atteindre  dans  la  détermination  des  con- 
stantes introduites  par  les  intégrations,  on  ne  tarde  pas  à  reconnaître 
que  le  calcul  a  sans  cesse  été  plié  avec  une  admirable  intelligence  aux 
exigences  astronomiques.  Plus  on  examine  avec  soin  la  forme  des  ré- 
sultats auxquels  Laplace  s'est  arrêté ,  et  plus  on  reconnaît  la  nécessité 
de  s'y  astreindre. 

15.  Si  j'insiste  sur  ce  mérite  astronomique  de  la  Mécanique  céleste^ 
c'est  qu'il  a  été  souvent  méconnu  par  les  géomètres,  et  quelquefois 
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même  par  les  astronomes.  On  regrette  d'avoir  à  reprocher  aux  Tables 
de  Gotha,  sur  lesquelles  sont  calculées  toutes  les  éphémérides  de  Mer- 
cure ,  des  fautes  telles  que  les  suivantes. 

Les  perturbations  à  longue  période,  au  lieu  d'être  appliquées  à  la 
longitude  moyenne,  ont  été  ajoutées  à  la  longitude  vraie,  contraire- 
ment à  ce  que  prescrit  la  Mécanique  céleste,  dans  le  courant  du  second 
et  du  sixième  livre.  C'est  ce  qu'on  voit  clairement  dsinsle paradiginn  cat- 
culi,  donné  à  la  page  Sg.  Il  en  peut  résulter  une  erreur  d'environ  4  »o 
sur  la  longitude  héliocentrique;  tandis  qu'à  la  page  3^  l'auteur  indique 
qu'il  i;'a  voulu  négliger  que  les  perturbations  inférieures  à  o",5. 

La  perturbation  de  la  longitude  vraie,  argument  VIII  des  Tables, 
dépendante  de  l'angle  5n'  —  :'n,  a  été  changée  de  signe.  Il  suffit ,  poin- 
s'en  convaincre,  de  comparer  sa  valeur  inscrite  à  la  page  Sa  de  la 
Table,  avec  son  expression  donnée  à  la  page  97  du  troisième  volume 
de  la  Mécanique  céleste. 

Il  en  est  de  même  de  la  perturbation  de  la  longitude,  argument  IX 
de  la  Table,  dépendante  de  l'angle  'in'  —  n.  Malheureusement,  d'ailleurs, 
ce  ne  sont  pas  de  simples  fautes  d'impression  :  les  Tables  sont  bien 
construites  sur  ces  perturbations  changées  de  signes.  La  somme  de  ces 
deux  nouvelles  erreurs  peut  s'élever  à  5",o.  En  sorte  que ,  par  les  seules 
inexactitudes  commises  par  l'auteur,  en  empruntant  les  perturbations 
à  la  Mécanique  céleste,  l'erreur  de  la  longitude  héliocentrique  peut 
être  de  9",o.  Les  perturbations  dues  à  l'action  de  Vénus  pouvant  se 
trouver  ainsi  en  erreur  de  la  moitié  de  leur  valeur  maximum,  quelle 
confiance  pourrait-on  accorder  à  la  correction  delà  masse  de  Vénus, 
à  laquelle  l'auteur  lésa  fait  concourir,  et  qui  est  tout  à  fait  inconci- 
liable avec  la  diminution  observée  de  l'obliquité  de  l'écliptique!'  Mais 
c'est  un  sujet  sur  lequel  j'aurai  à  revenir. 

Enfin  ,  les  perturbations  du  rayon  vecteur,  dépendantes  de  la  diffé- 
rence des  moyens  mouvements  de  Mercure  et  de  Vénus,  ont  toutes 
été  changées  de  signes.  Voir  la  page  Sa  de  la  Table,  et  la  page  96  du 
troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste. 

IG.  En  ne  développant  pas  l'inégalité  de  la  longitude  moyenne, 
dépendante  d'un  argument  in  — i'n'  d'un  ordre  élevé,  les  inégalités  de 
la  longitufln  vraie  qui  dériveront  de  cet  argument  ne  jioiuTont  prove- 
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iiir  que  de  la  variation  de  l'excentricité  et  de  celle  du  périhélie.  On  les 
obtiendra  sensiblement  par  les  formules 
VR 


-/ 


^.^^' 


e      J     de 

dv  =  2c?esin  [nt  +  £  —  srj  —  2ec?CTCOs(«i  h-  £  —  sj). 

Un  terme  quelconque  de  R ,  correspondant  à  l'argument  in  —  i'n', 
et  de  l'ordre  le  moins  élevé,  est  toujours  de  la  forme 

Me*^  cos{int  —  i'n't  +  ii  —  i'z'  —  ^  —  fizs), 

l'exposant  h  de  l'excentricité  étant  égal  au  multiplicateur  de  —  sr  sous 
le  signe  cosinus.  On  en  déduit  successivement 

^  anm'he''-'M  ,.   ^        .,   ,^         .  ...         ,  ,     , 

Se  =  .,  ,    co&iint  —  int  +  «  —  «  f  —  ib  —  nrs) , 

in  —  in  ^  T  /  ' 

«                anm'/ie''~^'M     .     ,.    ,         .,   ,^         .,         ,  ■, 

0©=       — -— —  sm  (mt  —  int  -\-  n  —  ù  —  nzs), 

o\  = : m —  smF  i  —  \)nt  —  i'n't+(i—T)i—i'B  —^  —{n—i)zs\. 

m  —  in  L\  /  \  / 

On  voit  donc  que  d\/  ne  renfermera  aucun  terme  dépendant  de  l'argu- 
ment {i-hi)n  —  i'n'.  Ce  terme  s'évanouira  à  cause  de  la  forme  particu- 
lière du  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  et  de  celle  des 
expressions  différentielles  des  variations  de  l'excentricité  et  du  péri- 
hélie. J'ai  toujours  eu  soin  de  calculer  les  variations  de  l'excentricité 
et  du  périhélie  indépendamment  l'une  de  l'autre,  afin  d'obtenir  des 
vérifications  par  la  réduction  à  zéro  de  la  somme  des  nombres  qui  com- 
posent le  coefficient  d'un  des  termes  de  la  forme  de  ceux  que  nous 
venons  de  considérer. 

17.  La  vérification  précédente  s'applique  à  l'ensemble  des  calculs. 
On  pourra  obtenir  par  le  moyen  suivant  autant  de  vérifications  qu'on 
le  voudra  des  développements  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  R. 
Reprenons  l'expression  n°  0  de  cette  fonction;  désignons  le  facteur 
cosi;par.y,   et  différentions  par  rapport  à  a.  ISous  trouverons,  en 
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dr  ,       ,  , 

remarquant  que  a  —  est  égal  a  r, 


«  —  =  —     (r"  +  r'"  -   "xrr's)    '  (r  —  r's)  +  -7  I  r. 
Prenons  actuellement  la  dérivée  de  R  par  rapport  à  e, 

+    (r^  -)-  r'*  —  2 rr'i')    ''  rr' ti    3"" 

dr 

Dans  cette  expression  le  coefficient  de  ^  peut  se  remplacer  par  sa 
valeur  en  fonction  de  a  ^;  et  en  observant  d'ailleurs  que  s  ne  contient 
£  que  parce  qu'il  est  fonction  de  la  longitude  v  de  Mercure,  le  second 
terme  pourra  s'écrire  plus  simplement  sous  la  forme  G  —,  et  l'on  aura 

rfR dVi      1  dr  dv 

de  da  '  r  de  de 

Nous  trouverons  de  même ,  en  conservant  à  la  lettre  G  sa  signification , 


dR  _       dR 
de               da 

idr              dv 
r  de              de 

rfR              dK 

rftj               da 

r  du                da 

On  déduit  des  trois  équations  précédentes  trois  valeurs  de  G  qui 
doivent  être  identiques.  En  les  désignant  par  M,  P,  Q,  leurs  expressions 
seront  les  suivantes  : 


dK 

dR 

I   dr 

M-''' 

da 
dv 

'rTi 

rfR 

dB.      i  dr 

dR 

dR 

i   dr 

de 

da  '  r  de 
d, 
de 

Q  = 

da 

da 
dv 
'dZ 

r  du 

Pour  appliquer  cette  remarque  à  la  vérification  des  développements 
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des  dérivées  partielles ,  il  faudra  attribuer  à  la  longitude  de  Mercure 
une  valeur  particulière.  Les  dérivées  de  /•  et  i>  ne  seront  plus  des  séries, 
mais  bien  des  nombres  faciles  à  calculer.  Et  alors  l'égalité  des  quan- 
tités M,  P  et  Q  devra  se  vérifier  séparément  pour  chacun  des  coeffi- 
cients des  sinus  et  des  cosinus  des  multiples  de  la  longitude  moyenne 
devenus.  La  vérification  sera  très^simple  si  l'on  attribue  à  la  longitude 
moyenne  de  Mercure  une  des  valeurs  suivantes,  o",  90°,  180°  ou  270". 
Mais  le  choix  ne  sera  pas  indifférent  entre  ces  quatre  positions;  et  il 
faudra  prendre  celle  qui  ne  fera  pas  acquérir  une  valeur  trop  petite 

aux  trois  dérivées  j,  j,  —,  et  à  l'une  au  moins  des  trois  quantités 

l'dr     I  dr    ^  X  dr     _      ,  -.^     i     ?  „         .   r'.    ,  .        ,  ... 

-  j-,  -  -r  et  -  -3-.  La  longitude  /  =  270°  satisfait  bien  a  ces  conditions , 

r  de     r   de        r  da  °  '  ' 

et  Ton  trouve  dans  ce  cas,  en  multipliant  les  quantités  M,  P  etQ  par 

y,  que  les  trois  expressions 

"""  d^  ^         dR 

o,oo2  a  -y-, 


de  -7  —  -         ^^ 

dK 

£R 

du 


dK  ^    ,        dK 


■117  T^  -  o>o68  a-, 


doivent  être  égales  entre  elles. 

§  m. 

P'ariations  séculaires  des  éléments  de  l'orbite. 

18.  J'ai  traité  avec  détail  des  inégalités  séculaires  des  orbites  des 
sept  planètes  principales  dans  lesAdditions  à  la  Connaissaiice  des  Temps 
pour  1843  et  i844-  Je  renverrai  à  cet  ouvrage,  ou  bien  au  tome  V 
du  présent  Recueil,  page  220,  pour  l'expression  en  termes  finis  des  élé- 
ments de  l'orbite  de  Mercure  à  une  époque  quelconque.  Ces  formules 
générales  ne  nous  seront  ici  d'aucun  usage.  Il  est,  au  contraire,  indis- 
pensable de  rappeler  les  expressions  des  variations  annuelles  des  élé- 
ments elliptiques,  telles  que  je  les  ai  obtenues  dans  la  Connaissance  des 
Temps  pour  1 844»  ^"  "^  négligeant  que  les  termes  du  cinquième  ordre 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 
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Si  nous  substituons  d'abôrdaux  variables  e  et  ct,  ç  et  6  les  arbitraires 
suivantes, 

A  =  esint7,  /?  =  fang  o  sin  & , 
/  =  ecosw,     q  =  tang  9  cos  6, 

nous  trouverons  pour  les  expressions  de  leurs  variations,  en  fonctions 
du  temps  i,  compté  à  partir  du  i*"^  janvier  1800  : 

Sh  =  o'',334  ^  "■  o",ooooi4o^S 
0/  = —  i",o33  f  —  o",ooooo4B^, 
Sp  :=L  —  o",534  '  —  o", 000  001  o  t\ 

Sq    =:  o",244  '   —    o",000  Oo5  8  f'. 

Ces  termes  ont  été  calculés  en  supposant  pour  les  différentes  planètes 
les  masses  suivantes  : 

venus m     =  -, ?rï— i         Juptttr /w"  =  — — -, 

401847  ^  io5o 

La  Terre m"  =  -^-r-, — 57^,         SaUirne irC  =  — — — , 

354986  35i2 

ftlars  . m'"  =  —rr^ — -p-^r- ,      Uranus m"'  =  --. 

J'ai  ajouté  les  termes  proportionnels  au  carré  du  temps,  que  je  n'avais 
pas  calculés  dans  le  travail  cité.  Les  variations  de  p  et  (j  sont  relatives 
au  plan  de  l'écliptique  de  1800,  et  à  la  ligne  fixe  passant  à  cette  épo- 
que par  l'équinoxe  du  printemps. 

19.  Nous  allons  déduire  des  formules  précédentes  les  variations  du 
double  de  l'excentricité,  et  de  la  longitude  du  périhélie  pour  lépoque 
de  1800,  en  négligeant  les  termes  proportionnels  au  carré  du  temps, 
ce  qui  suflira  toujours  aux  usages  astronomiques;  a  moins  qu'on  ne 
voulût  remonter  aux  observations  qui  nous  ont  été  transmises  par  Pto- 
lémée,  ce  qu'on  ferait  alors  aisément  au  moyen  des  valeurs  de  &h, 
âl,  âp  et  /^q.  Nous  avons,  pour  calculer  -x^e  et  &zs,  les  relations  sui- 
vantes : 


^,s=  L  ^h-'-\  âl. 
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Il  nous  sera  de  plus  nécessaire  de  connaître  les  corrections  que  ces 
variations  subiraient  par  des  changements  apportés  aux  masses  pertur- 
batrices adoptées  dans  le  numéro  précédent.  Si  nous  désignons  par  v', 
v",  v'",  v",  v"  les  rapports  des  changements  que  pourraient  réclamer 
les  masses  de  Vénus,  la  Terre...,  aux  masses  mêmes  des  planètes,  nous 
obtiendrons  : 

2Se  =  o",o85oi+(o",o56v'-|-o",o22v" — o",ooi  v"'+0",00'J  v'''-(-o",001  ■/)  X', 
3a  =  5",2']8   ^-+-(2", Si    v'h-o",83  v"4-o",o3    v"'+ i",52  v'^-f-o'^oS   v')  x '• 

20.  Nous  pourrions  semblablement  calculer  les  mouvements  de  l'in- 
clinaison et  du  nœud  de  la  planète  sur  l'écliptique  de  1800.  Mais 
comme  c'est  à  l'écliptique  mobile  que  nous  rapportons  les  positions  des 
astres,  il  est  préférable  de  déterminer  les  changements  qu'éprouve 
l'orbite  de  Mercure  par  rapport  à  cette  écliptique.  Si  nous  désignons 
par  (p,  et  0,  l'inclinaison  de  l'orbite,  et  la  longitude  de  son  nœud  as- 
cendant ,  rapportées  à  l'écliptique  mobile ,  les  variations  de  ces  élé- 
ments seront  données  par  les  formules  suivantes, 

t?y,  =  [^p  —  ^p")  sin  9  -h  {âq  —  &g")  cosQ  , 

ip"  et  èq"  se  rapportent  au  mouvement  de  l'écliptique  vraie  par  rap- 
port au  plan  fixe  de  1800,  et  l'on  a 

$p"  =  o",o62  7,     3q"  =  —  o",4755  [*]. 

En  tenant  d'ailleurs  compte  des  changements  qu'on  devrait  apporter 
à  ces  nombres  par  suite  de  corrections  introduites  dans  les  masses 
perturbatrices,  on  trouvera 

Sf,  =      «"jO^i  ''-<-( — o",ooij  —  o",oo3v' — o",oi3  v"-(-o",o79  v'* +o",oo9v*) /, 
SB,  = —  7",585î+( — o",o7  V —  4  V09  "' — o",92v" — o",  1 1  v"' — 2",28v"^ — o",  1 1  •/);. 

[*]  Je  viens  de  voir  avec  plaisir,  dans  un  Rapport  de  M.  Struve  sur  un  Mémoire  de 
M.  Peters,  que  ces  nombres  s'accordent  aussi  bien  qu'on  peut  le  désirer  avec  la  variation 
observée  de  l'obliquité  de  l'écliptique.  Nouvelle  preuve  que  la  niasse  de  Vénus  est  bien 
déterminée,  et  qu'on  ne  doit  pas  l'augmenter  énormément  comme  l'a  fait  M.  de  Linde 
nau.  Voir  les  Astronomisclie  Nachrichten ,  n"  486,  pages  8g  et  go. 


\ 
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Le  mouvement  séculaire  de  l'inclinaison  relative  est  fort  différent  de 
celui  qu'on  avait  obtenu  en  s'arrètant  aux  premières  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  et  que  M.  de  Lindenau  (page  3 1  ;  porte, 
par  l'accroissement  de  la  masse  de  Vénus,  jusqu'à  i8",38;  tandis  que 
je  trouve  seulement  7",  1 1 .  Je  ne  puis  toutefois  douter  en  aucune  façon 
du  nombre  que  je  donne  ici,  et  que  j'ai  déterminé  par  deux  pro- 
cédés entièrement  distincts  l'un  de  l'autre ,  savoir,  par  des  dévelop- 
pements algébriques  et  ensuite  par  interpolation. 

§1V. 

Variations  périodiques  des   éléments  de  l'orbite  et  des  coordonnées 
héliocentriques. 

21.  Les  changements  considérables  que  les  termes  d'ordre  supé- 
rieur apportent  au  mouvement  de  l'inclinaison  relative ,  à  cause  de  la 
grandeur  de  l'excentricité  de  Mercure,  et  du  voisinage  de  Vénus,  doi- 
vent nous  faire  craindre  qu'il  n'en  soit  de  même  dans  le  calcul  des  per- 
turbations périodiques.  Et,  en  effet,  plusieurs  termes  du  second  ordre 
sont  aussi  sensibles  que  ceux  du  premier,  bien  que  leurs  arguments  ne 
soient  pas  plus  petits.  Je  dois  donc,  afin  de  convaincre  le  lecteur  que 
je  n'ai  rien  négligé  d'important,  rapporter  tous  les  développements 
relatifs  aux  perturbations  que  Vénus  produit  dans  le  mouvement  de 
Mercure.  Les  séries  relatives  aux  actions  de  la  Terre,  de  Jupiter  et  de 
Saturne  étant  très-convergentes ,  je  ne  les  traiterai  pas  avec  le  même 
détail,  et  je  me  bornerai  à  donner  pour  ces  planètes  les  perturbations 
que  leur  action  m'a  fournies.  Mars  et  Uranus  n'ont  aucune  influence 
sensible. 

Perturbations  produites  par  Vénus. 

'22.  L'excentricité  de  cette  planète  étant  très-petite,  on  reconnaît  ai- 
sément, par  les  formules  du  n"  15,  qu'elle  n'a  aucune  influence  sur 
les  perturbations  de  Mercure,  si  ce  n'est  sur  celle  à  longue  période, 
dépendante  de  l'argument  5n'  —  a.n,  et  qu'elle  affecte  légèrement.  Je  cal- 
culerai ce  terme  à  part,  de  manière  à  ne  laisser  aucun  doute  à  son 
égard;  et  alors,  dans  les  développements  généraux  qui  vont  suivre, 
je  pourrai  supposer  nulle  l'excentricité  de  Vénus.  Je  ne  négligerai,  au 
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contraire,  aucune  puissance  de  l'excentricité  de  Mercure,  ou  de  l'incli- 
naison relative  qui  puisse  influer  sur  les  décimales  conservées  :  c'est  ce 
qui  importait  surtout,  à  cause  de  la  grandeur  de  l'excentricité  de  Mer- 
cure. 

Soient  toujours  /'  et  /  les  longitudes  moyennes  de  Vénus  et  de  Mer- 
cure. Pour  éviter  l'emploi  des  décimales ,  je  donnerai  les  expressions  de 

dh.  dR  rfR      ^  r/R     ^,   .  „    .,, 

looooo— ,   loooa— ,    I  ooo  —  et  loooo— .  Désignant,  dadleurs, 
les  sinus  et  cosinus  par  les  seules  lettres  S  et  C,  nous  aurons  : 
dK 


lOOOOO 


d; 

—  i']2oS{ol'—il}+   2968(0/'— 2/)+      36S(o/'— 3/; 
^        oC(o/'— o/)—  5682C(o/'— i/)-t-  2i6C(o/'— 2/)-j-     54C(o/'— 3/) 

-+-io8i2S(i/'— i/)—     9648(1/'— 2/) -^   4178(1/'— 3/)+       oS(i/'— 4/) 

—  4oC(i/'— i/)—  26i2C(iZ'— 2/)+     45C(i/'— 3/)-f-     72C(i/'— 4/) 

■+-         oS(i/'-Ho/)+  595S(i/'+i/)—     52S(if-h2l) 
-h         oC(i/'-f-o/)+   523C(i/'-i-i/  —     36C(i/'-+-2/} 

-!-6247oS(2/'— 2/)+  4i4oS(2/'— 3/) -35928(2/'- 4/)—  8758(2/'— 5/)  + 1 14s. 2/'—  61} 

—  3ooC(2/'— 2/)-i-i5477C(2/'— 3/)+2396C(2/'— 4/)—  74oC(2/'— 5/)— 264  C(2/'—  6l] 

—  58568(2/— i/) -h       oS(2/'+o/)—  1878(2/'+!/)+    68(2/'-^  2/) 
+209870(2/'—!/)+       oC(2/'+o/)+  84C(2/'+i/)—     4  c  (2/'+  11) 

+361058(3/— 3/)+  35768(3/'— 4/)-363o8(3/'— 5/)—   9368(3/'-6/)-f-  918(3/'—  7/) 

—  3o9C(3/'— 3/)  +  i3244C(3/'— 4/)+2  34oC(3/'— 5/]—  834C(3/'— 6/)— 3296(3/'—  7/) 

—  72928(3/'— 2/)— 41928(3/'- !/+       oS(3/'+o/)+     5  8(3/'-f-  il) 
+26422C(3/'— 2/)— 2658C(3/'— 1/)+       oC(3/'+o/i—  39C(3/'+  i/) 

+  177288(4/'— 4/)+  2  53o8(4/'— 5/)— 3oo68(4/'— 6/)—  8828(4/'— 7/) +160  8(4/'—  8/) 

—  256C(4/— 4/)+  927oC(4/'— 5/)  +  i902C(4/'— 6/)—  756C(4/'— 7/)— 3o4  C(4/'—  8/) 

—  6i448(4/'— 3/)— 72468(4/'— 2/)+  8288(4/'—!/)+     oS(4/'+  o/) 

— 22  590  C  (4/'— 3/)— 4506  c  r4/'— 2/)—  7ooc(4/'— !/)+   oc(4/'+  o/) 

+  72958(5/'— 5/)+  i56o8(5/'— 6/)— 2  2338(5/'- 7/;—   7048(5/'- 8/  +117  8  (5/'—  9/, +  120  8(5/ —10/; 

—  i65C(5/'— 5/)+  567oC(5/'— 6/)  +  i4o7C(5/'— 7/)—  552C(5/'— 8/)— 2790(5/'—  9/}+  90C15/'— 10/ 

—  42968(5/'- 4/)— 80078(5/'- 3/)  +  i7568(5/'— 2/)+  878(5/'-  i/)+     oS(5/'+  o/) 
+  i6oo4C(5/— 4/;— 49170(5/'— 3/)  — i522C(5/'— 2/)+2i5C(5/'—  i/)+     oC(5/'+  o/) 
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2 262 S (61' -61)^  833S(6/'-70-i456S:6/'-  8/)-  558S(6/'-  ç)l)-hi2oS{6t-\ol}-i-  66S(6/'-ii/) 

io?.C{6/'-6/)+  3o94C(6/'-7/)+   9040(6/'-  8/)-  441  C(6/'-  9/)-24oC(6/'-io/)-|-  iiC{6/'-iW) 

—  2615 S(6/!'-5/)— 71128(6/'—  4/) +2804 S (6/'—  3/) +232 S (6/'-  2/)-  48 S (6/'—  1/) 
+  9990C  6/'— 5/)— 43ooC(6/'—  4/)— 2o49C(6/'—  3/j-i-54oC(6/'—  2/)-f-  3C:6/'—  i/' 

44oS(8/'-8/)+  207S(8/'-9/)-  460  S  (8/'- 10/)-    1878(8/'-!  ./)-hio8S(8/'-i2/j+  65S(8/'-i3/) 

64C(8/'-8/)4-  648C(8/'— 9/)-t-   2700(8/'— lo/)—   1980(8/'— i  i/)  —  i44C(8/'-i2/)+  oC(8/'— 13/) 

—  707S(8/'-7/)-38i68(8/'-  6/) +21 25 8 (8/'-  5/) +468 S (8/'-  4/)-255S(8/'-  3/j 
-+-  2828C(8/'-^7/:-2  238C(8/'--6/)-i96oC(8/'-  5/)+992C(8/'-  4/)-h  3oC(8/'-  3/} 

—  1 32  S  (10/'— 12/)+      i6S(io/'— 16/) 
-I-  i2oC(io/'— 12/)+     32C(io/'— 16/) 

—  i4ooS(.o/'—  8/)+     36S(io/'—  4/} 

—  8ooC(io/'—  8/)—     960(10/'-  4/). 


I  000  a  -7- 


-H  1668  r'o/'—    l/)—          8S(0/'—    2/] 

3240(0/'— O/)—  52C(0/'—    i/)-f-        oC(o/'—   2/) 

2S(i/'— 1/-)+  58S(i/'—  2/)—       4S(i/'—  3/)-4-     oS(i/'—  4/) 

3860(i/'— i/)—  23C(i/'—  2/)-f-       4C(i/'—  3/)—     iC(i/'—  4/) 

—  206S(l/'-|-   0/)-|-  ■   22S(l/'+    i/)+      oS(i/'-f-   2/) 

—  61  0(1/'-+-  o/)—     26C(i/'-f-  i/)-t-     I  0(i/'+  2/) 

5S(2/'— 2/>—  968(2/'—  3/)—      i4S(3/'—  4/)-+-     28(2/'—  5/) 

7470(2/'— 2/)+  240(2/'—  3/)—      i60(2/'—  4/)—     40(2/'-  5/) 

—  522  8(2/'-  il) -h     68 S  (2/'+  0/)+    48  (2/'+  1/) 

—  i48C(2/'—   II)—     ç)HC{7.l'-h  o/)-h     80(2/'+   il) 

38(3/'- 3/)—  ioi8(3/—  4/)—      .58(3/'—  5/)-f-     38(3/'—  6/) 

4i5C(3/'— 3/>-)-  260(3/'-  4/)—     2o0(3/'—  5/)—    60(3/'-  6/) 

—  4598(3/'-  2/)-(-     978(3/'—  il) -h  178(3/'+  o/) 

—  1280(3/'— -2/)—    i52C(3/'—  i/)+  240(3/'+  0/1 

48(4/' -4/)-  778(4/'-  5/)—  •  i3S(4/'-  6/)+-    58(4/'-  7/) 

1990(4/'— 4V)+  i80(4/'—  5/)-^     2o0(4/'—  6/)—    60(4/'-  7/) 

—  3378(4/'-  3/)+    io3S(4/'—  2/)+  338(4/'—  il) 

—  920(4/'—  3/)—  t64c(4/'—  2/)+  4oC(4/'—  il) 
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-+-     3  S  (5/'— 5/)—  5oS(5/'— 6/)—   11  S(5/'— 7/)-!-    4  S  (5/'— 8/; 

-i-  8iC(5/'— 5/)+  i3C(5/'— 6/)—  i5C(5/'-7/)^     7C(5/'— 8/) 

—  220  S  (5/'— 4/) -H  9iS(5r— 3/)+  42  S  (5/'— 2/) 

—  SgClSr— 4/)  — i47C(5r— 3/)-t-  496(5/'— 2/' 

-+-     2  S  (6/'— 6/)—  28  S  (6/'— 7/)—     5S(6r— 8/)+     4S{6/'— gZ) 

+  25C(6/'— 6/)+  6C(6/— 7/)—  ioC(6/'— 8/)—    6C(6/'— 9/) 

—  i3oS(6r— 5/)4-  718(6/'— 4/)+  46S(6/'— 3/) 

—  32C(6/'— 5/)  — ii6C(6/'— 4/)-+-  52C(6/'— 3/). 


dR 

de 


-h  2888(0/'— i/)-f-     28(0/'— 2/)-t-     08(0/'— 3/) 

■ii6C(o/'— o/)—  88C(o/'— 1/)+     2C(o/'— 2/)-)-     4C(o/'— 3/) 

-  4S(i/'— 1/)+  6iS(i/'— 2/)H-     5S(i/'— 3/)—     iS(i/'— 4/) 
-i25C(!/'— i/)—  23C(i/'— 2/)+     7C(i/'— 3/)+     iC(i/'— 4/) 

—  297S(i/'+o/)4-  45s  (i /'+!/) -4-      lS(l/'-t-2/) 

—  87C(i/'-f-o/)—  69C(i/'+i/)+     iC(i/'+2/) 

-  38(2/'— 2/)—  2018(2/'— 3/)—  498(2/'- 4/)+  218(2/'— 5/) 
-249  G  (2/'— 2/)+  53C(2/'— 3/)—  82C(2/'— 4/)—  23C(2/'— 5/} 

—  ioo58(2/'— i/)4-22i  S  (2/'-(-o/) -I-   178(2/' -(-l/) 

—  28lC(2/'— 1/)— 362C(2/'+0/)+    27C(2/'-t-l/) 

-  3S(3/'— 3/)—  968(3/'— 4/)—  34 8 (3/'— 5/) 4-   i8S(3/'— 6/) 
-285C(3/'— 3/)-i-  26C(3/'— 4/)—  59C(3/'— 5/)—  2oCi3/'— 6/) 

—  5668(3/'— 2/)-i-25oS(3/'—  /)-+-  72S(3/'-f-o/) 

—  i54C(3/'— 2/)— 4iiC(3/'—  /)+  84C(3/'-f-o/) 

h     oS(4/'— 4/)—  268(4/'— 5/)—  218(4/'— 6/) -H  14s  (4/'— 7/) 

-23tC(4/'— 4/)-f-  6C(4/'— 5/)—  36C(4/'— 6/)—  i6C(4/— 7/) 

—  2588(4/'- 3/)+2oi  8(4/'— 2/) -h  106  8(4/'— i/) 

—  7oC(4/'— 3/)— 338C(4/'— 2/)  +  i2oC(4/'— i/) 

h     oS(5/'— 5/)+  68(5/'- 6/)—     98(5/'- 7/)-!-  10  8  (5/'— 8/) 

-i56C(5/'— 5/)—  2C(5/'— 6/)—  i6C(5/'— 7/)—  i4C(5/'— 8/) 

—  868(5/'— 4/)+i358(5/'— 3/)-t-iio8(5/'— 2/) 

—  22C(5/'— 4/)— 23oC(5/'— 3/)-!-i22C(5/'— 2/) 
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oS(6i'— 6/)-l-  178(6/'— 7O—     2  S  (6/'— 80+     5  S  (6/'— 9/) 

9iC(6/'— 6/)—  4C(6r— 7/)—    5C(6/'— 8/)—  i8C(6/'— 9/) 

—  9S(6/'-5/)-h  80  S  (6/'— 4/)+  95  S  (6/'- 3/; 

—  2C(6/'— 5/)  — i37C(6/'-40-Hio4Cv6/'— 3/j. 


dK 

10  000  -r—  = 

-H  i48S{o/'— 1/ 

—  6C(o/'— o/)-H-  5760(0/'— 1/ 

—  4S(i/'— 1/)+      i8S(i/'— 2/ 

—  i6C(i/'— 1/)+  1290(1/'— 2/ 

—  i42S(i/'+o/ 
-f-  5490(1/' -t-o/ 

—  8S(2/'— 2/)—  1 58  S  (2/'— 3/ 

—  5C(2/'— 2/)—  493C(2/'— 3/ 

—  5708(2/'—!/ 

-1-2  III  C(2/' — 1/ 

—  16  s  (3/'— 3/)—  104  8(3/'— 4/ 

—  i6C(3/'— 3/)—  32iC(3/'— 4/ 

—  358  S  (3/'— 2/ 
+  1  3290(3/'— 2/ 

—  2S(4/'— 4/)—     628(4/'- 5/ 

—  60(4/'— 4/)—  «850(4/'— 5/ 

—  204  S  (4/'— 3/ 
-f-  7530(4/'- 3/ 

4-  iaS(5/'— 5/)—     3iS(5/'— 6/ 

—  90(5/'— 5/)—     950(5/'-6/ 

—  938(5/'- 4/ 
-+-  3890(5/'— 4/ 

-+-     iS(6/'— 6/)—     2iS(6/'-7/ 
-h     2  0(6/'- 6/)—     460(6/'- 7/ 

—  478(6/'- 5/ 
-h  196  0(6/'- 5/ 

Tome  VIII.  -  Août  i843. 


-  108(0/'— 2/) -(-     oSio/'- 3/': 

-  40(0/'— 2/)—     40(0/'— 3/ 

-  i6S(i/'— 3/)-|-  oS(i/'— 4/j 

-  22C(i/'— 3/)—  70(1/'— 4/) 
-i44S(i/'+i/)+  8S(i/'+2/) 

-  86C(i/'+i/t-H  iC(i/'-i-2/) 

-i86S(2/'— 4/)-+-  5oS(2/'— 5/) 
-1060(2/— 4/)-h  530(2/'— 5/; 
-728S(2/'-(-o/)-(-  388(2/'-+-!/) 
-4480{2/'-t-o/)—  350(2/*+!/) 

-1398(3/'- 5/)-t-  428(3/'— 6/) 

-  980(3/'- 5/)-i-  450(3/'— 6/) 
-8558(3/'—  /)-f-i6o8(3/'->-o/) 
-5o8C(3/'—  /)— 1490(3/' -ho/) 

-ioiS(4/'— 6/)-+-  3oS(4/'— 7/) 

-  620(4/'— 6/)  H-  330(4/'— 7/) 
-7298(4/'— 2/)-4-236S{4/'—i/) 

-4460(4/'— 2/)— 221 0(4/'—!/} 

-  5i8(5/'— 7/)-t-     58(5/— 8/; 

-  32  0(5/'- 7/)-!-  210(5/'— 8/) 
-5438(5/'- 3/)-h2598(5/'— 2/) 
-3220(5/'— 3/)—235C(5/'— 2/1 

-  348(6/'— 8/)—     3  S  (6^-9/1 

-  3oO(6/'— 8/)-(-  240(6/'— 9/) 
-3648(6/'— 4/)-f-223S(6/'— 3/) 
-2220(6/'— 4/)  — 2020(6/'— 3/1. 
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23.  En  substituant  les  expressions  précédentes  dans  les  formules  du 
n"  9,  et  en  intégrant  par  rapport  au  temps,  nous  trouverons  les  per- 
turbations suivantes  de  la  longitude  moyenne,  du  grand  axe ,  de  l'ex- 
centricité et  du  périhélie.  Pour  les  deux  premiers  éléments,  je  négli- 
gerai ici  les  termes  dont  la  valeur  absolue  est  au-dessous  de  o",  10;  je 
négligerai  pour  l'excentricité  ceux  dont  la  valeur  absolue  est  au-dessous 
de  o",o5  ;  et  dans  la  position  du  périhélie  ceux  dont  la  valeur  absolue 
est  inférieure  à  o",25.  Dans  mes  minutes,  l'exactitude  a  été  poussée  plus 
loin,  afin  d'avoir  exactement  les  perturbations  de  la  longitude  et  du 
rayon  vecteur. 

Sf,  -^  Se  =  —  3",3o  e 

+  o",43  sin  (  l' —  l)  —  o",oo  cos  (  l' —  l) 

-+■  o",o6  sin  /'  —  o",i9  cos/' 

-I-  o",5o  sin  (2/' — 2/)  —  o",oo  cos  (2/' — 2/} 

—  o",98  sin  (2/'—  /)  +  3",52  cos  (2/'—  /) 
-t-  o",i5  sin  (3/'— 3/)  —  o",oo  cos(3/'— 3/) 

—  o",i3  sin  (3/'— 2/)  ■+■  o",44  cos  (3/'— 2/) 

—  o",52  sin  (3/'—  /)  —  o",33  cos  (3/'—  /) 

—  o",o4  sin  (4/'— 3/)  -t-  o",i6  cos  (4/'— 3/) 

—  o",36  sin  (4/'— 2/)  —  o",23  cos  (4/'— -2/) 

—  o",io  sin  (5/'— 3/)  —  o",o6  cos  (5/'— 3/) 
-+-  6",  19  sin(5r— 2/)  —  5",36  cos  (5/'— 2/); 

Sa  =  —  o",i5  sin  (2/' —   l)  —   o'',o4  cos(2/' —   /); 


o  ,02  t 

—  o",o5  sin  l 

—  0",  1 3  sin  /' 


—  o",o I   cos  / 

—  o",o3  cos  l' 


-h  o",94  sin  {2I' —  /)  +  o",26  cos  (2/' —  /) 

-I-  o",o6  sin  2/'  —  o">09  cos  2I' 

-f-  o",i6  sin  (3/' — 2/)  -f-  o",o4  cos  (3/' — 2/) 

-h  o",28  sin  (3/'—  /)  —  o",47  cos  (3/'—  /) 

+  o",o5  sin  (4/'— 3/)  +  o",oi  cos  (4/'— 3/) 

—  o",io  sin  (4/'— 2/)  -t-  o",i6  cos  (4/'— 2/) 
-1-  o",o4  sin  (4/'—  /)  -I-  o",o4  cos  (4/'—  /) 

—  o",o3  sin(5P~3l)  -+-  o",o5  cos  (5/'— 3/} 

—  o",53  sin  (5/'— 2/)  —  o",59  cos  (5/'— 2/)  j 
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Sa  =       2", 86 1 

—  o",o8  sin  /  -f-  o",27  cos  / 

—  o",2i  sin/'  -f-  o",72  cos/' 

-+-  i",22  sin  (2/'—  /)  —  4")38  cos  (2/' —  l) 

—  o",44  sin   2/'  —  o",27  cos  2/' 

-t-  o",i8  sin  (3/' — 2/)   —  o",65  cos  (3/' — 2/) 

—  2",23  sin  (3/'—  /)  —  i",35  cos(3/'—  /) 
4-  o",74  sin  (4/'— 2/)  -I-  o",44  cos  (4/' — 2/) 
+  o",20  sin  (4/' —  /)   —  o",  18  cos  (4/' —  /) 

—  2'',7i  sin  (5/' — 2/)    -+-  2", 45  cos  (5/' — 2/). 

Jie  n'ai  conservé  dans  la  valeur  de  âp  -+-  c?c  aucun  terme  dépendant 
de  la  longitude  moyenne  de  Mercure.  L'action  de  Vénus  y  introduit 
la  perturbation 

o",OTO  sin/  —  o' ,094  cos/, 

négligeable  à  cause  de  sa  petitesse ,  et  qu'on  devrait  d'ailleurs  omettre 
quand  même  elle  serait  plus  considérable.  Cette  perturbation  peut  se 
confondre,  en  effet,  avec  l'équation  du  centre  du  mouvement  pure- 
ment elliptique,  en  altérant  un  peu  les  valeurs  de  l'excentricité  et  de  la 
longitude  du  périhélie  qui  y  correspondraient.  Or  l'observation  directe 
donne  ces  éléments  ainsi  modifiés.  On  peut  donc  laisser  de  côté  la  per- 
turbation dont  l'argument  serait  la  longitude  de  Mercure,  tant  qu'elle 
n'est  pas  assez  grande  pour  que  la  correction  qu'elle  apporte  aux  élé- 
ments elliptiques  puisse  influer  sur  le  second  terme  de  l'équation  du 
centre. 

Le  terme  proportionnel  au  temps  —  3",3o  /.  qui  entre  dans  la  valeur 
de  e?(5  -h  âe,  affecte  directement  la  longitiule  moyenne  et  l'anomalie 
moyenne  de  la  planète.  Nous  pourrons  nous  dispenser  de  le  conserver, 
pourvu  que  nous  empruntions  aux  observations  le  moyen  mouvement 
destiné  au  calcul  de  la  longitude  :  mais  nous  augmenterons  ce  moyen 
mouvement  de  3",3o  avant  de  le  faire  servir  au  calcid  du  grand  axe  de 
l'orbite. 

Dans  les  termes  âe  =  o",09.  /,  et  &rs  =  2'  ,86  t.  nous  retrouvons  les 
inégalités  séculaires  de  l'excentricité  et  du  périhélie.   Les  expressions 
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rapportées  plus  haut  supposent  âe  =  o",028  f  et  c?3r  =  a",8i  t.  La 
petite  différence ,  qui  serait ,  au  reste ,  sans  inconvénient  dans  la  pra- 
tique, provient  de  ce  que,  dans  le  calcul  des  inégalités  périodiques,  qui 
nous  a  donné  l'occasion  de  revenir  sur  ces  nombres,  l'approximation 
des  coefficients  n'a  pas  dû  être  poussée  aussi  loin  que  le  réclamait  la  dé- 
termination rigoureuse  des  inégalités  séculaires.  Et  c'est  même  par  cette 
raison  qu'il  y  a  avantagea  traiter  ces  dernières  à  part. 
Enfin  l'inégalité  à  longue  période 

6",  19  sin  (5/' — 2/)  —  5", 36  cos  (5/' — 2/), 

comprise  dans  âp  -t-  ùî,  ne  devra  pas  être  appjiquée  au  développement 
des  inégalités  de  la  longitude  vraie,  suivant  ce  qui  a  été  expliqué  au 
n"  14.  Il  en  serait  de  même  des  inégalités  à  longues  périodes  dépen- 
dantes des  arguments  (8/'  —  "il)  et  (loZ'  —  l\l)  si  elles  avaient  été  assez 
grandes  pour  qu'on  dût  les  conserver.  Je  les  ai  trouvées  égales  à 

—  o",oq  sin  (  8/' — 3/)  +  o",oi   cos  (  8/' — 3/), 
o",o3  sin  (10/' — 40  —  o",o8  cos  (10/' — 4')- 

On  voit  qu  on  peut  les  considérer  comme  insensibles.  Mais  elles  ne 
sont  pas  tellement  petites  qu'on  fût  certain .  avant  tout  calcul ,  qu'elles 
étaient  sans  influence.  Il  est  bon  de  s'assurer,  une  fois  au  moins,  qu'on 
n'a  négligé  aucun  terme  important. 

24.  J'ai  dit  plus  haut  que  l'inégalité  du  moyen  mouvement,  dépen- 
dante de  l'argument  (5/'—  2/),  était  un  peu  influencée  par  l'excentricité 
de  Vénus.  Achevons  de  la  déterminer.  Pour  ne  laisser  aucun  nuage,  j'ai 
recalculé  complètement  cette  perturbation  par  interpolation ,  en  con- 
servant l'excentricité  de  Vénus;  puis,  faisant  la  différence  avec  la  pre- 
mière valeur  obtenue  dans  le  numéro  précédent,  j'ai  vérifié  que  cette 
différence  était  égale  à  la  valeur  qu'on  lui  trouve  en  la  déterminant 
algébriquement. 

La  perturbation  calculée  directement,  et  sans  rien  négliger,  a  pour 
expression 

6", 29  sin  (5/' — 2/)  —  4">07  cos  (5/' — il). 
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D'autre  part,  les  termes  de  R  qui  fournissent  la  partie  dépendante 
del'excentricité  de  Vénus,  sont,  en  omettant  l'inclinaison  des  orbites, 
les  suivants  : 

~       3q6   è'"  -f-  l84a— -^ H25a'— ^  +  «'— ^       cOs(5/'-2/-rî'  — 2, 

•lOa     I     *'        -j-  (la.  dot}  dot}     J 

M       r  db[''  d'b'f  d'b^'''\ 

^  '^      I    /         ,  ")              -J              T              c    ,         T  ,  T       I 

-^— 7    I  402    6  ,      +  iq3  a h  2b  a-  — -— h  a'  — — —  I 


cos  (5/' —  2/  —  20  —  i 


En  les  réduisant  en  nombres,  différentiant  par  rapport  à  =,  et  substi- 
tuant dans  la  première  formule  du  n"  9,  on  obtient  la  perturbation 

o",ii   sin  (5/' — il)   +■   i",33  cos  (5/' — il). 

Telle  est  effectivement  la  différence  qu'on  trouve  en  retranchant  de 
l'expression  complète  de  la  perturbation  celle  qu'on  avait  d'abord  ob- 
tenue en  négligeant  e' . 

25.  Les  expressions  âçi  -+-  ai,  &e  et  dV,  substituées  dans  la  première 
formule  du  n°  10,  donnent  les  inégalités  de  la  longitude  vraie,  dans 
lesquelles  j'omettrai  seulement  celles  qui  sont  au-dessous  de  o",i  et 
qui  ne  peuvent  pas  se  réduire  avec  d'autres  plus  sensibles  dans  une 
même  Table  : 

i  o",'j3  sin(  /' —  /) 

1  —  2",i5  sin  (2/' — 2/) 
j  —  o",47  sin  (3/' — 3/) 
'  -I-  o",o5  sin  (4'' — 40 

!-(-  o",o'j  sin  /'  —  o'  >2g  cos  /' 

-+-  o",65  sin  2/'  -h  o",4o  cos  2/' 

—  o",o9  sin  3/'  ■+■  o",o7  cos  3/' 

+  o",o4  sin(   /' — 2/)  +  o",i8  cos(  /' — 2/) 
-h  o",  12  s'n(2/' — 4')   —  o")07  cos (2/' — 40 

—  i",o3  sin (2/'—  /)  +  3", 70  cos(2/'—  /) 

—  o",45  sin (4'' — 2/)  —  o",27  cos(4'' — 2/) 
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—  o",i4  sin(2/' — 3/)  —  o",54  cos(2/' — 3/) 

—  o")39  sin(3/' — 2/)  +   i",35  cos(3/' — 2/) 

—  o",o4  sin(3/' — 40  —  o")i4  cos(3/' — 40 
■+-  o",09  sin(4/' — 3/)  —  o",3i  cos(4/' — 3/) 

—  o",io  sin(5r — 40  +  o",33  cos{5/' — 40 

—  o",49  sin(3/' —  /)  —  o",3i  cos(3/' —  /) 
-t-  i",i8  sia(5/'— 3/)  +  o",77  cosfS/'— 3/) 
-+■  o",i4  sin(2/'+  /)  —  o", i3  cos(2/'-f-  /). 

La  seconde  formule  du  n°  10  donnerait  ensuite  les  inégalités  du  rayon 
vecteur.  Je  n'ai  trouvé  ainsi  que  des  différences  insensibles  avec  les  per- 
turbations qui  sont  rapportées  dans  la  Mécanique  céleste;  et  je  ne 
m'y  arrêterai  pas  pour  le  moment. 

26.  Il  me  resterait  à  présenter  toutes  les  formules  relatives  aux  ac- 
tions de  la  Terre,  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Mais,  comme  je  l'ai  déjà  dit , 
les  séries  sont  ici  très- convergentes;  ce  qui  fait  que  je  m'écarte  peu  des 
résultats  de  la  Mécanique  céleste.  Je  préfère  donc  supprimer  ces  dé- 
tails ,  et  grouper  dans  un  seul  tableau  tout  ce  qui  concerne  la  théorie 
de  Mercure. 

Ajoutons  qu'aucune  planète  ne  produit  de  perturbation  sensible 
dans  le  mouvement  de  Mercure  en  latitude. 

§  V. 

Résumé  des  expressions  variables  des  éléments  de  l'ellipse,  et  des 
perturbations  qu'il  convient  de  conserver  dans  la  comparaison  de 
la  théorie  avec  les  observations. 

27.  Les  expressions  des  longitudes  seront,  dans  la  suite  de  ce  tra- 
vail ,  rapportées  à  la  ligne  des  équinoxes,  mobile  en  vertu  de  la  préces- 
sion. Il  faudra  leur  ajouter,  quand  on  les  comparera  aux  étoiles,  le 
terme  proportionnel  au  carré  du  temps,  que  je  ne  vais  pas  écrire.  Mais 
les  arguments  des  perturbations  resteront  toujours  réglés  sur  le  mou- 
vement sidéral,  compté  du  i*"^ janvier  1800. 

Expression  de  la  longitude  moyenne, 

iio"i3'i8",2  -f-  5  38io66",8655x/; 
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J)emi-graiicl  axe , 

a  =  0,387  °9S4- 

Ce  nombre  diffère  un  peu  de  celui  qu'on  lit  au  n"  3.  Cela  tient  à  ce  que 
l'action  des  différentes  planètes  diminue  de  7"  le  mouvement  sidéral  ap- 
parent de  Mercure.  Et  ici  nous  avons  tenu  compte  de  cette  perturba- 
tion, conformément  à  une  remarque  du  n°  23,  tandis  qu'il  nous  était 
impossible  de  le  faire  au  moment  de  la  première  approximation,  lors- 
que la  quantité  de  chaque  perturbation  nous  était  inconnue. 

Expressions  de  l'excentricité  en  secondes  de  degré,  et  de  la  longitude 
du  périhélie, 

0,2o56l7Q  „       ,     » 

e  =  ; ~-^  +     o  .oâzS.t, 

sin  I  '  ^        ' 

CT  =  74°  20' 5", 8      ■+■  55", Sot.,  t; 

Inclinaison  9,  etlongitudeS,  du  nœud  ascendant,  comptées  sur  l'éclip- 
tique  mobile , 

<p,  =     7°  o'5",9  +     o",07ii.f, 
9i=  45<'57'9>  -H  42",638.r; 

Perturbations  de  la  longitude  moyenne , 

Argument  I.  7",4g  sin  (5/'  —  2/  —  32"54')j 

Argument  II.  o",67  sin  (4/"  —     /  —  20°  12'); 

Perturbations  de  la  longitude  vraie, 

,      -  3",84  sin  (2/'  —  i  —  74°  27') 
Argument  III.       {  ^        ^  /H  -=;  ; 

'  —  o",52  sin  (4/'  —  2/  -f-  Ses?'); 

o",73  sin  {l'  —  /) 

—  2",  i5  sin  (2/'  —  2/) 

—  o",47  sin  (3/'  —  3/) 
-f-  o",o5  sin(4/'  —  40; 

Argument  V.  —  3",29  s^n(2^'  —  l —  75°  17'); 

o",65  sin  (/"  —  /) 
—  o",94  sin  (2/"'  — 2/)  ; 

Argument  VII.         —   i",4i   sin  (3/'  —  2/  —  73°  53'); 


Argument  IV. 


Argument  VI. 
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Argument  VIII .  i  ",4  '  sin  (5/'  —  3/  +  33"  8'  )  ; 

io",3o  sin(/'  —  'j6°25') 
+  o",76  sin(2/'  +  31°  36') 
—  o",  1 1  sin  (3/'  —  37°  53')  ; 

/  —  o",57  sin (/'''+ 2i°44') 
rgumen        .        |  _^  ^„^^^  sin (2/'"-)-  3o''53'); 

—  o",4i   sin  (2/"  —  /  —  74°2i'j 
-f-  o",2i   sin(4/" —  2/ 4- 44°  26' )  ; 

—  o",58  sin  (3/'  —  l  +  32°  19') 

—  o",56  sin  (2/'  —  3/  +  75°  2';'  ) 

io",2i   sin  (/" — /)        • 
—  o",24  sin  (2/" — 2/) 
+  o",02  sin  (3/" — 3/); 

—  o",4o  sin  (2/' —  /  —  74°2i'). 

Perturbations  du  rayon  vecteur, 

!  0,000  000  39    CCS  {/' /) 

—  0,00000199  ces  (2/' — 2I) 
—  0,00000039  cos  (3/' — 3/); 
Argument  V.  —  0,000  oo3 00  cos  ^2/"'  —  / — 74°2i'); 

Argument  VII.         —  0,000001  12  cos  (3/'  —  2I — 74° 44'); 
Argument  VIII.  0,00000122  cos  (5/'  —  3/ -H  28°  37'). 

Je  ne  conserve  dans  les  Tables  usuelles  que  les  perturbations  cor- 
respondantes aux  dix  premiers  arguments.  Cela  est  plus  que  suffisant 
pour  la  construction  des  éphémérides  journalières.  On  fera  bien  toute- 
fois de  tenir  compte  des  autres  inégalités  dans  le  calcul  des  passages 
de  Mercure  sur  le  Soleil .  Il  n'y  aura  aucune  difficulté  à  déterminer  di- 
rectement leurs  valeurs. 

L'expression  des  perturbations  qui,  dans  le  n°  25,  renfermait  en  gé- 
néral le  sinus  et  le  cosinus  d'un  même  argument,  ne  présente  plus  ici 
que  des  sinus  pour  la  longitude  et  des  cosinus  pour  le  rayon  vecteur. 
C'est  une  transformation  connue. 
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§  VI. 

Remarques  sur  les  Tables  de  Mercure  de  M.  de  Lindenau. 

28.  Le  changement  apporté  par  l'auteur  à  la  masse  de  Vénus  do- 
mine tout  son  travail.  Il  la  suppose  égale  à-j^-yi^^^,  plus  grande  de 
(s)""*  qi'^  l'"^  masse  admise  plus  haut,  et  qui  est  donnée  par  la  variation 
de  l'obliquité  de  l'écliptique.  Par  là,  les  mouvements  séculaires  du 
nœud  et  du  périhélie  sont  considérablement  altérés.  La  correction 
du  mouvement  du  périhélie  réagit  ensuite  sur  la  détermination  du 
moyen  mouvement,  à  cause  de  l'influence  prédominante  des  anciens 
passages  de  la  planète  sur  le  Soleil  :  ils  ont  été  pour  la  plupart  ob- 
servés en  un  même  point  de  l'orbite.  L'auteur  arrive  à  cette  déter- 
mination de  la  masse  de  Vénus  par  une  moyenne  entre  trois  nombres 
qui  sont,  au  reste,  loin  de  s'accorder.  L'un  est  fourni  par  la  con- 
sidération du  mouvement  du  nœud  ;  l'autre  par  la  considération  des 
perturbations  périodiques  dues  à  l'action  de  Vénus;  le  troisième  est 
donné  par  la  détermination  de  la  variation  séculaire  de  l'aphélie.  Exa- 
minons successivement  chacun  de  ces  résultats. 

29.  Si  nous  tenons  pour  constants  tous  les  calculs  de  l'auteur,  nous 
admettrons  avec  lui,  pw^e  9  des  Tables,  que  le  mouvement  annuel  du 
nœud  ,  déduit  des  latitudes  observées,  dans  les  passages  de  Mercure  sur 
le  Soleil,  est  égal  à  42",5o2.  Retranchant  la  précession  employée  dans 
ces  Tables,  5o",ii,  il  nous  restera  pour  le  mouvement  sidéral  du 
nœud,  dû  à  l'action  de  toutes  les  planètes,  et  déduit  de  l'observation, 

—  7", 608. 

D'autre  part,  j'ai  trouvé  théoriquement,  n°  20,  en  admettant  la  masse 
ordinaire  de  Vénus,  pour  le  mouvement  sidéral  du  nœud, 

-  7", 585, 

quantité  qui  ne  s'éloigne  de  la  précédente  que  de  o  ,023.  Cette  diflé- 
rence  ne  produit  que  2,3  sur  la  longitude  du  nœud  en  cent  ans.  Elle 
correspond  à  une  variation  de  o",  c  dans  la  latitude  géocentrique,  lors 
des  passages  de  novembre,  qui  sont  les  seuls  dans  lesquels  la  latitude 

Tome  VIII.  -  Août  1843.  Sq 
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ait  été  observée  ancientiement.  Si  donc  il  y  avait  quelque  chose  à  con- 
clure de  cette  détermination  du  mouvement  du  nœud,  c'était  que  la 
masse  ordinairement  reçue  est  fort  exacte. 

L'erreur  de  M.  de  Lindenau  est  venue  ici  de  ce  qu'ayant  trouvé  que  le 
mouvement  théorique  du  nœud ,  déduit  de  la  considération  des  seuls 
termes  du  premier  ordre,  était  trop  petit,  il  s'en  est  pris  à  la  masse  de 
Vénus.  Mais  si  cet  auteur  avait  eu  la  précaution  de  calculer  les  termes 
du  troisième  ordre  qui  entrent  dans  les  inégalités  séculaires,  il  aurait 
reconnu  qu'ils  donnaient  au  mouvement  du  nœud  toute  la  précision 
désirable,  sans  qu'on  ait  besoin  de  toucher  à  la  masse  de  Vénus. 

30.  Par  la  considération  des  perturbations  périodiques,  l'auteur 
arrive  à  la  masse  suivante , 


344  000 


Une  masse  est  proportionnelle  à  l'étendue  des  perturbations  qu'elle 
détermine,  toutes  circonstances  étant  égales  d'ailleurs.  J'ai  fait  voir, 
au  n"  15,  combien  l'auteur  s'est  trompé  en  empruntant  à  la  Mécanique 
céleste  l'expression  des  perturbations  produites  par  Vénus.  La  déter- 
mination de  la  masse  précédente  ne  saurait  donc  avoir  aucun  sens. 

31.  Enfin,  par  la  considération  du  mouvement  de  l'aphélie,  l'auteur 
obtient  la  masse  suivante  de  Vénus, 


3i8ooo 


Et  dès  l'abord  ce  nouveau  résultat  se  critique  par  lui-même.  Il  est  de 
toute  évidence  que  cette  masse  de  Vénus  est  énormément  trop  forte. 
Delambre  qui,  au  jugement  des  astronomes,  avait  déjà  donné  une  masse 
trop  grande,  ne  l'avait  cependant  portée  qu'à  3^7-5-5-5 •  ^I-  de  Lindenau 
lui-même  l'a  bien  senti ,  et  il  a  cherché  à  atténuer  les  effets  de  cette  dé- 
termination autant  qu'il  l'a  pu.  Pour  composer  la  masse  définitive  qu'il 
a  adoptée  pour  Vénus,  il  a  pris  la  moitié  de  la  masse  donnée  par  les  iné- 
gahtés  périodiques,  le  quart  seulement  de  celle  donnée  par  le  mouve- 
ment séculaire  du  nœud  ,  et  le  quart  également  de  la  masse  donnée  par 
le  mouvement  séculaire  de  l'aphélie.  Pourquoi  donc  accorder  plus  de 
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confiance  au  nombre  déterminé  par  la  considération  des  inégalités  pé- 
riodiques t|u'à  chacun  de  ceux  ([u'on  déduit  des  inégalités  séculaires, 
lorsque  les  premières  sont  petites  et  les  autres  considérables?  On  trouve- 
rait beaucoup  de  raisons  pour  en  agir  tout  autrement,  et  l'on  n'en  voit 
qti'une  seule  pour  suivre  la  marche  arbitraire  de  l'auteur,  savoir,  la  né- 
cessité d'échapper  aux  conséquences  d'une  détermination  erronée. 

52.  En  résumé,  la  masse  adoptée  par  M.  de  Lindenau  se  compose  : 

1°.  Du  quart  d'une  masse  .^^^^^u »  inexacte  parce  que  le  rapport  du 
mouvement  du  nœud  à  la  masse  de  Vénus  n'avait  pas  été  déterminé 
avec  assez  de  précision  ; 

2".  De  la  moitié  d'une  masse  3  4  4'-m,o  '  calculée  par  la  considération 
de  perturbations  périodiques  complètement  fausses  ; 

3°.  Du  quart  d'une  masse  sTgVêTô'  '1°"^  l'inexactitude  est  démontrée 
par  sa  grandeur  même. 

Je  dirai,  dès  à  présent,  qu'ayant  introduit  la  correction  de  la  masse 
de  Vénus  comme  inconnue,  dans  mes  équations  de  condition,  je  l'ai 
trouvée  très-petite,  et  au-dessous  de  l'exactitude  qu'on  peut  attendre 
des  observations  de  Mercure. 

§  Vil. 

Observations  de  Mercure  en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  pour 
servir  à  la  rectification  des  éléments  de  l'orbite. 

55.  Ces  observations  se  composent  de  deux  séries.  L'une,  com- 
prenant i57  observations  faites  à  l'Observatoire  de  Paris  depuis  le 
20  avril  i836  jusqu'au  18  août  1842.  L'autre,  comprenant  240  obser- 
vations faites  dans  le  même  lieu  depuis  le  8  mars  1801  jusqu'au  22  oc- 
tobre 1828. 

Observations  de  la  première  série. 

54.  L'erreur  de  coUimation  de  la  lunette  méridienne,  l'erreur  en 
azimut  et  l'erreur  de  niveau  étant  toujours  nulles  ou  fort  petites,  je  me 
suis  dispensé  d'y  avoir  égard,  en  ayant  soin  de  comparer  la  planète 
aux  étoiles  les  plus  voisines  en  déclinaison. 

J'ai  choisi,  autant  qu'il  a  été  possible,  pour  déterminer  Iheure  de  la 

39.. 
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pendule,  des  étoiles  fondamentales  observées  par  le  même  astronome 
qui  avait  observé  Mercure. 

J'ai  adopté  le  catalogue  des  étoiles  fondamentales  donné  par  M.  Bes- 
sel  dans  les  Tahulœ  Regiomontanœ. 

Les  astronomes  actuels  de  Paris  observant  toujours  l'ascension  droite 
du  bord  éclairé  de  Mercure,  j'ai  ramené  l'observation  au  centre  de  la 
planète  par  la  connaissance  de  son  diamètre  apparent. 

Enfin,  le  mouvement  propre  apparent  de  Mercure  est  assez  ra- 
pide pour  qu'il  y  ait  avantage  à  en  tenir  compte,  lorsque  la  planète 
ayant  été  observée  aux  deux  premiers  fils  seulement  ou  aux  deux 
derniers,  on  veut  ramener  l'observation  au  fil  méridien.  C'est  ce  que 
j'ai  fait. 

Les  deux  premières  colonnes  du  tableau,  n°  38,  renferment  l'indica- 
tion de  la  date  de  l'observation.  La  troisième  contient  le  temps  moyen, 
compté  de  minuit,  et  déduit  de  l'ascension  droite  méridienne  observée. 
La  quatrième  renferme  les  valeurs  des  ascensions  droites  déduites  de 
l'observation,  et  réduites  en  degrés  de  la  circonférence. 

35.  Les  déclinaisons  ont  été  observées  au  cercle  entier  de  Fortin. 
J'ai  calculé  la  correction  de  collimation,  pour  chaque  observation,  au 
moyen  d'étoiles  prises  dans  le  voisinage  du  parallèle  de  Mercure,  et 
observées  par  le  même  astronome  qui  avait  observé  la  déclinaison  de 
la  planète.  Cette  dernière  précaution  est  tout  à  fait  nécessaire,  suivant 
le  travail  de  jMM.  E.  Bouvard  et  V.  IMauvais  sur  les  erreurs  indivi- 
duelles en  déclinaison.  On  peut  consulter  à  ce  sujet  le  Rapport  de 
M.  Arago,  inséré  dans  les  Comptes  rendus  des  séa?ices  de  l'académie 
des  Sciences,  tome  XV,  page  944- 

J'ai  calculé  les  réfractions  au  moyen  des  Tables  de  la  Comuiissance 
des  Temps,  et  d'après  les  indications  du  thermomètre  intérieur. 

La  déclinaison  du  centre  delà  planète  étant  directement  observée, 
il  n'y  a  aucune  correction  à  faire  à  ce  sujet. 

Enfin  j'ai  réduit  l'observation  au  centre  de  la  Terre,  d'après  la 
distance  calculée  de  la  planète ,  et  en  supposant  la  parallaxe  horizontale 
égale  à  8", 6,  à  la  distance  moyenne. 

Les  déclinaisons  apparentes ,  ainsi  obtenues,  sont  inscrites  dans  la 
cinquième  colonne  du  tableau,  n°  38 
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5G.  Les  Tables  actuelles  du  Soleil  sont  assez  exactes,  et  la  Connais- 
sance des  Temps  a  été  calculée  avec  assez  de  soin  ,  dans  ces  dernières 
années,  pour  qu'on  pût  emprunter  à  cet  ouvrage  les  longitudes  appa- 
rentes du  Soleil.  La  grande  précision  des  observations,  faites  actuelle- 
ment à  Paris,  m'a  toutefois  porté  à  chercher  la  correction  qu'elles  indi- 
quaient dans  les  longitudes  calculées  du  Soleil  ;  et ,  après  avoir  obtenu 
cette  correction  par  une  série  de  plusieurs  jours,  je  l'ai  ajoutée  aux  po- 
sitions données  dans  la  Connaissance  des  Temps.  Du  grand  nombre 
d'observations  que  j'ai  ainsi  discutées,  il  résulte  que  l'erreur  d'une 
observation  de  l'ascension  droite  du  Soleil  n'est  moyennement  que  de 
o",o6  de  temps  à  l'Observatoire  de  Paris. 

J'ai  emprunté  aux  Tables  de  M.  Bessel  les  rayons  vecteurs  du  Soled. 

J'ai  cru  pouvoir  négliger  la  petite  latitude  de  cet  astre,  qui  ne  peut 
avoir  aucune  influence  sur  le  résultat  moyen  des  nombreuses  observa- 
tions que  j'ai  employées. 

Enfin,  j'ai  adopté  la  même  obliquité  moyenne  de  l'écliptique  que 
M.  Bessel.  ^ 

57.  Pour  comparer  les  positions  observées  avec  celles  qui  résultent 
des  éléments  provisoires,  je  calculerai  successivement  les  longitudes  et 
les  latitudes  géocentriques  apparentes  par  ces  éléments  et  par  l'obser- 
vation; puis,  je  prendrai  la  différence  des  résultats.  Cette  manière 
d'opérer  est  celle  qui  se  prête  le  mieux  au  calcul  des  équations  de 
condition. 

La  sixième  colonne  du  tableau  suivant  présente  les  expressions  des 
longitudes  géocentriques  apparentes  de  Mercure,  calculées  sur  les  élé- 
ments du  mouvement  de  la  planète  compris  dans  le  §  V.  Dans  la 
septième  colonne  se  trouvent  les  secondes  des  longitudes  géocentriques 
apparentes,  déduites  des  ascensions  droites  et  des  déclinaisons  obser- 
vées. Enfin,  la  huitième  colonne  renferme  les  erreurs  des  Tables  en 
longitude. 

Les  neuvième,  dixième  et  onzième  colonnes  présentent  la  même  com- 
paraison en  latitude. 

Les  nombres  de  la  douzième  colonne  sont  des  numéros  d'ordre,  qui 
serviront  plus  loin  à  faire  reconnaître  quelles  observations  entrent 
dans  chacune  des  équations  de  condition. 
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38.    Tableau  delà  première  série  d'observations,  et  de  sa  comparaison  avec  les  éléments  provisoires. 
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i3 
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12.58.20 

.74.18.29,8 

3.  6.37,1 

1-3.32.40,3 

36,  S 

4.0 

0.35.33,4 

33,6 

—  0,2 

122 

Sept.   26 

i3. 23.13 

206.10.29,0 

—  .3.43. ..,9 

209.12.46,2 

48,0 

-  1,8 

—2.41.28,6 

-27,8 

-  0,8 

123 

Nov..    12 

10.37.25 

210.55.58,8 

—  10.20.23,4 

212.23.29,6 

29.4 

0,2 

2.  6.  9,3 

10,2 

-0,9 

'24 

i5 

10.41.40 

2.4.57.28,2 

-11.58.57,7 

2.6.39.51,4 

52,4 

—  «  ,0 

1.52.28.2 

27,7 

0,5 

i837 

Mars.  10 

.0.34.34 

326.31.45,3 

-i5.  0.36,0 

323.42.11,2 

.3,9 

-  2,7 

-1.27.39,5 

—36,6 

-2,9 

125 

Avril.    1 

1 1 . 17.25 

358.57.  7.9 

-  2.48.42,1 

357.55.12,4 

8.7 

3.7 

-2.  9.42,6 

-43,2 

0,6. 

126 

2 

11.20.  4 

0.36.  6,5 

-  2.   1.56,4 

359.44.37,0 

33,0 

4.0 

—2.  6.12,9 

—14,0 

1 ,1 

Mai..   17 

13.24.38 

76.11.13,0 

24.51.  5,3 

77.28.49,5 

48,8 

0.7 

1.59.15,7 

'5,9 

—  0,2 

127 

Juin.     3 

10.32.    0 

79-14.  5,8 

20.26.39,4 

79.54.38.7 

34.3 

4.4 

-2.38.32,1 

— 3o,o 

-  2,' 

4 

10.32.54 

80.26.46,1 

20  43.33,5 

81.  3.41,1 

4. ,3 

—  0.2 

-2.26.23,4 

—  25,0 

1,6 

128 

Août.     7 

12.47.22 

147.40.  4,0 

14.46-50,5 

144.49.11,3 

4.3 

7,0 

1.36.42,4 

43.. 

—  ",7 

129 

■4 

i3.  fi.5.S 

159.28.54,1 

9.42.  2,5 

.57.23.  2,9 

49,6 

i3.3 

0.58.27,7 

28,7 

—  1,0 

-  0,9  1 

18 

ij  15.19 

i65.3o.53,9 

6.5.  .14,0 

.64.   ...0,9 

4.5 

6.4 

0.36.24,4 

25,3 

i3o 

•9 

13.17.  7 

166.57.  8,9 

6.  7. .8,2 

165.37.  7,9 

5,8 

2,1 

0.29.  6,2 

7.2 

—  '  ,0  , 

23 

3.23.16 

.72.26.14,3 

3.13.58,0 

.71.46.48,2 

44.6 

3,6 

-0.  2.  4.3 

-  '.3 

-  3.0  " 

25 

13.25.45 

175.  1.48,9 

'•49-  0,7 

.74-43-  8,3 

5,9 

2.4 

-0.18.36,7 

-32.1 

-4:6 

13. 

26 

3.26  5i 

176  17.29,3 

I.  7.  4,8 

.76-  9-  9.1 

■0,9 

-  1,8 

—  0.27.  3,4 

-59,0 

—  4,4 

27 

I 3. 27.50 

177.31.34,4 

0.25.39,6 

.77.33.41,7 

37,3 

4,4 

-0.35.36,1 

-32,4 

-  3,7 

Sept.      9 

i3. 31.36 

191 .16.55,8 

—  7.32.29,5 

193.19.10,9 

11,1 

—  0,2 

—2.28.27,4 

-27,4 

0,0 

10 

i3.3i.  2 

192.  7.41,9 

-  8    2.39,3 

'94-i7-'7.4 

'9.0 

-  '.6 

-2.36.37,4 

-36,3 

—  1,1 

l32 

20 

13.14.29 

197.50.  6,0 

-11.32.28,4 

•200. .5o.  3,1 

2.7 

0,4 

—3.40.22,3 

— 20,7 

-  ',6 

23 

i3.  4.   , 

'98-  9-57,9 

—  11.48. .7,2 

201.14    8,0 

5.9 

2,1 

-3.47.33,1 

-35,7 

2,6 

.33 

Oct..    12 

u.  0.44 

185.59.12,8 

—  2.23.3., 4 

186.26.23,9 

34,2 

-10,3 

o.ii.  6,8 

1,5 

5,3 

.34 

Nov..    2 

,0.54.38 

2o5.  9. 18,2 

-  8.33.21,5 

21)6.25.35,9 

3i.4 

4,5 

1.46.11,1 

11,3 

'—  0.2 

i35 

6 

11.  2.5a 

211.   9.45,6 

-11.  9.29,5 

212.53.  2,2 

59,. 

3,1 

1.24.38,3 

38,6 

-0,3 

Dec.  i5 

12.45.18 

275.17.   1  ,0 

—25.32.16,9 

274.46.10,6 

10,4 

0,2 

—2.  9.50,6 

-46,3 

-4,3 

i36 

29 

l3.22.    9 

298- '9-  7.7 

—22.40.16,4 

295.58.14,3 

■6,9 

—  2,6 

—1.43.43,9 

-41,0 

-  2,9 

.37 

3i 

i3.25.ii 

3oi.  3.i5,o 

—21.54.28,4 

298.36.14.5 

i5,o 

-  0,5 

—1.28.42,5 

-44.' 

1,6 

i83S 

Fevr.     7 

10.29.34 

•294.28.51,4 

—20.  9.48,1 

292.53.46,2 

56,0 

-9.8 

1.22.19,4 

21 ,0 

-  1,6 

i38 

Mars.     1 

10. 5i .26 

321.38.56,7 

— 16  53.3a,S 

318.39.  8,5 

i3,o  . 

-4,5 

—  1.43.37,6 

-42,9 

5,3 

'39 

21 

11.39.47 

353.28.49,8 

—  4-58-  2,9 

352.  3.  9,0 

57,5 

11 ,5 

-1.58.19,1 

-■5,7 

-3,4 

'4' 

PURES  ET  APPLIQUÉES. 

Suite  du  tableau  de  la  première  série  if  observations. 


1 

Ascension 

LongitQdo 

Secondes 

Erreur 

l.aUlude       i  Secondes 

Lrri-ur 

Mois        1     Temps 

Déclinaison 

de  la 

de  la 

delà 

de  la 

N- 

AN>tF.. 

et  joar.      ;    moyen. 

droite 

observée. 

apparente 

longUnde 

loogitude 

apparente 

latitude 

latitude 

d'ordre. 

observée. 

tabulaire. 

observée. 

tabulaire. 

tâboiaire. 

observée. 

tabulaire. 

h    m    s 

0     /       >i 

0     ,      „ 

0    ,      „ 

„ 

„ 

»     ,       . 

, 

„ 

1838 

Avril.  10 

I2.4f).ll 

29.50.25,2 

.3.  7.33,2 

32.20.47,8 

37,8 

10,0 

0 . 52 . 55 ,0 

5i  ,5 

3,5 

.42 

Juin.      I 

10.43.2.^ 

5o. 18.52,9 

14.28.14,5 

51.42.20,5 

>4.7 

5,8 

—3.52.  8,9 

-3,7 

-  5,2 

.43 

8 

10.27.38 

53.15.41,4 

i5.u.3a,o 

54.38.56,3 

57,5 

—  1 ,2 

-3.52.17,5 

—  '9,0 

1,5 

'4i 

Août.  II 

i3. 38.31 

.64  11-47,9 

6.31.10,3 

162.56.19,1 

i5,3 

3,8 

-0.12.17,9 

—7,8 

—  0,1 

12 

13.39.26 

165.24.35,6 

5.5. .16,2 

.64.. 8. 26,3 

24.4 

■,9 

—0.21  .32,1 

-'9,7 

-2,4 

145 

i3 

13.40.12 

166.35.24,6 

5.11.41,3 

165.38.46,7 

42.7 

4,0 

-o.3o.35,8 

-36,3 

0,5 

'i 

13.40.5.,! 

167.44.22,5 

4.32.38,6 

166.57  17,9 

12,1 

5,8 

-0.39.58,6 

-5h,8 

-3,8 

i5 

13.41.23 

i6d.5i.28,o 

3.54.  0,2 

168. .3.57,0 

53,2 

3,8 

-0.49.28,9 

—24,2 

-  4.7 

.46 

i6 

.3,41,47 

.69. .56. 34,1 

3.i5.5o,3 

169.28.40,5 

37,5 

3,0 

-0.59.  6,6 

-  5,6 

22 

i3.4i.i8 

175.44.11,0 

—  0.17.50,9 

176.12.23,3 

21,6 

'.7 

-r. 58. 11, 5 

-9.4 

—  2,1 

147 

28 

.3.35.  3 

180.  4.53,6 

-  3.14.  5,6 

l8l.22.5l ,  1 

5o,i 

'  .0 

—2. .56. 11, 7 

-   5,2 

-  6,5 

'48 

3l 

13.29.  8 

181.33.26,5 

—  4-21- 16,2 

.83.  9.49,7 

48,6 

1,1 

-3.22.26,7 

-27.7 

1,0 

Sept.      I 

.3.26.40 

i8i.55.3o,8 

—  4.39.33,2 

183.37.20,1 

21,6 

—   1,5 

-3.3o.3i,8 

-3., 7 

—  0,' 

■49 

4 

.3.17.34 

.82.35.53,3 

—   5. 20. Il ,1 

i84.3o.3o,i 

3i,î 

—   1 .2 

-3.51.40,2 

—41,0 

0,8 

Oct. .     3 

.0.45.42 

173.  6.34,0 

4.13.56,5 

172.  0.  0,2 

1 ,5 

-  1,^ 

1.  9.   1,2 

58,1 

3,1 

i:>o 

4 

.0.45.12 

173.58.11,9 

4.  3.23,7 

172.51.32,5 

3o,2 

3,3 

1.19.43,9 

40,0 

3,9 

10 

10.49  4^ 

181.  o.5o,3 

..40.14,5 

180. .5.53. -j 

53,1 

5,1 

1.56.1... 

10,5 

0,6 

i5. 

'4 

10.56.55 

.86.45  5G,4 

—  0.46.2. ,4 

186. 3. .  6,1 

0,6 

5,5 

1.53.42,9 

44,2 

—  ',3 

i8 

11.  5.27 

192.50.4. ,0 

—  3.32.   1,7 

193.11.32,4 

27,4 

5,0 

1.49.20,8 

21 ,1 

-  0,3 

.52 

22 

II. .4.24 

199.   1.56,6 

—  6.24.  4,2 

199.59.16,4 

8,8 

7.6 

1.32.    3,2 

0,1 

3,1 

Dec.   i4 

.3.2..44 

283.11.39,3 

-24.57.32,4 

281.57.  2,3 

1,8 

0,5 

—2.    3.33,0 

-33,2 

0,2 

i53 

i6 

13.24.  4 

285.45.   .,9 

— 24.31.32,7 

284.18.17,5 

'8,4 

-  0,9 

— ..5o.32,3 

-33,1 

0,8 

.839 

Janv.   i6 

10.37.  6 

274.26.53,5 

—20.41.13,8 

274.  9.  ,2 ,6 

55,9 

-i3,3 

2.42.37,1 

40,8 

-  3,7 

154 

i8 

10.32. i3 

275.11.42,8 

-2o.58.3i,3 

274.5..  3,2 

>5,7 

—  12,5 

2.23.57,4 

59,2 

-  1,8 

Févr.  27 

... 31.37 

329.30.39,0 

-.4.41.59,4 

326.31.17,5 

21 ,0 

-  3,5 

—2.  8.29,4 

— 3o,2 

0,8 

i55 

Mars.     , 

1..37.  3 

332. 5o  39,6 

— i3.3o.i4,7 

329. ,58. 18,9 

'8,9 

0,0 

—2.  8.55,0 

-58,7 

3,1 

2 

11.39.48 

334.3. .,4,4 

— 12.52. i3,9 

331.43.25,3 

25,9 

-  0,6 

-2.  8.28,8 

-26,8 

—  2,0 

3 

11.42.35 

336.12.12,0 

— i2.i3.  0,4 

333.2g. 36,7 

34,3 

^>4 

-2.  7.34,7 

-34,3 

-  0,4 

i56 

'( 

.1.45.23 

337.53.36,8 

-11.32.24,0 

335.16.54,1 

5i,6 

2,5 

—2.  6.12.5 

-12,3 

—  0,2 

5 

.. .48.-4 

339.35.24,9 

—10.50.28,5 

337.  5.17,2 

.3,6 

3,6 

-2.    4-22, 1 

-21,3 

-  0,8 

Avril,    y 

i3.ii.34 

33.  0.33,7 

16.  7.  5,1 

36. 14.51, 3 

46,6 

4,7 

2.39.13,8 

10,3 

3,5 

137 

II 

.3.  8.  6 

36.  5.  3,4 

17.29.46,0 

39.28.55,0 

58,9 

-3,9 

2.59.-7,8 

■7,3 

0,5 

Mai..  27 

10.20.24 

39.23.  0,3 

1 1 .49.16,6 

40.43.27,3 

26,6 

0,7 

-3.24.11,5 

-9,3 

—  2,2 

'^9 

10.21 .  7 

41.32.  0,0 

.1.37.35,8 

42.58.33,9 

27,6 

6,3 

-3.-6.23,5 

— 21 ,5 

—  2,0 

.58 

3o 

10.21.47 

42.4'.  2,2 

i3.  3.44,4 

44.10.39,4 

36,2 

3,2 

-3.11.19,6 

-18,3 

—   '  ,3 

Juin.      7 

10.34.20 

53.43.  2,0 

17.  1.22,8 

55.30.39,2 

36,7 

2,5 

—a.  11 .52,2 

-48,4 

-  3,8 

159 

10.49.  7 

6a. 21. II, 3 

19.39.37,6 

64.  5.  '3,1 

53,8 

9,3 

—  1.20.45,7 

-48,' 

-i ,  4 
3,0 

160 

i3 

1 0 . 52 . 46 

64.15.  2,4 

20.10.18,2 

65.55.52,4 

43.7 

8,7 

-1.  9-43,6 

-46,6 

'4 

10.56.38 

66.12.17,7 

20.40.16,9 

67.49.14,6 

5,7 

8,9 

-0.58.31,2 

-33,1 

',9 
3,4 

II.  9.33 

72.24.  0,7 

22.  3.5a, 1 

73.43.47,5 

34,. 

.3,4 

—0.24.27,0 

-3o,4 

161 

20 

11.24.17 

79.  3.i5,5 

33.i3.5i,4 

79  57.20,9 

5,1 

i5,8 

0.  9.  0,3 

58, n 

',4 

Juin.  16 

13.27.28 

.35.33.39,0 

18.24.56,2 

132.39.44,4 

36,3 

8,1 

1.26.57,9 

58,6 

-  0,7 

i6a 

•7 

i3.3o.  8 

137.12.58,3 

17.50.40,5 

134.20.  0,5 

5.  ,9 

8,6 

1.21 .29,8 

29,0 

0,8 

3i2  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Suite  du  tableau  de  la  première  série  d'observations. 


1 

' 

Moi! 

Temps 

AsceostoQ 

Déclioaison 

LoDgllQde 

Secondes 

Erreur 

Latitude 

Secondes 

Erreur 

N° 

*--*'•■ 

el  joor. 

moyen. 

Urolle 

observée. 

apparente 

de  la 
loDgitode 

delà 
longitude 

apparente 

delà 
latitude 

de  la 
latitude 

d'ordre. 

obserTéo. 

tabulaire. 

observée. 

tabulaire 

tabulaire. 

observée. 

tabulaire 

h    m    s 

0     /      « 

0     ,       „ 

0     ,      „ 

„ 

„ 

0     ,      » 

, 

, 

1839 

Août.     2 

i3.5o.  8 

i5i.  0.  3,0 

8.1345,9 

156.36.   8,8 

4,8 

4.0 

—0.56.10,9 

-  3,6 

-7.3 

i63 

5 

13.49.10 

160.42  55,2 

6.33.31,2 

139.43.25,6 

21,4 

4,2 

-1.29.  0,3 

-54,0 

-  6,3 

164 

8 

.3.46.33 

i63.  0  48,2 

5.   0.5y,5 

162.25.29,1 

25,6 

3,5 

-2.  2.42,3 

-37,3 

-  5,0 

i3 

i3.37.56 

165.4;.   1,5 

2.51.28,9 

165.48.32,1 

27.' 

5,0 

—2.58.37,7 

-33,7 

-4,0 

i65 

Sept.    16 

10. 5o.  6 

157. i3.  8,7 

9.46.28,7 

1 55. 18.53,0 

52,6 

0,4 

0.  i3. 10,9 

5,0 

5,9 

166 

Dec.     7 

i3.i5.u 

274.25.   3,2 

—24.43.40,8 

274.  0.35,1 

46,3 

— 1 1 ,2 

-1.19.35,7 

-37,8 

2, 1 

167 

1840 

Avril.  25 

10.33.40 

11.54.59,2 

3.  0.34.7 

12.  7.58,4 

58,1 

.0,3 

-1  56.39,8 

—41 ,0 

1 ,2 

.68 

29 

10.25.38 

i3.5o.37,8 

3.10.  9,9 

i3. 58. 12,8 

11 ,0 

1,8 

—2.32.42,5 

-42,0 

-  0,5 

3o 

10. ^4- '2 

14.28.15,9 

3.18.22,0 

■4.36.   1,2 

2,8 

-  1,6 

-2.39.42,9 

-39,5 

-3.4 

Mai. .     I 

10.22.59 

i5.  9.   1,5 

3.28.37,4 

■5.17.36,6 

35,4 

'  ,2 

— 2.45.55,4 

-52,0 

-3,4 

169 

2 

10.21.58 

15.52.56,3 

3.40.59,1 

,,    »    f, 

» 

„ 

—2.01.22,4 

-.7,5 

-  i,9 

Juin.      I 

II.  10. 52 

57.42.37,5 

19.23.50,3 

59.44.42,3 

25,6 

.6,7 

—0.44.    0,1 

-  2,8 

2,7 

2 

ii.i5.i8 

59.48.18,1 

19.59.50,1 

61.47.53,4 

3S,4 

i5,o 

-0.33.10,5 

-i5,8 

5,3 

170 

iG 

12.30. i5 

92.23.46,1 

25.    2.l3,I 

92.10.33,5 

18,1 

'5,4 

1.35.36,9 

34,0 

2,9 

20 

12.. 5i.  8 

101.34.31,9 

24.54.18,9 

ioo.2,j.47,9 

3o,6 

'7,3 

i.5i .5i  ,9 

5o,6 

1,3 

171 

ai 

12.56.  0 

103.46.43,1 

24.46.    0,0 

102. 3o.  2,8 

48,2 

•4,6 

'-54-  3,9 

2,7 

1 ,2 

22 

i3.  0.40 

io5.56.i2,8 

4.35.23,6 

104.28.17,8 

0,2 

17,6 

1.55.30,9 

3i,o 

-0,1 

172 

23 

i3.  5. Il 

loS.  3.  6,2 

24.22.35,2 

106.24.29,3 

i5,3 

14,0 

1.56. 14,4 

14,4 

0,0 

Juin.   i5 

13.54.19 

.42.  3.17,8 

14.37.50,4 

139.44.  1,6 

58,8 

3,8 

—0.17.50,6 

-48,3 

-  2,3 

.73 

16 

13.54.16 

.41.   1.33,4 

14.  7.10,9 

140.47.20,7 

12,6 

8,1 

-0.29.  4,9 

-  3,2 

—  '  ,7 

Août.  3i 

10. 50.34 

142.18.49,9 

14.34.38,0 

139.59. 12,2 

i5,5 

-  3,3 

—0.16.  4,0 

-7,3 

3,3 

■74 

Sept,    n 

10.56.50 

'4948-  3,8 

i3.25.  5,9 

.47.13.43,8 

39,4 

4,4 

1.  2.  8,7 

7,4 

1,3 

175 

Oci.       9 

I2.20.:,7 

203.22.17,4 

—  9-43.I4.3 

205.12.3l ,4 

26,2 

5,2 

0,  2.39,0 

42,6 

-  3,6 

1-6 

10 

12.22   45 

204.51.  7,7 

-10.24.47,4 

206.49.  4>' 

',7 

2,4 

-û-  4-'4,9 

-i3,o 

-  1,9 

'4 

12.30,28 

210.43.!i9,l 

— i3.  4-i6,2 

2i3.  8.23,5 

20,6 

2,9 

— o.3i .55,6 

-54,9 

-  0,7 

'77 

24 

■2.49.  8 

225.15.57,6 

—18.49.26,7 

228.12.31,1 

26,0 

5,1 

-î. 37. 17,0 

-'4,1 

-  2,9 

.78 

3o 

12.59.57 

233.53.19,6 

— 2i.32.5o,6 

236.43.52,8 

•H.7 

-  ',9 

-2.  9.44,5 

-45,2 

0.7 

•79 

I84I 

-Mars.  Il 

12.58.21 

3.35.49,5 

5.  3.17,1 

5.i8.3i,6 

37,8 

-  6,2 

,;     «      n 

,/ 

iSo 

Avril.  27 

10  26.30 

II. 5i.  6,7 

2.  0.28,3 

11.41.  0,8 

56,3 

4.5 

—2.60.26,8 

-3i,o 

4,2 

1 .0 

16 

10.27.40 

i3.  -.52,8 

2.33.23,9 

i3.  4.31,8 

3i,o 

0,8 

— 2.5o.     1,2 

—  2,2 

181 

3o 

!0.30.22 

15.46.42,1 

3.42.36,9 

15.57.46,6 

43,9 

2,7 

-2.47.26,7 

-23.3 

-3,4 

Mai,       I 

10.31.54 

.7.  8.53,7 

4-18.47.8 

17.27.26,7 

25,9 

0,8 

—  2.45.18,5 

-17,8 

—  0,7 

II 

10.54.16 

32.36.49,7 

II.  8.24,0 

34.13.  9,8 

2,4 

7,4 

—  1 . 54 . 3o ,  1 

-3i,4 

1,3 

182 

4 

II.  3.49 

37-57. 47,5 

13.22.17,8 

39.53.28,6 

18,5 

10,1 

—  1.29.48,6 

-5o,5 

>,9 

i83 

'7 

ii.i4.5i 

43.41.16,4 

i5.36.5o,6 

45.51. .3,9 

59,8 

'4,1 

-1.   1.39,3 

-43,  ■ 

3,8 

Juin,    i: 

13.36.53 

109.50. .57, 9 

24.  2.59,7 

108.  4.31,5 

23,3 

8, a 

1.49.34,8 

34,6 

0,2 

.84 

28 

i3.53.  0 

124.43.53,7 

20.  3.38,2 

122.21.24,4 

22,5 

',9 

o.aS.  6,4 

7,8 

-  ',4 

i85 

Août.  19 

0.52.42 

130.46.57,8 

18.12.35,0 

128.21.  8,4 

4,' 

4,3 

0.  1.  7,4 

0,8 

6,6 

.86 

20 

10.54  39 

i32. 15.40,4 

18.  3.27,9 

129  44.53,2 

47,'' 

5,6 

0.14.34,0 

28,3 

5,7 

Sept.  21 

12.29.11 

187.29.55,3 

-  2.35.12,4 

i87.54.3a-,7 

25,9 

6,8 

0.36.  7,0 

6,7 

0,3 

187 

Dé...     2 

10.27.33 

227.58.19,8 

—  i5. 18.53,3 

229.44.10,7 

8,5 

2,2 

2.27.41 ,2 

42,6 

-  >,4 

188 

1 1 

10.33.35, 
1 

238.21.18,8 

—  18.41.39,9 

240. 11.17,3 

'7,7 

-0,4 

1.32.55,5 

1 

55,6 

—  0,1 

,89 
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Suite  du  tabtrau  de  la  prcnticrc  série  d'observations. 


Ascension 

LoDgitadc 

Errent 

LaUlndc 

Secondes 

Erreur 

Mois 

Temps 

Déclinaison 

de  la 

delà 

de  la 

>■ 

».1»tE 

droite 

apparente 

apparente 

latitude 

latitude 

et  jour. 

moyen. 

observée. 

observée. 

tabnlalre. 

toni:)ludo 
observée. 

longitude 
tabulaire. 

tabulaire. 

observée. 

tabulaire. 

d'ordre. 

Ij     m  s         0     ,       „ 

0      r      ff 

0    ,      „ 

„ 

„ 

0     ,      „ 

„ 

„ 

18^2 

l'evr.     6 

l3. 11.20  334.    5.     1,2 

—  11.42.49,1 

331.44.27,8 

26,1 

'.7 

-0.54.23,9 

-3o,6 

6,7 

lyo 

8 

13. 15.261337.  5.  8,6 

—  10. 1 1 .38,0 

335.  2.25,1 

'8,7 

6,4 

-0.33.35,7 

-33,1 

2,4 

i5 

i3.2i.i3 

345.26-  0,8 

-  5.  8.   1,9 

344.36.22,8 

22,2 

0,6 

1.  0.40,0 

39,2 

0,8 

'9' 

Vvril.    8 

10.29.  7 

353.32.33,2 

—  5.25.37,7 

351.55.28,0 

3i,5 

—  3,5 

—2.25.  7,6 

-  6,2 

-  ',4 

9 

io.3o.li 

354. 47.4'. (> 

-  4-55.44,4 

353., 5. 34 ,3 

40,3 

—  6,0 

—2.28. 17,2 

-12,6 

-4.6 

192 

10 

1 0 . 3 1 . 20 

3.56.  4.  9,8 

—  4-26.38,7 

354.37.35,7 

38,:; 

-  2,6 

— 2.J0..54,9 

-.52,0 

—  3,9 

1 1 

10.32.35 

3.57.22.  5,5 

-  3.55.11,4 

3.56.  1.29,0 

3^., 7 

-3,7 

-2.33.  1,0 

-55,8 

—  5,2 

1 

'7 

10.42.  0 

5.38.35,6 

-  o.:ii.39,4 

5.  2.11 ,0 

9,» 

1  ,2 

-2.34.32,5 

-3o,4 

—  '■».' 

18 

10.43.53 

7.  6. 10,6 

0.17.51,6 

6.38.20,3 

20,0 

0,3 

-2.32.56,9 

-54,2 

-  2,7 

■" 

'9 

10.45.52 

8.35. 10,1 

0.58.20,3 

8..6.i,,9 

10,0 

'.9 

— 2.30.49,9 

-5o,6 

0,7 

20 

10.47.57 

10.  5.38,9 

1.39.53,0 

9.55.45,5 

45,7 

—   0,2 

—2.28.11 ,7 

-ta, 7 

1,0 

■il 

10.52.25 

lî. 1 1 .  0,0 

3.  5.48,5 

i3.2o.  0,4 

59,1 

1,3 

—2.21 .20,8 

—22 ,0 

■  .3 

1      .94 

23 

10.. 54. 48 

14.45.16,4 

3.5o.  6,0 

i5.  4.41,7 

35,2 

6,5 

-2.17.  8,8 

-9.6 

0,8 

Mai.      2 

1  i.ai.3."> 

3o.2i.  8,0 

II.  0.  4,9 

32.  5.   1,7 

.54,8 

G,9 

-'■'?•  4.7 

-59,3 

-5,4 

195 

''1 

12  28.48    61.59.22,5 

22.11.38,0 

64. 1 3. 22,0 

8,0 

'4.0 

I . i2.3o,6 

26,3 

4.3 

1       ^ 

.8 

12. .33. 47 

64.13.14,2 

22.43.   3,9 

66.20.40,7 

3o,9 

9,« 

I  21.  8,0 

3,8 

4,2 

'96 

'9 

12. 38. 41 

66.26.13,1 

23.: 1.53,0 

68.26.21,6 

5,2 

16,4 

1.29. 12,3 

7,8 

4,5 

Jiiiu.     3 

13.35.26 

95.26.45,5 

25.25.  8,5 

9',. 55. 25,7 

•3,9 

n,8 

2.  3.  5,5 

4,8 

0,7 

'97 

0' 

13.41.  9 

99.,5o.i8,i 

24.58.16.0 

98.-55.  4,0 

55,0 

9.0 

'.48-49.3 

53,0 

-  3,7 

1     '98 

7 

13.42.3', 

ICI .10.40,0 

24.46.  :i9,R 

100.  8.39,8 

30,7 

9.' 

1.. '(2. 33,0 

36,0 

—  3,0 

II 

13.45.37 

105.53.   1,5 

23. 5o.    1,3 

104.30  12,4 

4,0 

8,4 

1.10.12,3 

II  .1 

1,2 

1  .» 

i3 

i3.45.3o 

107.49.45,0 

23.17.  6,2 

106.20. i5,6 

9.9 

5,7 

0.49.50,0 

5o,4 

-0,4 

Aoùl.   10 

1 1 . 1 0 . 5o 

126. l3.22,5 

20.  7.39,0 

123.42.2a ,4 

12,5 

9,9 

0  48.34,0 

297 

4.3 

1 

.2 

11.18.53 

l30.12..'(6,2 

19.29.15,0 

127.30. ia,a 

58,9 

i3,3 

I.  6.46,2 

-',5,1 

',' 

200 

•4 

II. 27. 17 

134.17. 12,2 

18.40.16,3 

i3i.25.58,5 

43,2 

i5,3 

1 .21.28,2 

a4,o 

4,2 

\ 

i5 

II. 31.32 

i36.2o.i6,5 

18.12.  6,8 

i33. 25.52,8 

42,1 

10,7 

1.27.29,1 

27,0 

2,1 

1             j 

16 

11.35.46  138.23.  5,6 

.7.41.39.4 

135.26.37,8 

•■2-^,9 

'4.9 

1.32.36,7 

33,5 

3,2 

:  .0. 

>7 

11.39.58  i4o.a5.3i,9 

'7-  9-  4.7 

137.27.54,4 

37.9 

.6,5 

1.36.52,4 

19.9 

2,5 

1 

18 

11.44    '^  '4'^-27-'4i  ' 

16.34.28,7 

139.29.24,3 

8,0 

.6.3 

1.40.16,8 

i3,8 

3,0 

L_ 
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observations  de  la  seconde  série. 

59.  Les  ascensions  droites  ont  été  calculées  comme  au  n"  54,  avec 
cette  seule  différence  qu'ici  c'est  le  centre  de  la  planète  qui  a  été  ob- 
servé. Je  n'ai  apporté  à  cet  égard  aucune  réduction  à  l'observation. 

Les  positions  du  Soleil  ont  été  déduites  des  Tables,  rectifiées  par  leur 
comparaison  aux  observations. 

Les  déclinaisons  ont  été  observées  jusqu'en  1822  avec  le  quart  de 
cercle  de  Bird,  et  depuis  cette  époque  avec  le  cercle  entier  de  Fortin. 
J'ai  trouvé  plus  commode,  pendant  toute  cette  période  d'observations, 
de  déterminer  la  correction  de  collimation  de  l'instrument  par  les 
observations  du  Soleil.  J'y  ai  apporté  beaucoup  de  soin ,  et  la  parfaite 
concordance  des  résultats,  que  j'ai  déduits  de  cette  marche,  m'a  montré 
qu'elle  donnait  autant  de  précision  que  l'emploi  des  étoiles.  L'exacti- 
tude du  cercle  de  Fortin  est  connue.  Mais  le  quart  de  cercle  de  Bird  me 
parait  être  aussi  un  excellent  instrument ,  propre  encore,  avec  les  soins 
convenables,  à  donner  de  très-bons  résultats. 

Le  tableau  des  observations  de  cette  série,  et  de  leur  comparaison 
avec  les  éléments  provisoires,  est  disposé  comme  celui  des  observations 
de  la  première  série. 
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■^0.    Tableau  de  la  seconde  série  d'observations ,  et  de  sa  comparaison  avec  les  éléments  provisoires. 


A.ccnsioii 

Lonjitade         Secondes 

Krrcur 

Latitude 

Seconde-      Erreur    1 

Mou 

Temps 

Déclinaison 

de  la 

deia 

de    la 

de   la 

>• 

ANSÉE 

clloor 

moyen. 

droite 

oliscrtée 

apparenlo        ,„_ 

blinde 

ongitude 

apparente 

latitude 

lalilade 

d'ordre 

observée. 

laljulslre.        "''* 

ervêe. 

laiolaire. 

uibuiaire. 

Dbsenée . 

Latiulalre. 

h    m    s 

n     ,      „ 

0      ,       „ 

0     ,      „ 

„ 

„ 

0     ,     ,, 

, 

„ 

1801 

M.-.r5.    8 

,3.  ,2.2', 

3.5.1.48,0 

2  5o.i8,5 

4.39.23 

36 

—    3 

1 .     4-21 ,0 

25.8 

-4,8 

' 

Juin.   18 

,3.. 2.4;; 

104.29.24,7 

24.47.30,3 

io3.  8.14 

i5 

—     i 

..59.  3,5 

'  ,2 

2,3; 

'9 

i3. 16.52 

106.29.22,2 

24.35.18,7 

104. .58.  2 

59 

3 

.58.31,8 

29,7 

2.1 1 

2 

■20 

13.20.43 

108.26.21 ,3 

24.21.  9,i 

106.45.32 

27 

5 

i..57.i7,8 

10,3 

7.5 

28 

13.44.  7 

122.11.36,1 

21.36  19,1 

..g..',!.  8 

8 

0 

1.23. .52, 5 

0,1 

-7,6 

29 

.3.45    6 

23.40.32,2 

21.10.41 ,7 

121.  8  34 

33 

1 

1 . 17.   1 ,0 

54.9 

6,1 

3 

3o 

13.47.53 

125.  6.26,1 

20.44  40,1 

123.32.39 

35 

4 

1.  9.35,5 

36,3 

Juin.     1 

13.49.27 

126.29.10,8 

20.17.55,2 

123.54.17 

12 

5 

1.  1.39,6 

38,6 

1 ,0 

2 

■  3..^o.49 

127.48.46,-, 

19.50.46,7 

125. l3.22 

iS 

4 

0.53.13,3 

'6,9 

-  3,6 

7 

1 3.. 54. 25 

i3i..38.45,o 

17.30.35,2 

i3i.io.  3 

5i 

12 

0.    4      OjO 

.,6 

-  >,'' 

i 

8 

13.54.29 

i34.38.5i,6 

17.  2.28,8 

i32  12.54 

48 

(i 

-0.  ;.  7,3 

—  3,5 

-  3,8 

4oill.    18 

10.58. 1 1 

i3o. 61.484 

i5.5i.2i ,7 

129.  2.20 

'9 

I 

—  2. 14.23,4 

-24,3 

0,9 

'9 

10.55.34 

i3i.ii.29,4 

16.  4.39,2 

129.17.  9 

7 

2 

—1.56  37,5 

-37,6 

0,. 

20 

10.53.27 

i3i.38.59,2 

16.15.42,6 

129  39.41 

4' 

0 

-1.38.57,6 

—  0,1 

3,5 

21 

1 0 . 5 1 .  Sa 

132.14.10,3 

16  24.4516 

i3o    9.55 

:o 

5 

—  1.31.19,0 

-'7,' 

-  1,9 

,   ' 

22 

10. 50.47 

132.57.  5,7 

16. 3i.  8,3 

130.47.47 

46 

I 

-..  4-  3,7 

-  3,0 

-  0,7 

\ 

23 

I0..5o.l2 

i33  47.21,4 

16.34.55,4 

i3i.33.li 

5 

6 

-0.47.14,9 

-■3,9 

—  1 ,0 

23 

1 0 .  5o .  26 

.35.49.15,4 

16.33.58.6 

133.25. 35 

3o 

5 

— o.i5.ai,7 

-31,3 

-0,4 

■26 

1 0 . 5 1 . 1 3 

13;.  0.  9,0 

16.29.  4.7 

i3',.32.  4 

h) 

5 

_o.  0.28,8 

— 26,3 

-  2,6 

■^1 

10.52.24 

1.38.17.  7,6 

16.21.  3,9 

135.44. 58 

54 

4 

o.i3.35,o 

37,8 

-  2,8 

■28 

10.53.58 

139.39.42,9 

16.  9.54,1 

.37.  3. .52 

53 

—    I 

0.26.46,2 

47.9 

-  ',7 

^9 

io.55.5i 

141.  7.11,4 

15.55.42,6 

i38.28.20 

i5 

5 

0.39.  0,9 

5,1 

-4,2 

3o 

10.58.  2 

142.39.  9,4 

»       />       »     n 

139.57.56 

52 

4 

0.50.16, 5 

„  „ 

-,  n 

l             -7 

SqU.       : 

11.  3.  9 

145.54.31,6 

14.54.31,8 

143.10.23 

'7 

6 

i.  9.45,5 

48.0 

-  2,5 

'             ' 

j 

11., 5. 19 

152.54.  5,1 

13. 5i. Il ,5 

i5o.i4.i8 

i3 

5 

1.36.23,0 

.8.7 

4,3 

i      > 

6 

11.18.34 

154.42.  7,8 

12  18.24,7 

i52.  5.37 

32 

5 

1.40.34,' 

35,1 

—    ',0 

i8o-2 

Juin.    Il 

13.37.35 

103.33.39,0 

24.47  20,8 

103.17.58 

5i 

7 

1  .,53.57,0 

59,0 

—  2,0 

12 

.3. 39.. 56 

io5.  8.10,5 

24.34.  9,2 

103.44.43 

40 

2 

■■l9'9,2 

20,0 

—  0,8 

-4 

i3. 43.56 

108.  6.4o,2 

24.  4.  6,1 

106.29.48 

46 

2 

1.37.57,8 

1 ,0 

-  3,3 

i5 

13.45.35 

109.30.32,4 

23. 47. 23,1 

.07. ,',8.  5 

ig 

6 

1.31.16, 2 

■7.3 

—  1 ,1 

\        -2 

16 

13.47.  0 

110.50.56,7 

23.39.44,3 

109.  3.26 

23 

\ 

1.23.54,4 

55,7 

—  1,3 

i 

'9 

13.49.46 

1 14.29.57,3 

22.32.l4,2 

112. 31.34 

26 

8 

0.58.  0,3 

3,7 

-3,4 

) 

20 

i3.,5o.i  I 

115.35.29,1 

22.11 .5l ,4 

.13.34.42 

36 

6 

0.48.  8,4 

11,3 

-  2,8 

■' 

•.il 

i3.5o.2i 

116  37.  2,2 

21. 5i.  4.^ 

114.34.31 

26 

5 

0.37.40,3 

43,. 

—  2,9 

2-i 

i3.5o.i5 

117.34.47,4 

21.29.58,9 

ii5.3i.  4 

2 

2 

0.3641,1 

43,2 

—    2,1 

) 

'•'•: 

13.15.43 

121.23.    7,2 

li;. 43. 26,9 

119.20.41 

33 

8 

-0.36.  8,1 

—  3,6 

-  4,5 

\         .i 

■•'9 

,3.41.54 

122.23. Il ,4 

19.  3  i5,8 

120.25.33 

32 

I 

—  I.  4.18,0 

-13,5 

-  5,5 

' 

A.uH.     4 

1 0 . 48 . 20 

1 14.21 •34'7 

19.15.23,9 

ii2.55.5i 

-9 

-    8 

-3  17.27,7 

—  3^,2 

-  3,5 

5 

10.47.15 

ii5.  4.21,6 

19.25.     1,2 

1.3.34. 7 

33 

-    5 

—2.     1.13,4 

—  10,2 

—  2,3 

7 

I0.4'>.28 

116.30.54,0 

19.40.  16  ,J 

.i5.io.33 

37 

—    4 

- 1.28.46,0 

-38.1 

-  7,9 

9 

10.47.27 

iig.  3.48,6 

19.43.48,3 

117.11.57 

57 

0 

-0  57.  4,3 

-59,8 

z'\i 

'4 

10. 56. 4a 

136.18.37,9 

19.31.35,8 

.23.55.32 

3o 

2 

o.i4-i6,i 

17,6 

i.ï 

io.5a.3i 

128.  0.  7,5 

19  20.33,7 

.25. 3l.  13 

4 

8 

0.26.34,3 

j6,2 

— 1,9 

1           . 

iG 

II.  2.36 

129.45.39,9 

>9    6.40,4 

137.11.  4 

1 

3 

0.38.  4,5 

3,9 

0.6 

l           ■ 

i£ 

II.  g. 22 

133.25.54,4 

18.30.44,1 

i3o.4i .43 

37 

6 

o.r.».3o,3 

3l,2 

—  1 ,0 

)                i 

40. 
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Suite  du  Tableau  de  la  seconde  série  d'observations. 


^^^ 

.\s.;eii5ion 

LoDirilude 

Secondes 

Errenr 

Latitude 

Secondes 

Errenr 

Mois            Temps 

Déclinaison 

de  la 

de    la 

do   la 

de  la 

N" 

JNSÉE 

m„,.n 

droite 

oljsertée 

apparente 

lODgilade 

loDgilade 

apparente 

latitude 

latitude 

d'ordre. 

observée. 

:al>uleire 

observée. 

labQlaire. 

tabalaire. 

observée. 

tabulaire. 

b    m    5 

0      ,      „ 

0      .       « 

0      ,   „ 

„ 

„ 

0      ,      „ 

„ 

, 

1802 

Août.  20 

11. 16.46 

137. ID.24,0 

17.43.52,7 

134.24.    7 

5 

2 

1.15.17,6 

2"  ,9 

-4,3 

21 

Il .20.35 

139.12.  3,4 

17.16.33,9 

i36. 18.38 

28 

10 

1.22.17,9 

20,2 

-  2,3 

22 

II. 24. 29 

141.  9.44,5 

16.46.49,8 

i38.i4  48 

44 

4 

1.28.21,9 

27,3 

-5,4 

18 

23 

11.28.^3 

43.  7.31,9 

16.14.46,2 

140.12.12 

4 

8 

i.33.3o,5 

32,5 

—    2,0 

Sept.    17 

ia.41.34 

186.  6.5o,5 

-  2.i3  37,3 

186.29.39 

Î9 

0 

0.23.  3,9 

9,6 

-5,7 

18 

12.43.27 

187.34.  7,5 

—  2.08.46,1 

1S8.  7  35 

3-. 

0 

0.16.  6,1 

10,1 

-  4,0 

19 

'9 

12.45.15 

189    0  33,7 

-  3  43.27,0 

189.44.30 

3o 

«    0 

0.  9.  1,3 

6.1 

-4,8 

20 

12.47.  ■ 

190.26.15,4 

—  4  27.42,7 

igi.20.28 

29 

—     I 

0.  I  5i,7 

56,6 

-4,9 

24 

(2.53.36 

196.   1.46,5 

-  7  '9  47,3 

197.35.43 

48 

-    5 

—0.27.22,7 

—22,6 

—   0,1 

25 

12.55.  8 

197.23.57,0 

-  8.  1.25,3 

199.  5.58 

3 

—    5 

—0.34.46,2 

-47,9 

1 ,7 

20 

26 

13.56.38 

■98.45.35,4 

—  S. 42. 22, 3 

200.36. i4 

'4 

0 

—0.42.10,1 

-7,5 

-  2,6 

Sept.   3o 

i3.  2.14 

204.  6.27,7 

—11.20.  5,9 

206.28.  7 

11 

-   4 

— i.ii.3i,i 

-3 1,4 

0,3 

Oct. .      I 

i3.  3.32 

205.25.I2,4 

-11.57.47,0 

207.53.43 

45 

—   2 

—1.18.44,2 

-46,1 

',9 

21 

3 

i3.  6.  2 

203.    I.    0,0 

—i3. 10.52,3 

210.41.54 

54 

0 

—1.32.  .'6,0 

—58,3 

2,3 

16 

13.16.46 

323.3i.i3,5 

-19.34.29,5 

226.50. 23 

23 

0 

-2.48.27,7 

-21,5 

-6,2 

22 

17 

i3.i6.56 

224.32  55,5 

—  19.55.51,2 

227.52.10 

i3 

-    3 

—2.52.  12,2 

—10,6 

-1,6 

22 

i3. 14.58 

228.59.  4>8 

—21.17.53,4 

232.14.37 

36 

, 

-3.  2.59,5 

-  3,8 

4,3 

23 

iSo3 

Août.     2 

11.  6.24 

116.40.40,3 

21.39.  7.9 

114.39  .57 

53 

4 

0.26.34,1 

36,1 

—  2,0 

24 

3 

II. 10. 26 

118.40.32,4 

21.29  17,7 

ii6.3i.i8 

i5 

3 

0.37.30,3 

33,2 

--,9 

Sept.     7 

i3.  4.^0 

181.43.36,7 

—  0.46.  6,9 

181.57.56 

59 

-    3 

0.  o.5">,4 

56,3 

-  0,9 

25 

1804 

Juill.  14 

10.53.20 

95.25.17,1 

32.49.10,6 

94  59  48 

46 

2 

-0  33.  7,4 

-8,4 

',0 

'7 

II.  5.i3 

101.21.39,2 

23.  7.22,9 

100.26. 19 

i5 

4 

0.  4.  5,6 

5,5 

0,' 

26 

18 

II.  9.38 

103.27.  6,9 

23.  9.  5,7 

102.21.    9 

3 

G 

0.15.41,6 

40,2 

',4 

Août.  26 

i3.33.47 

175.31. 12,0 

1.38.39,2 

175.14.  9 

10 

I 

-0.16.26,1 

-24,4 

-  1,7 

27 

Sept.     6 

i3.3i.i6 

188.14.27,6 

—  5.34.22,3 

189.45.54 

56 

—    2 

-i.5i.  1,1 

-  5,3 

4,2 

—  1,1 

28 

9 

i3.3i.  9 

191.10.  9,7 

—  7.16.33,5 

193.  6.4s 

46 

2 

—  2  16.23.7 

—22,6 

i3 

13.29    8 

194.36.22,9 

-  9.17.10,1 

197.  i.5i 

53 

—     2 

— 2.48.i3,S 

-i4,o 

0,2 
',0 

29 

'4 

13.2S.14 

u)5.2i.55,5 

—  9.43  57,5 

197.53.40 

43 

—    3 

—2.55  38,3 

-39,3 

i8o5 

Avril.    9 

12.37.  3 

26.33.41,0 

11.28.47,0 

28.45.58 

58 

0 

0.27.42,7 

44,3 

-1,6 

10 

12.40.36 

28.26.19,8 

12.22.23,9 

30.48    I 

I 

0 

o.38..57,9 

57.9 

0,0 

3i 

12  12.47.31 

32.  8.32,3 

14.  5.23,4 

34.46.42 

34 

8 

1.   1.16,3 

18,6 

-  2,3 

i3 

12.:')0.5l 

33.57  5i, 6 

14.54.19,1 

36.42.45 

41 

4 

1.12.  9,6 

'0,9 

-  ',3 

Août      2 

l3.20.    7 

150.42  39,0 

i3. 10. 33,6 

148.  8.32 

32 

0 

I.  6  40,5 

45,8 

-  5.3 

32 

3 

13.22.24 

i52.i6.  6,6 

12.29.45,1 

i49-48.n 

12 

_   I 

I.  0.18,0 

25,4 

-7.4 

II 

13.35.46 

i63.3o.  6,3 

7.    0.22,1 

162.  6.47 

5o 

_     H 

— 0.   I  16,9 

—12,0 

-4,9 

33 

25 

i3. 39.30 

';8i4=9,7 

—    1.39.55,5 

179.   2.5', 

52 

2 

— 2.l3  4i  7 

-44,2 

2,5  i 

-2,4 

34 

26  i3.38.43 

179.  1.38,8 

—    2.10.52,6 

179.58.41 

3- 

4 

—2.23.19,4 

—  '7,0 

On      i3 

io.5i.i8 

184.22.10,2 

n.17.  6,0 

i83.53.46 

4'i 

0 

1.59.55,0 

59,8 

-4,8 

35 

'9 

11.    3.12 

193.15.54,7 

—  3.41.10,6 

193.38.17 

i3 

4 

i.5o.4t ,2 

43,6 

-2,4 

36 

23 

11.12.    0 

199.24.56,7 

-  0.31.38,3 

200.23.l5 

II 

4 

1.33.33,9 

37,9 

-4,0 

180G 

Avril.   8 

i3.ii.5i 

34.  3.45,6 

i6.25.  9,5 

37.18.  6 

5 

I 

2.36.  0,2 

0,2 

0,0 

37 

9 

i3.ii.49 

35.  2.3i,2 

16.51.45,3 

38.20.  5 

3 

2 

2.42.37,9 

38,6 

-  0,7 

Juin.    18 

II.  7.12 

72.50.12,3 

22.  4- >7,i 

74.  7.50 

4î 

7 

-0.27.  5,8 

-4,4 

-1,4 

38 
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3.7 


^"^^ 

Ascension 

Longitude 

Secondes 

Erreur 

Latitude 

Secondes 

Erreur 

Mo 

a 

Temps 

Déclinaison 

de  la 

de  la 

de  la 

delà 

N' 

el  jo 

' 

moyen. 

drolle 
observée. 

observée. 

apparente 
tabulaire. 

longitude 
observée. 

lont,'itude 
tabulaire. 

apparente 
tobnlaire. 

latitude 
observée. 

latitude 
tabulaire. 

d'ordre. 

Il      10      s 

0     ,       „ 

0      '       » 

0      '    " 

„ 

„ 

0      '      " 

„ 

„ 

iSoG 

luill. 

18 

l3.28.12 

137.42.44,1 

17.42.54,5 

'34  49  '7 

16 

I 

1.22    12,3 

i3,i 

-  0,8 

39 

Sept. 

■21 

10.49. i! 

161.55.23,4 

8  48-49,7 

1.59. 58. 5o 

49 

I 

1.   3.25,5 

28,5 

-  3,0 

40 

Niiv. 

7 

■2.3i.i6 

233. 5o.  0,0 

-20. 46,  4,3 

236.29  47 

54 

-    7 

-1.25.   1,3 

-56,0 

—  5,3 

.|i 

8 

ij  33.33 

235.23.23,4 

-21.12.34,7 

238.  0.46 

53 

-    7 

— 1  30.41,1 

-37,0 

-  4,1 

1807 

Ma.. 

■1-1 

i3.i2.i6 

17. 10.26,6 

■  9-4'  48,9 

19.31.53 

49 

4 

2.12.47,7 

47,8 

-0,1  ] 

, 

24 

i3.ii.i7 

18  53. 4'. ,5 

10.46.13,1 

21. 3o  22 

26 

-   4 

2.33.49,5 

5>,o 

-2,5 

4-^ 

2G 

.3.  8.39 

20.12.33,7 

11.36.45,1 

»    „    „ 

„ 

" 

2.51.40,2 

.40,3 

-0,1  ] 

Mai. 

21 

10.29.43 

35.33.41,7 

u.  19.51 ,8 

37.  0.42 

4''' 

—    1 

—2.41.   1,7 

—  0,'- 

-  1,5 

22 

io.3i.36 

37.   1.10,0 

11.55.27,4 

33.33.22 

23 

—    1 

-2.3^.48,8 

-49,3 

0,5 

43 

23 

10.33.39 

33. 3i.  8,5 

12.31.42,2 

40.  8.24 

21 

3 

—a. 28.  5,0 

-7.S 

2,5 

^4 

lo.SS..^ 

40.  3.49,8 

i3.  8.36,5 

4. .45.46 

47 

—    I 

— 2  20. 5i  ,0 

-53,1 

2,1 

2fi 

10.40.52 

43.17.  8,2 

14.23.47,2 

45.  7.37 

33 

4 

-2.  4-'î9,3 

--59,3 

0,0 

Juin. 

24 

12  ,58.28 

106.21.43,5 

24. Si. .54, 3 

104. 51.36 

28 

8 

1  54.42,7 

33,7 

9,0 

44 

■^J 

i3. 19.21 

ii6.3i.3S,7 

23.  7.  0,2 

114. 16.  3 

% 

4 

1 .5i..53,i 

45,8 

7,3 

3o 

1 3 .  22 .  .57 

118.24  48,8 

22  45.  0,0 

116.  2.37 

32 

5 

1.49.18,6 

■7,3 

.,3 

■4-^ 

Juill. 

9 

1^.46.23 

i33.  9.34,0 

i8.:î6.4i,2 

i3o  25.  6 

4 

2 

i.  o.i3,5 

•4,8 

-  ',3 

10 

l3.;8.    1 

134  33.15, 0 

18.  5. .36,8 

i3i.5o.  3 

0 

3 

0.52.14,3 

•4,8 

-  0,5 

II 

13.49. 27 

135.54    7>^ 

17.34.  7,3 

i33  12.44 

4'' 

—    1 

0.43  .',8,7 

48,1 

0,6 

46 

12 

i3. 50.42 

137.11.59,1 

17.  2.24,1 

134. .13.  6 

G 

0 

0.34.58,2 

55,5 

2,7 

i3 

13.51.45 

i38.26..58,î 

iG  3o.3o,5 

i35.5i .  9 

(; 

3 

0.25.42,7 

38,2 

4,5 

■7 

13.54.  3 

142  58    5,4 

14.23.11,9 

140. 38. 5" 

5G 

—     I 

-0.14. 58, 3 

-.58,3 

0,0 

19 

13.54.   I 

i44..55.4'j,5 

i3  20.48,3 

142.47.  9 

9 

0 

-0.37.15,6 

-16,7 

... 

47 

22 

l3. 32.23 

■47.28.47,7 

11.50.54,0 

145.37  .55 

53 

1 

—  1. 12. io,S 

-4,  ,3 

0,5 

1808 

Févr. 

21 

12.56.29 

344  23. 3o, 5 

—  7.39.25,9 

34a. 40.45 

49 

—    4 

— 0  55.  8,9 

—  12,2 

3,3 

22 

12.59.  8 

346.  2.35,1 

—  6.48.  6,0 

344.3.. 14 

»9 

—     5 

-0  45  37,0 

-.40,3 

3,3 

48 

2.-5 

i3.  6.23 

350.49.  4.6 

—   4. 12.12,6 

3-i9..54.39 

4' 

—    a 

— o.i3. i5,9 

-•9:4 

3,5 

Mars 

6 

i3.i5.  5 

2 . 5 I . 30 , I 

3.25.19,0 

3.58.50 

5i 

—     I 

a.  o.i3,5 

II  ,0 

2,5 

7 

i3. 13.55 

3.32.53,5 

3.57.39,8 

4.49.43 

48 

-    5 

2.13.26,5 

2a,o 

4,5 

4'J 

8 

i3. 12.16 

4-  7.12,0 

4-26.23,2 

5.32.35 

40 

-    5 

2.26.12,2 

6,8 

5,4 

9 

i3.io.  8 

4  34->9.8 

4.51.11,4 

6.  7.13 

aa 

-    9 

2.38.  9,9 

7,8 

2.1 

Mai. 

2 

10.30.29 

17.46.21,6 

4.31.39,5 

18.  fi. 54 

55 

—     1 

—2.47.30,0 

-37,3 

73 

5o 

3 

10.32.  3 

19.  9.12,4 

5.  8.12,3 

19.37.10 

i5 

—    5 

— 2.4449,9 

-59,7 

9,3 

'i 

10.58.17 

36.34.15,0 

12.43.21 ,3 

38.a3.46 

44 

2 

—  1.40.52,9 

—  0,1 

7,2 

i.'i 

II.  1.35 

38.22.54,4 

13.27. .',9,8 

40.18.16 

i5 

I 

— i.3a. 14,2 

—'5,9 

•,7 

5i 

iG 

II.  5.  2 

40.13.59,5 

14.12.18,3 

42.14.43 

3G 

7 

— i.aS.tt  8 

-•1.4 

-0,4 

•7 

II.  8.41 

42    7-57.9 

i4..56.4G,o 

44.13.10 

11 

—     1 

-1.13.48,4 

-49-9 

1,5 

Juill 

8 

i3.4G.23 

132.55. i3,3 

16.10.39  5 

i3o. 51.39 

35 

4 

— i.a4.  1,8 

—  '  ,0 

—  0,8 

10 

13.41.55 

133.46.18,4 

15.27.26,8 

i3i. 50.44 

42 

•-' 

-..52.  9,4 

-  8,3 

—  1 ,1 

52 

i3 

i3.33.  0 

l3^29.43,7 

14.30.37,9 

132.46.45 

48 

-    3 

—a. 35.  5,2 

-  .^,2 

0,0 

Sept 

a(i 

12. 3',. 28 

.93.44.43,5 

-  ■').4'-49>8 

194.51.25 

26 

—    I 

0.10.28,5 

31,9 

-5,4 

54 

Oct. 

G 

12. 5.. 35 

207.. '13.24,0 

—  12.33.21 ,7 

210.21 .41 

45 

-   4 

—  1 .  0.40,0 

-37,0 

-  3,u 

55 

1809 

Mai. 

uG 

•3     i  '4l  79-46  3", 2 

25.  9.58,0 

So. 44.51 

4G 

5 

a.  1.58,8 

5:5, 0 

2,8 

.56 

Juin 

2 

13.29. 3f 

92. .59.25, 5 

25.33.57,3 

92.4a.   I 

57 

4 

2.  7 -''7 -4 

56,2 

I  ,a 

"'' 

3i8 
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Mois 
et  joar. 


1817 
1S18 


1819 


Temps 
moyen. 


.a.-.8.iG 

13.28. 23 

3o'i3.33  40 

Août.  22  12. 5i  58 
23  12.54.24 

2i  12.56.43 


Sept. 


Juin. 

Août, 


Août. 
Sept. 
Mai. 
Sept. 

Avril . 


l3.   I.  o 
L3.24.43 

[3.25.56 
[0,57.58 
23|ii.  9.  ' 

26   II. 16. 2 

27:ii->8.58 

28 , 1 1  2 1 . 3 
3  i3.3-.. 
5!i3.33.56 
6',i3.33. 
7:13. 32. i3 

8|i3.3i.  6 
io[i3.28.i« 
Il  13.26. 3o 
25  i3. 20. 35 

I  I 3. 35.32 

23  i3.35  57 
25  i3. 31.43 
7113.16.54 
29' i3.5i .35 
3oji3.5i.  7 

i3. 50.28 
i3.i 

.  0.12 
iS.io  28 
13.28. 35 


Ascension 

droite 
observée. 


62.13.34,4 
79.38.21,3 
90.48.43,6 

63.  9.iS,3 

164.44.37,2 

166. 18. 5o, 3 
69.21 .37,2 
3ii .19.35,8 

3i2.36.56,8 
339.35.25,9 
347.18.42,8 
352.  6.  2,2 
353.43.30,0 

355.21.42,6 
i85. 31.46,6 
187.13.50,3 
188.  1.28,3 
188.46.26,4 

i8j.28.37,6 
190.44.18,0 
191.17.  4,6 
143. i4-  5,0 
53. 52. .54,0 

173  4o. i5,8 
176.34.45,3 
124.19.43,0 
154.42.28,0 
155.34.3 

1.56  23.56,3 
i5S  33.23,7 

163.59.  2;7 
62.37.20,7 

i85. 12. i3,i 


Oëclinaisor 
observée. 


6  i3.  7.23 

8  i3.io.i3 

9  .3.1. 
10  i3. 11. .52 

Mars.  20  i3.  9.34 

Mai.    231 10.29.47 

Juin.   28] i3.  8.56 

29  1 3  12.59 

Juin.   ii|i3.46-3o 


00.^9 
33. 3o. 
34.4^. 
35.53. 

l5.21 . 

38.23 
113.45. 
1 13.46. 
1 35 . 59 . 


13,2 

0,1 
53,1 
14,3 
36,0 

10,6 


40 
161 i3. 52.231 142.23.55,2 


22.56.27,: 
25.26.49, 
24.46.36, 

8. 25. .37, 
7.40.15, 
6.54.47, 
5.23.58, 
-19.16.34, 

-18.34.50, 

-11.     1.23, 

-  7.56.15, 

-  5.30.45. 

-  5.  6.36. 

-  4-21 .20,6 
-4.48.11,7 

-  5.5i.  9,5 

-  6.20.46,8 

-  6.49.  6,6 

-  7.15. 56, 5 

-  8.  4.3s 

-  S. 26.15,6 
15.58.53,4 
II. 2}. 47, 3 

-  I .22.38,1 

-  2.    6.37,7 

21.32.18,7 

9.20.16,1 

8.48.  7,9 

'8.16.47,9 

6.48.24,2 

8.37.34,1 

23.20.34,6 

-  5.52.38,4 

14. 36.2' 
i5.52.  3,8 
i6.25.,5o,3 
16., 56. 42,1 
8.12.56,3 

12.17.52 
23.36.10 
23.i6.i3,4 
17.43.27,4 
i4-59  49.0 


Lonpilude 
apparente 
tabulaire. 


64 . 34 . 26 

80. 38.50 
go. 38. 12 

161. 15.17 
i63.  0.  4 
164.43.31 
168.  6.a3 
308.34  3 

309.52.48 
337.  [  I 
345.14.25 
350.26.17 
352.12.55 

354.  0.56 
186.58.42 
188.57.  9 
189.52.21 
190.44.38 

191.j3.49 
193.  1.53 
1 93 . 40 . 1 8 
140.23.  6 
151.39.52 

176.34.37 
177.42. n 
121  39  24 
i53.io.  I 
154.  9.41 

i55.  6.28 
157.38.25 
i6i .56.10 
65.  o  25 
187.  6.23 

33.44.53 
36.36.28 

37.54-4° 
39.  7.30 
17.18.25 

39.56.39 
III. 41.  8 
ii3.33.i4 
i33.i5.i2 
139.55.56 


longitude 
observée. 


loDgiluile 
tabulaire. 


Latitude 
apparente 
tabalaire. 


Secondes 

de   la 

latitude 

observée. 


1.54.  2,3 
2.19.21,4 

1.    9.47,8 

I.  4.  3,5 
0.58.  1,6 
0.45.10,4 
-1.10.49,7 

—2.14  34,0 

—  2. 17.48,2 
-2.14 
— 2. 11.55,4 

-2.  9  i3,5 
—2.12.43,1 
— 2.3o.i6,o 
-2  38.49,1 
—2.47.10,9 

— 2.55  20,0 

-3.10.46,. 

—3.17.59,0 

1 .20.40,0 

0.33.23,0 

—2.59.  9,3 
3.17.55,8 
1.46.26,2 

T.    5.21,9 

—  1.16.40 

—1.28.  8,9 
-2.  3.  9,4 

1  39.36,9 
2.13.32, 8 

—  ■••19  27,5 

I .'6.42,0 
2. i5.32,5 

2  23.56,4 
2.31.33,8 
1.31.37,9 

—2.38.53,2 
1.54.32,8 
1.53.24,2 
0.54.10,8 
o.  9  i5,8 


0,0 
18,2 


49.0 
9.' 
6,1 
10,3 
—52,6 


de  la 
lalitDde 
tabulaire. 


2,3 
3,2 


1  ,2 

5,6 
4,5 


3i,5 

-  2.5  1 

46,7 

-1,5 

6,8 

-  0,5  ! 

5i,8 

—  0,6 

Il  ,0 

—  2,5 

40,2 

-  2.9  j 

i5,o 

-  .,of 

45,0 

-4,'l 

8,4 

-    2,5    ) 

21,5 

1,5  1 

-43,3 

-2,8 

-54,7 

-4,3 

43,5 

_  3,5 

23.2 

—  2,2 

-7,6 

-  ',7 

-5i,5 

-4,3 

24,4 

1,8 

-20,2 

—  1 ,7 

-41  2 

0,4 

-  7,9 

—  1 .0 

-  6,7 

—  2,7 

38.4 

3l,2 

1,6 

-3i,o 

3,5 

38,8 

3.2 

29,8 

2,7 

57, S 

-',4 

32,6 

1 ,2 

45,8 

-  7,9 

-53,8 

0,6 

39,. 

-6,3. 
0,9  ) 

23.3 

i",9 

-0,1) 

'3,7 

2.1    ) 
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Suite  du  Tableau  de  la  seconde  série  d 'observations. 


'== 

ASCO„S.„ 

. 

Longitude 

Secondes 

Erreur 

Latitude 

Secondes 

1 

Erreur 

Moi 

s           Temps 

Déclinaison 

de  la 

de   la 

de    la 

de  la 

^ 

»>ÏIÉE 

droite 

apparente 

longitude 

longitude 

apparente 

latitude 

latitude 

..    . 

et  jour. 

moyen. 

obserïée. 

observée. 

'tabulaire. 

observée. 

tabulaire. 

tabulaire. 

observée. 

tabulaire. 

h    m    s 

0     ;       « 

0     /      Il 

0     ,   „ 

„ 

„ 

0     1      II 

Il 

,, 

182I 

Juin. 

•9 

l3.3l.II 

l 10.14. 11,0 

"24.  3.5l,8 

108.25  3i 

'7 

14 

1    53   10,4 

9.4 

I,U 

82 

Août 

21 

io.5o.ii 

i3i. 58.14,2 

17.30.41,3 

129.37.31 

32 

—      I 

— 0  21    43,2 

-4»  .9 

-   1,3 

22 

10. 5i .12 

i33. 12.36,0 

17.26.17,8 

i3o.47.   3 

2 

• 

— 0     6  49,8 

-4«.7 

—   1,1 

83 

23 

10. 5a. 36 

134.32.55,5 

17.19.  4,6 

i32.  2.41 

42 

—      I 

0     7.18,9 

^4.3 

—  3.4 

Dec. 

10 

10.27.  " 

235..!  4    0,9 

-17.31.  4,8 

237.20.40 

39 

I 

"     "     " 

" 

" 

84 

1822 

févr. 

i5 

i3.iS.i3 

344.31.36,0 

—  6.26.40,9 

343. 16. II 

9 

2 

0.  8. 5g, 5 

55,4 

4.' 

85 

22 

l3..6.5y 

35i.  6.53,4 

—  '^g-  7-4 

35i .  7. 17 

20 

—    3 

i.5i.i5,3 

i5,3 

0,0 

86 

Juin. 

I 

l3.l8.22 

89.  2.38,3 

25.36  i3, 3 

89.  8.20 

'4 

6 

2.  8.35,5 

3a, S 

2,7 

87 

G 

.3.34.  9 

97- 55.41 ,9 

25.18.  3,8 

97.10.19 

8 

11 

2.  2    5,9 

3,3 

2,6 

n 

I3.Î6.39 

99.3j.3o,3 

25.  9.  9,6 

98.38.11 

6 

5 

i.58.3o,5 

27,6 

2,9 

88 

9 

I 3 . 40. 5- 

102.35.18,9 

24.47.  4.4 

loi .25. 12 

6 

6 

1.49.  7,6 

7.0 

0,6 

i3 

I3.4G.3; 

.07.57.  8,7 

23.48.38,9 

106.2i.12 

2 

10 

1.21.46,4 

47  .'i 

—  0,8 

89 

18 

.3.4,.56 

113.12.37,8 

22.17  54,9 

m  .2i.  11 

II 

0 

0.J2  32,3 

34.7 

-2,4 

1823 

Avril 

10 

10.57.26 
10.59.44 

2.13.11,5 
3.46.59,0 

-  ,.37.58,2 

-  0.54.36,6 

1 .23. 12 
3.  6.3i 

10 

32 

2 
—     1 

—2.22.54,8 
—2.20  24,1 

—53,8 
-25,7 

-  i.o 
1,6 

90 

Mai. 

34 

i3.32.  6 

84.^1.48,2 

25.35.12,3 

84.54.59 

5o 

9 

2.  l3.20,4 

22,5 

—  2,1 

1      9. 

29 

.3.37.   I 

90.31.23,7 

20.14.34,8 

90.28.25 

24 

I 

1.46.53,0 

49.5 

3,5 

AoiU. 

24 

12,48.32 

164.  7.12,9 

8.  3.34,4 

162.16.42 

39 

3 

1.11.16,2 

18,6 

-  2,i 

!  «^ 

25 

12.50.59 

165.43.  8,5 

7.17.52,4 

164.  2.  5 

1 

4 

1.  5.3,s,4 

40,5 

—  2,1 

) 

26 

12.53.19 

167. 17.21 ,7 

6.32.  5,2 

165.46.  6 

5;) 

7 

0. 59. 42, 2 

40.7 

1,5 

1  «^ 

29 

■  2.5943 

171. 5i.  8,1 

4.15.14,2 

170.50.24 

23 

I 

0.40  23,3 

27,6 

-4.3 

Sepl. 

2 

i3.  6.5f) 

177.36.20,4 

1 . i5. 1 1 ,1 

177.18.22 

'7 

5 

0. 11 .44, S 

47.(5 

—  2,8 

4 

li.io.  4 

180.21.33,6 

—  o.i3.  9,2 

180.25.  0 

I 

—    I 

— 0.  3.28,4 

—•''8,9 

0,5 

94 

,5 

i3.ii.3o 

181.42.24,3 

—  0.56.41  -4 

i8i.56.3o 

3o 

0 

-o.ii.i5,5 

—4.3 

—  1 .2 

8 

i:J.i5.23 

.85.38.13,5 

-  3.  4.42,4 

186.23.41 

38 

3 

-0.35.  5,8 

-'0,7 

4.9 

1 

9 

i3. 16.32 

i86..54.'j2,o 

—  3.46.22, 1 

187.50  i5 

'4 

I 

-0.43.  9,1 

-  8,5 

-  0,6 

95 

10 

.3  .,.37 

188.10.  6,3 

—  i. 27. 29,8 

--    ,/ 

" 

" 

-o.5i    i5,i 

—4.4 

-  0,7 

II 

i3.i8.38 

189.24.28,4 

-  5.  8.  3,6 

190.39.39 

4' 

—    2 

—0.59.21 ,7 

—22 ,0 

0,3 

1 

IS24 

Avril 

.20 

12.33.  .5 

36.48.27,7 

15.19.26,8 

39.26.35 

39 

-   4 

0.42.38,8 

3o,3 

8,5 

1  ^ 

21 

.2.37.  4 

38.47.14,0 

16.  8.41,5 

41.30.45 

40 

5 

0.53.23,4 

16,8 

6,6 

29 

i3.  5.41 

53.50.49,4 

21  27.49,0 

56. io.41 

28 

i3 

2.  5.04.2 

23,3 

0.9 

1  « 

3o 

i3.  8.36 

55.33  40,2 

21. 56. ,53, 5 

58. 20. 12 

i3 

—    I 

I  44.35,6 

41,0 

-5,4 

1  ^^ 

Juill 

12 

II.  o.5i 

95.2j.3o,i 

23.  8.41,8 

95.  3.  2 

55 

7 

-0  ri.i3,7 

-16,3 

2,6 

98 

'7 

11.24.  7 

106. i5.  9,3 

23.19.57,4 

104.53.42 

33 

9 

0  42.29,7 

26,6 

3,' 

93 

20 

...39.3J 

ii3.  4. 38,1 

22.55.38,2 

III. 10.  9 

59 

10 

I.  8.48,9 

4'>.6 

2,3 

Août 

7 

12  57.   .5 

i5o. i5.i2,o 

13.43.11,6 

147.32. 1 1 

10 

I 

1.28. 12,5 

12,6 

—,  0,1 

100 

II 

i3.  7.51 

156.53.43,2 

io..52.3i,8 

1.54. 36. 53 

5a 

I 

I.   7.34,1 

32,4 

'  .7 

26 

i3.3i.  8 

177.31.25,6 

0. 12.27,2 

177.38.42 

44 

—    2 

-0  47.40,4 

-43,6 

3,2 

1     10. 

27 

i3.3i.,52 

178.41.23,0 

-  0.27.33,7 

178.58.50 

5i 

—    I 

-o.56.3i,i 

-34,8 

3.7 

iSil 

Avri 

.   3 

.2  32.   7 

19.34.  3,0 

8.16.46,9 

21   II.  7 

2 

5 

0.   0  35,n 

3o,3 

4.: 

:', 

I2.3.X37 

21.25.38,4 

9.12.58,9 

23. 14.20 

'9 

I 

0.11.41,4 

3l,2 

10,2 

102 

5 

.2.39.  4 

23.16.41,8 

10.  8.29,4 

35.16.33 

32 

I 

0.22. .58,0 

48,9 

9.' 
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1827 


Mois 
et  jour 


Avril.    7 

8 

9 
Août.  23 


18 
26 

29 
Août.  2 
Sept.   17 

22 

23 

Avril.  3o 
Juin.  I 
Juin.     7 

18 

Oct.  .  17 
Oct. .  19 


Temps 
moyoD. 


2-^3 49 

2,49.  4 
2  52 . I 4 
3.39.  l() 

3.37.56 

2.39.  G 
2.44.  6 
2.48.57 
2.53.37 

7.39.19 
3.49.50 
3.5r.  2 
3 . 5o  I I 
o.5o.i5 

0  57.45 
0.59.55 
0.22.  2 
1. 18.1.6 
3.5o.i5 

3.52. 1; 
2  40  59 

3.14  55 

3 . 1 5  54 
:i.i6  II 


A.SCeUâLUD 

droite 
observée. 


26. 56. 3 1 ,0 

28.44.44,1 

3o.3i.2i ,9 
176.21.37,8 

177.  u.47,3 
108.48.  6,6 
ni.  2.25,5 
113.14.19,8 
115.23.45,1 

140  39.  9,2 
i5i. 10.26,7 
I 54 • 23 . 47 ,8 
i58.  9.40,5 
158.23.32,3 

i65. 12. 10,0 
166.43.49,4 
i3.  5.19,3 
58.46.11,7 
i32. 18  39,8 

143.39.13,6 
2i5  28.58,6 
226.42- 19,0 

228  55  -  28 , 0 
2'^!)  :'8.494 


DéclinaisoD 
observée. 


11.56.17,2 
12.48.12,9 
13.38.26,3 

-  I. 12.33,4 

-  1.40.11,0 
24.  7.54,0 
23.53.28 
23.36.53,8 

23.18.  5,6 

16.27.  0,6 
11.40. i5,3 
y. 54.43,8 
7.40.56,9 
10.  6.25,9 

8.  6.3o,2 
7.33.37,8 
2.38.  9,7 
19  51.24,3 
18  38.12,0 

i3.i  i.5i  ,4 
-i5. 13.27, 3 
-20.19  33,6 
-21.  i.5i,i 
-21 .20.44,0 


LougttuOe 
Apparente 
tabulaire. 

29.16.4 
ji.i3.55 
33.  8.44 
177.  8.3i 

177.55.27 
107  6.5i 
109.10.30 
111.12  29 

137  53.  3 
149  5.22 
152.42  10 
i56.56  5s 
i56.i5.57 

i63. 14  59 
I 64  5i  3o 

i3.  4 

60.48 
129.38 


141.39 
218.12 
229.55 

232.  7 
23i.    9 


—       1       — 2 


SetuDdes 

Erreur 

de  la 

de   la 

long:itude 

loDgilude 

observée. 

observée. 

„ 

„ 

39 

D 

53 

2 

40 

4 

3o 

" 

28 

—      i 

5o 

.     I 

24 

6 

'9 

10 

" 

" 

59 

4 

25 

-    3 

'4 

—   4 

3 

—      3 

58 

-      I 

55 

4 

25 

3 

i 

0 

46 

i3 

i3 

0 

34 

6 

6 

—    2 

39 

3 

8 

0 

9 

3 

Ldiitudc 
apparente 
tabulaire. 


—     4-0 


4544,4 
S;-    4,9 

S. 16,5 

33.24,9 

43  >4,7 
46.58,1 
49.22,2 

" I .  2,0 
51.56,  j 

0.45,7 
8.18,5 
39.  4,0 
22  54,0 
57.16,8 

38  43; 4 

43.33,3 
4437, 4 
29-23,^ 
48  44,8 

9-45,1 

1.40,6 
-2.41  33,2 

-2  48.18,1 
-2.5i  45,5 


latitude 
tabulaire. 


35,9 

59,1 

10,6 

-27,8 

-'4,2 

56,1 
'7,7 

1,7 
57,3 

49,' 
-18,2 

-  2,9 
-58,9 

'4,9 

45,8 

3i,7 

-38,0 

-3o,7 

47-' 

-4', 5 
-36,0 
-3i  ,2 

-5i,o 
-4'i.8 


Erreur 

de  la 

latitude 

tabulaire 


8,5 
5,8 
5,9 
2,9 


4,5 
0,3 
0,9 
3,4 


4.9 
■,9 

2,4 

1,6 
0.6 


3,6 
4, G 
2,0 

2,9 
1,3 


108 
109 


112 
ii3 
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§  VIII. 


Equations  de  condition,  déduites  des  erreurs  géocentriques  des  Tables 
provisoires. 

il.  Désignons  par  Lia  longitude  géocentrique,  comptée  de  l'équinoxe 
moyen;  par  v,  la  longitude  héliocentrique  réduite  à  l'écliptique.  La 
variation  de  L,  correspondante  à  de  petites  variations  dv,  et  oV,  des 
coordonnées  héliocentriques  dans  l'écliptique,  sera  donnée  par  la  for- 
mule 

c?L  =  ^  cos(i;,  -  L)  oV,  +  !i!^l:py  <?/.„ 

A,  étant  la  distance  accourcie  à  la  Terre. 

L'expression  de  r,  étant  égale  à  r  cos  X,  on  obtiendra,  en  ayant  égard 
à  la  variation  de  la  latitude, 

âr,  =  âr  —  2  sin^  |  >.  &r  —  r  sin  lui. 

Or  on  reconnaît,  à  la  grandeur  des  erreurs  en  longitude  et  en  latitude, 
que  les  deux  derniers  termes  de  cette  formule  ne  peuvent  influer  sur 
la  valeur  de  c?L.  En  sorte  qu'on  peut  réduire  èr^  à  <?r. 
On  conclut  v  de  i',  par  la  formule  suivante  : 

v^  ^=  V  —  fang*  ^  9  sin  i{v  —  6), 
d'où  l'on  déduit 

t}i>,  ~  t}v  —  1  tang-  \  0  cos -i^v  —  $)  ât^  —  tang*  ^f  sin  2' v  —  6)  &<d 
-4-  1  tang*  \  (p  cos  2  (i»  —  5)  â9. 

L'influence  des  trois  derniers  termes  sur  ô^L  est  insensible,  et  l'on  peut 
réduire  ainsi  âf,  à  t^v.  En  posant  donc,  pour  abréger, 


J  ces  {v,  -  L) 


Fi-'=ft 


Tome  vin.  -  Aoot  1843,  Aj 
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on  aura  simplement 

&L  —  rj.àv  +  /3c?r. 

42.  Le  demi-grand  axe  est  assez  bien  connu,  par  l'approximation 
qu'on  possède  du  moyen  mouvement,  pour  qu'il  soit  inutile  de  le 
faire  varier  dans  l'expression  de  èr. 

Soient,  en  désignant  l'anomalie  moyenne  par  z , 

M  =  —  rt  <  (  e  —  ^  e'  j  sin  z  -t-  (  e*  —  ^  eM  sin  2  z  +  2  g»  gin  3z  +  |  e^  sin  [\z  |, 

N=      aje  —  (i— ^e^j  ^-qs  -  _  |  g  _  |  gs  j  ^.^^  25  —  ^  e^  cos  3z  —  |  e'  cos  '\z  |  ; 

on  aura  pour  la  variation  du  rayon ,  en  fonction  des  corrections  en , 
o"e,  oV  et  èvy,  du  moyen  mouvement  annuel,  de  la  longitude  de  l'époque, 
de  l'excentricité,  et  de  la  longitude  du  périhélie, 

t  est  le  temps,  compté  en  années  juliennes,  à  partir  du  i'^'' janvier  1800  : 
^e  s'obtiendra  en  secondes  de  degré,  comme  an,  ùi  et  ùzs. 
Posons  de  même , 

P  =  —  (ae—  7  eM  cosz—  (-e*—  —  eM  cos2z  — V  e^cos3z  — •^e*cos4z, 

\  4      ,/  \2  12      /  4  24 

Q=  —  (  1—  ~e^\  sinz  —  f -e—  ^  eM  sinaz—  -^  e^  sin  3z  —  ■^e'sin4z-, 

et  nous  obtiendrons  l'expression  suivante  de  la  correction  de  la  longi- 
tude héliocen trique  v , 

^v  =  {i  -V)t.ân-\-{i  -  P)  o*£  -4-  Pc?CT  _  q^e. 

45.  Substituant  les  valeurs  de  ùr  et  de  dv  dans  l'expression  de  dh, 
et  écrivant 

Pa  -t-  MjS  =  H , 

-Qa  +  Np=  R, 

nous  aurons  l'équation 

(?L  =  (a  -  H)  ^.o^i  +  (a  -  H)  Ùî  -h  Ro'e  +  Hcfe. 
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Par  la  variation  des  ('-léments,  la  longitude  tabulaire  doit  devenir 
égale  à  la  longitude  observée  L'.  On  a  donc  la  relation 

L  -^  f?L  -  \J  =  o,     ■ ~ 

qui,  en  y  mettant  pour  âL  sa  valeur,  fournit  Téquation  de  condition 
suivante,  entre  l'erreur  L  —  1/  des  Tables  en  longitude,  et  les  correc- 
tions des  éléments  elliptiques , 

(a  -  H)  tJfi  +  (a  -  H)  (?£  +  R^e  -^-  Hc?w  +  (L  -  L'}  =  o. 

44.  Les  erreurs  L  —  L'  sont  assez  petites,  pour  qu'on  puisse  les  con- 
sidérer, pendant  plusieurs  jours  consécutifs ,  comme  variant  propor- 
tionnellement au  temps.  Et  l'approximation,  qui  suffit  pour  les  coeffi- 
cients (a  —  H)  f,  a  —  H,  H  et  K,  autorise  à  les  considérei'  aussi  comme 
variant  proportionnellement  au  temps  pendant  les  mêmes  jours.  Cette 
remarque  permet,  quand  on  a  plusieurs  observations  consécutives, 
d'en  déduire  l'erreur  moyenne,  correspondante  à  la  moyenne  des  temps 
des  observations,  et  ainsi  de  n'avoir  qu'une  seule  équation  de  condi- 
tion, qu'on  calcule  avec  la  position  moyenne  de  la  planète.  Bien  entendu 
qu'il  faudra  ensuite  donner  à  l'équation  dont  la  constante  aura  été  dé- 
terminée par  quatre  observations,  par  exemple,  une  influence  qua- 
druple de  celle  qu'on  accordera  à  l'équation  qui  ne  correspond  qu'à 
une  seule  observation. 

Les  accolades  qui,  dans  les  tableaux  n"'  3S  et  U),  embrassent  plu- 
sieurs erreurs  consécutives  en  longitude ,  indiquent  celles  de  ces  erreurs 
qui  correspondent  à  une  même  équation  de  condition.  En  face  de  l'ac- 
colade, dans  la  dernière  colonne  de  ces  tableaux,  se  trouve  un  numéro 
d'ordre  qu'on  a  répété  en  avant  de  chacune  des  équations  de  condi- 
tion suivantes. 


^1 
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43.   Equations  de  condition,  déduites  des  erreurs  géncentriques  des  Tables  provisoires , 
en  longitude. 


PS  os 

NOMBRE 

d'obser- 

tOCATIOSS   DE 

CONDITION. 

d'ordre . 

vations. 

I 

I 

0,17 

Sn   -+-   0,142 

(îe  —   0,343 

^e—  o,o53 

Sa  —   3,0   =   0 

2 

3 

0,36 

-t-   0,246 

+   0,348 

—  0,073 

-+-    2,3    =    0 

3 

5 

0,17 

-h   0,1  18 

4-  0,343 

—  0,049 

4-   2,8  =    0 

4 

2 

0,02 

■+-  o,oi4 

+   0,353 

—  o,o56 

4-  9,0   =   0 

5 

6 

—  0,24 

—  0,149 

+  0,547 

—  0,026 

4-   2,5   =   0 

6 

5 

0,1 3 

-1-  0,082 

+  o,33o 

—  0,048 

4-    3,6    =:    0 

7 

I 

o,3o 

H-  0,1 83 

-t-  0,33 1 

—  o,o63 

2,5    =    0 

8 

2 

0,44 

+  0,259 

-f-  0,43 1 

—  0,062 

-H    5,0   =    0 

1 1 

3 

0,29 

-f-    0,120 

+  0,242 

—  0,071 

4-   3,7   =   0 

12 

2 

0,17 

+    0,070 

+  0,229 

—  0,072 

4-   5,0  =   0 

i3 

4 

—  o,o3 

—  0,01 3 

-f-  0,226 

—  o,o85 

4-    5,2    =    0 

>4 

2 

—  0,42 

—  0,167 

-+-  0,295 

—  0,121 

4-  4»5  =  0 

i6 

4 

—  0,57 

—  0,220 

-1-  0,047 

4-   0,1 I I 

—  4>2  =  0 

•7 

4 

0,54 

+    0,2o5 

+  0,253 

—  o>o79 

4-   4.8  =   0 

i8 

4 

0,75 

■+-  0,282 

-f-  0,367 

—  o,o83 

4-  6,0  =  0 

'9 

4 

0,60 

+  0,223 

+  0,424 

4-   0,057 

—  0,2  :=  0 

20 

3 

0,53 

-t-  0,194 

+  o,3i4 

4-   0,075 

—    3,3    r=    0 

21 

3 

0,45 

+  o,i65 

+  0,212 

4-  o,o83 

—    2,0    =    0 

22 

2 

0,10 

+  0,037 

4-  0,081 

+  0,079 

—   1,5  =  0 

23 

I 

—  0,19 

—  0,067 

+  0,143 

4-  0,082 

4-    1,0  ^   0 

24 

2 

0,96 

-h  0,267 

4-   0,208 

—  0,098 

4-  3,5  =  0 

25 

1 

0,75 

+  0,204 

4-  0,418 

4-  o,o5i 

—    3,0    =:    0 

26 

3 

'.'7 

+  0,258 

4-   0,057 

—  o,io3 

4-   4>o  =^  0 

27 

I 

0'79 

4-  0,170 

4-   0,407 

4-  0,043 

—    1,0  r=   0 

28 

2 

o,3o 

-+-  0,064 

4-   o,3i4 

4-  o,o53 

4-   0,0   =   0 

29 

2 

—  0,09 

—  0,019 

4-  o,33i 

4-  o,o52 

2,5   =    0 

3; 

4 

1,56 

-1-  0,296 

—  0,211 

—  0,1  o5 

-f-   3,0  =  0 

32 

2 

1,23 

+  0,221 

4-  0,485 

—  o,oo5 

—  0,5  =   0 

33 

I 

0,87 

+  o,i55 

4-  0,432 

4-  0,020 

—   3,0   ^   0 

34 

2 

—  0,02 

—  o,oo3 

4-   0,400 

4-  0,027 

4-  3,0  =  0 

35 

I 

0,98 

+  0,169 

4-  0,454 

—  0,007 

-f-   0,0  =  0 

36 

3 

1,32 

-(-  0,228 

4-  o,5o8 

4-  0,021 

+  4,0  =  0  1 
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Suite  deséquations  de  condition,  déduites  des  erreurs  des  Tables  provisoires,  en  longitude. 


NOS 

NOMDKE 

d'obser- 

ÉQUATIONS     DE    COXDITIOK. 

d'ordre. 

valions. 

37 

:, 

0,21    Sn 

-t-  o,o34  Si 

—    0,319  ^'^ 

—   0,097   on 

4-    1,5  =   0 

38 

I 

'.97 

-h  o,3o5 

—  o,i39 

—   0,1 12 

4-   7,0   =   0 

39 

1 

1,42 

-t-    0,217 

-t-  0,456 

—   0,028 

4-    1,0  =  0 

40 

I 

0,59 

-t-    0,087 

+  0,390 

—   0,022 

4-    1,0  =  0 

4- 

2 

1,36 

+  o>'99 

+  0,043 

-f-   0,100 

—   7.0  =   " 

4'- 

2 

—  0,32 

—  0,044 

—  0,427 

—   0,039 

4-  0,0   =   0 

4î 

5 

1,36 

-H  0,184 

—  0,324 

—   0,060 

4-    0,8    :=    0 

44 

1 

2,19 

+  0,293 

+  0,365 

-   0,084 

4-  8,0  =  0 

45 

2 

'.79 

-!-  0,240 

+  0,399 

—   0,060 

4-   4.5    =   0 

4G 

5 

0,89 

4-  0,118 

-1-  0,387 

—  o,o35 

4-    1,2   =   0 

47 

3 

0,04 

4-   o,oo5 

-H  0,402 

—  o,o38 

4-  0,3   —   0 

49 

4 

—  0,72 

—  0,088 

—  0,482 

—  0,010 

—  5,0  =  0 

5o 

2 

1,32 

-+-  o,i58 

—   0,402 

—  o,o36 

—    3,0    =r    0 

5i 

4 

2,39 

+  0,286 

-  0,397 

-  0,077 

4-    2,2    =    0 

52 

3 

—  1,78 

^  0,209 

+  0,443 

—  0,110 

4-     1,0    =    0 

54 

I 

•'97 

-H    0,225 

+   0,409 

H-  o,o65 

—     I  ,0    ^    0 

55 

1 

1,65 

4-    0,188 

-1-  0,226 

-f-  0,086 

4.0  =  0 

56 

I 

2,42 

+    0,257 

-t-   0,186 

—  0,096 

4-    5,0    =    0 

57 

I 

i,5o 

-H  0,159 

H-  0,201 

—  0,079 

4-  4.0   =   0 

58 

i 

2,68 

-(-   0,259 

-t-   0,059 

—  0,1  o4 

4-   4.0   =   0 

59 

, 

0,89 

-+-   0,086 

-f-   0,045 

—  0,086 

4-   4'0   =   0 

Go 

1 

-  1,35 

—  0,1 3o 

—  0,057 

—  0,125 

—   3,0   =   0 

61 

4 

2,60 

-1-  0,244 

-1-   0,509 

-t-  o,oi5 

-  1,5  =  0 

62 

2 

1,10 

-1-  0,100 

—   0,407 

-h  0,023 

-  3,5  =  0 

63 

1 

2,24 

-t-  0,200 

—   0,449 

-H  o,o36 

—  9,0  =  0 

64 

2 

2,69 

-(-  0,240 

—  o,5ii 

-1-  0,01 1 

—  5,0  =  0 

65 

2 

2,86 

+  0,254 

—  0,524 

■+-  0,001 

—  0,5  =  0 

66 

4 

0,02 

-+-  0,002 

-H  o,36o 

■+■  0,043 

—  0,5  =  0 

67 

3 

—  0,91 

—  0,078 

+  o,4n 

-H    0,o4l 

—  2,0  =  0 

68 

I 

2,go 

+    0,23l 

-t-  0,485 

—    0,020 

4-     1,0    =:    0 

''9 

I 

2,22 

+  o,i7*i 

■+-  0,452 

-+■    0,002 

4-   4.0    =   0 

70 
7' 

9. 

-   1,58 

—  0,125 

-+-  0,517 

+    0,007 

4-  5,5  =  0 

I 

3,40 

4-    0,25l 

-f-  0,436 

—  o,o53 

4-  4.0  =  0 
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Suite  des  équations  de  condition,  déduites  des  erreurs  des  Tables  provisoires,  en  lontfitude. 


>„- 

NOMI.l.E 

d'obser- 

ÉQUATIONS   UE    COXDITIOS. 

d'ordre. 

vations. 

^2 

3 

—   0,01    ^n 

—    0,001    0 

-f-     0,427    OÉ 



0,0  ig  râ  -f-    1,7 

=r    0 

:3 

1 

—  0'99 

0,073 

-1-  0,471 

— 

0,022 

-f-     1,0 

=    0 

74 

I 

2,65 

+    0,193 

+  0,420 

— 

o,o4i 

-f-    0,0 

=    0 

75 

I 

3,26 

-^    0,188 

-f-  o,o3i 

— 

0,091 

-(-  5,0 

=    0 

76 

I 

—  2,35 

—    0,126 

-+-  0,490 

-4- 

0,028 

—  6,0 

=:    0 

77 

4 

''79 

-f-    0,093 

—  0,227 

— 

rfj,07i 

—   1,0 

=    0 

78 

I 

2,83 

+  0,  i4o 

—  0,292 

— 

0,064 

-\-  0,0 

=    0 

79 

j 

3,26 

-1-  0,160 

—  o,3o6 

— 

o,o63 

-1-   1,0 

=    0 

80 

2 

5,48 

-t-  0,267 

-t-  0,401 

— 

0,069 

"•"  9,0 

=    0 

81 

2 

2,3o 

—  0,112 

4-  0,396 

— 

o,o3o 

-1-  0,0 

=    0 

82 

I 

4,iq 

-^  0,195 

-!-  0,328 

— 

0,064 

-i-i4>o 

=    0 

83 

3 

1,38 

-1-  0,064 

-f-  0,323 

— 

0,049 

—  0,3 

=:    0 

84 

I 

1,27 

-t-  o,o58 

+  0,238 

+ 

0,067 

-H    1,0 

=    0 

85 

I 

3,.4 

-^  0,142 

—  0,412 

— 

0,028 

-f-    2,0 

=    0 

86 

I 

2,o4 

—  0,092 

-  0,468 

-\- 

0,01 1 

—   3,0 

=    0 

87 

I 

4,81 

-f-    0,2l5 

4-  0,223 

— 

0,084 

-t-  6,0 

:=    0 

88 

3 

2,76 

-f-  0,123 

-j-  0,209 

— 

0,075 

+  7.3 

=    0 

89 

2 

—  o,3i 

—  o,oi4 

-H  o,i83 

— 

0,090 

-H  5,0 

=    0 

90 

2 

5,40 

+    0,232 

—  0,496 

— 

0,010 

-f-  0,5 

=    0 

91 

2 

0,45 

-1-  0,019 

-^  o,o3i 

— 

0,092 

-4-  5,0 

=    0 

92 

2 

6,01 

-i-    0,254 

-j-  0,525 

^ 

0,009 

-H  3,5 

=    0 

93 

2 

5,64 

-(-  0,238 

-H    0,502 

-4- 

0,023 

■+■  4,0 

=    0 

94 

3 

4,69 

-t-  0,198 

-f-  0,418 

-^ 

0,048 

4-    1,3 

=:    0 

95 

4 

3,94 

—  0,166 

-4-  0,349 

-f- 

0,059 

+  0,7 

=    0 

96 

2 

7.76 

-4-   0,319 

—  0,176 

— 

0, 1 13 

+  0,5 

=    0 

97 

2 

4.72 

-^  0,194 

—  0,021 

— 

0,093 

—  6,0 

::=    0 

98 

I 

6,35 

-^  0,259 

-^  0,023 

— 

0,104 

-(-  7,0 

=:    0 

99 

2 

8,00 

—  0,326 

-^  0,188 

— 

0,1x3 

-  9'5 

=    G 

100 

2 

6,35 

H-  0,258 

4-   0,519 

— 

o,oi3 

-+-   1,0 

::=    0 

lOI 

2 

3,23 

-H  o,i3i 

-^  0,374 

-^ 

0,044 

—  1.5 

=  0 

102 

3 

7>93 

-H    0,3l4 

—  0,324 

— 

0,098 

^    2,3 

=    0 

io3 

3 

7,00 

-H   0,277 

—    0,2l3 

— 

0,099 

-H  3,7 

=    0 

io4 

2 

—  1,28 

—  o,o5o 

-  0,447 

^- 

o,oi4 

-1-   0,0 

=:    0 
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Suite  des  lujuations  de  condition,  déduites  des  erreurs  des  Tables  provisoires,  en  tongituile. 


NOS 

SOMBRE 

d'ubser- 

ÎQUATIOSS    DE    CONDITION. 

d'ordre. 

valions. 

io5 

3 

8,4o  ^n 

+    0,317    St 

+  0,383  oe 

—   0,08g   Ôct 

4-  5"7  =  0 

106 

i 

4.70 

4-  0,177 

+  0,434 

—  0,023 

4-  4.0   =   0 

107 

2 

2,02 

-h    0,076 

4-    0,4  12 

—    0,01  1 

~  3,5  =  0 

108 

I 

o,o3 

+    0,001 

4-  o,43o 

—    0,0l4 

—  5,0  =  0 

109 

1 

■  ,44 

+  o,o54 

4-  0,387 

—    0,022 

—   1,0  =  0 

1 10 

2 

5,00 

+  0,187 

■+-   0,422 

—  o,o38 

4-   4,5   =   0 

1 1 1 

I 

-  2,36 

—  0,086 

—  0,40 1 

—  0,073 

4-    0,0    =:    0 

1 12 

I 

9,02 

-t-  0,329 

—   0,232 

~  0,11 1 

4-1 3,0    =    0 

ii3 

1 

2,95 

4-  0,107 

4-  0,367 

—  0,042 

4-   0,0   =   0 

,i4 

I 

—   1,60 

-  o,o58 

4-  o,4i4 

—  o,o56 

4-   6,0   =   0 

!l5 

1 

5,47 

4-  0,197 

+  o,i85 

4-  0,092 

—   2,0   =    0 

116 

3 

1,38 

H-  0,048 

+  0,042 

4-  0,081 

4-   2,0   =   0 

117 

1 

10, 5o 

4-  0,289 

—  0,497 

—  o,o5i 

4-8,1    =0 

n8 

4 

9-93 

4-  0,273 

-1-  o,o85 

—  o,io6 

4-  9,0  r=   0 

"9 

4 

6,65 

+   0,i83 

-\-  o,io5 

—  0,089 

+  12,0   —.    0 

120 

I 

—  0,18 

—  o,oo5 

-(-  0,245 

—  0,078 

4-   4,9   =   0 

121 

I 

7-67 

-f-  0,210 

4-  o,i34 

—  0,092 

4-1  1,2   =   0 

122 

2 

8,43 

-H  o,23o 

4-  0,485 

4-  o,o3i 

4-   4,9  =   0 

123 

I 

1,21 

4-  o,o33 

-t-  0,218 

4-  0,070 

—    1,8   =   0 

124 

2 

5,46 

-!-  0,148 

4-  0,409 

-i-  o,o38 

—   0,4   =    0 

125 

I 

3,94 

-+-  0,106 

—  0,342 

4-  o,o5i 

-    2,7    =    0 

126 

2 

9,68 

+  0,260 

—  0,526 

—  0,009 

4-  3,8  =  0 

127 

I 

—  5,27 

—  o,i4ï 

—  0,212 

—    0,1  19 

4-  0,7  =  0 

128 

2 

i,5o 

4-  o,o4o 

-H  0,084 

—  0,086 

4-2,1   =0 

129 

I 

10,57 

-H   0,281 

-1-  o,53o 

—  o,o3o 

4-  7,0  =r  0 

i3o 

3 

8,24 

4-  0,219 

+  o,485 

4-  0,017 

+  7,3  =  0 

i3t 

4 

6,18 

4-  0,164 

4-  o,4o4 

4-  o,o4i 

4-  2,2  =  0 

l32 

2 

o,56 

4-  o,oi5 

-1-  0,329 

4-  o,o5o 

—  0,9  =  0 

i33 

2 

—  9'7i 

—  0,257 

-H  0,583 

4-  o,o53 

-1-     1,2    =:    0 

i34 

1 

—  i6,o4 

—  0,425 

4-  0,616 

4-   0,IÏ2 

— 10,3  =  0 

i35 

2 

7.98 

-f-  0,211 

4-  o,465 

4-  o,o39 

4-  3,8  =  0 

i36 

I 

6,64 

4-  0,175 

—  0,245 

4-  0,080 

-t-  0,2  =  0 

'37 

2 

3,3i 

4-  0,087 

—  0,373 

4-  o,o38 

—  1,6  -—  0 

3a8 
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Suite  des  équations  de  condition,  déduites  des  erreurs  des  Tables  provisoires,  en  longitude. 


\       NOS 

.NOUEliE 

d'obser- 

ÉQt 

ATIONS    DE    CONDITION. 

<ror(ire. 

vations. 

i38 

—  2,90 

Sn   — 

0,076    S 

£  —    0,269 

Se -ir-   0,071    Su 

-  9,8  =  0 

i39 

6,47 

4- 

0,170 

—  o,336 

4-    0,064 

-  4,5  =  0 

>4' 

10,57 

-(- 

0,277 

—  o,55o 

—    0,010 

4-11,5  =  0 

î      '42 

1 1,02 

-+- 

0,288 

0,2l4 

—  0,1  o3 

4-10,0  =  0 

,43 

—  12,o3 

- 

o,3i3 

—  o,o34 

—  0,184 

4-  5,8  =  0 

'44 

—  5,oS 

— 

0,1 32 

-f-  o,oo5 

— '0,125 

—   1,2  =  0 

145 

3 

5,1. 

+ 

0,1 32 

+  0,417 

4-   0,020 

4-   3,2  =  0 

46 

3 

4,02 

4- 

0,1 04 

-\~  o,4o5 

4-   0,023 

4-  4,2  =  0 

'4: 

I 

0.77 

-1- 

0,020 

-f-  0,397 

4-   0,025 

4-   1,7  =  0 

i48 

2 

—  4,33 

— 

0,1 12 

-f-  0,492 

4-   0,018 

4-   i,o  =  0 

i   '49 

2 

—  8,i5 

— 

0,21 1 

4-  0,604 

4-   0,01 5 

—   1,3  ==  0 

1    i5o 

2 

-   ',43 

— 

0,037 

-+-  0,4 10 

4-   0,017 

4-    0,5    :=    0 

i5i 

2 

6,98 

-H 

0,180 

+  0,463 

—  0,010 

4-  5,3  =  0 

iSa 

2 

9' 04 

+ 

0,233 

4-  o,5io 

4-  0,020 

4-6,3  =  0 

i53 

2 

2,5o 

^ 

0,064 

—  0,297 

4-  o,o58 

—   0,2   ::=   0 

1    '54 

2 

-  7.'5 

— 

0,1 83 

—  0,247 

4-  0,094 

—  12,9   =    0 

i55 

I 

9,35 

-4- 

0,239 

-  0,477 

4-   0,044 

—  3,5  =  0 

i56 

5 

10,07 

-1- 

0,257 

—  0,522 

4-   0,026 

4-    1,6   =   0 

.5, 

2 

—  3;02 

— 

0,077 

—  0,455 

—   0,069 

4-   0,4   =   0 

i58 

3 

1,58 

-^ 

o,o4o 

-  0,196 

—   0,081 

4-  3,4  =  0 

iSg 

I 

7,18 

-i- 

0,182 

—  0,233 

-    0,077 

4-   2,5   =   0 

1    160 

3 

10,45 

-\- 

0,265 

0,2l3 

-   0,097 

4-  9,0  =  0 

>6, 

2 

12,86 

-H 

0,326 

—  0, 1 06 

—    0,118 

4-i4>6  =  0 

162 

2 

8,53 

-+- 

0,216 

4-  0,451 

—  o,o3i 

4-  8,3  =  0 

i63 

' 

',78 

-+- 

0,045 

4-  0,417 

—  0,006 

4-  4>o  =  0 

164 

2 

—  0,87 



0,022 

4-   0,443 

—  0,010 

4-  3,8  =  0 

i65 

I 

—  5,82 

— 

o,i47 

4-  o,55o 

—  0,022 

4-  5,0  =  0 

166 

I 

—  3,66 

- 

0,092 

4-  0,467 

4-  0,008 

4-  0,4  =  0 

.67 

168 

I 

~  8,02 

— 

0,201 

—  o,o65 

4-  0,108 

11,2    -—    0 

I 

— 10,24 

— 

0,254 

-  o,536 

—  0,109 

■+-  0,3  —  0 

169 

3 

—  5,4 1 

— 

0,1 34 

—  o,4i4 

—  o,o85 

4-  0,5  =  0 

170 

2 

i3,56 

-f- 

0,336 

—  0,178 

—  0,125 

4-i5,8  =  0 

171 

2 

i3,25 

-^ 

0,327 

4-  0,294 

—  o,io5 

4-16,4  =  0 
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Suite  des  équations  de  condition,  déduites  des  erreurs  des  Tables  provisoires,  en  longitude. 


Kos 

SOMCftE 

d'ordre. 

d'obser- 
vations. 

tQUATlOKS    DE    CO.NDITIOX. 

172 

3 

11,65 

Sn   -+-   0,288  J 

£  4-  o,358 

Se  —   0,084 

on   4-1 5,4   =   0 

173 

2 

0,81 

-H   0,020 

4-  o,386 

—  o,o4i 

4-  5,4  =  0 

'74 

I 

—  1,46 

—  o,o36 

4-  0,425 

—  0,028 

—  3,3  =  0 

175 

1 

6,18 

-f-   0,1 52 

4-  o,35o 

—  o,o58 

4-  44  =  0 

176 

2 

9>^6 

■+-  0,225 

4-  o,358 

4-  0,076 

4-  3,8  =  0 

•77 

I 

8,59 

4-  0,21 1 

4-   0,267 

4-  0,087 

4-   2,9  =   0 

178 

I 

4,61 

-4-  o,ii3 

4-  0,176 

4-  0,069 

4-5,1    =0 

■79 

' 

6,21 

+  0,1 52 

—  o,o3i 

4-  0,098 

—    1,9  =   0 

180 

I 

— 18,24 

—    0,321 

-  0,778 

4-  0,014 

—  6,2   =   0 

181 

4 

5,74 

■4-   0,189 

—  0,407 

—   0,080 

■+-  2,2   ^   0 

182 

• 

10,69 

4-  o,258 

—  0,4 16 

—  0,062 

-f-  7,4  =  0 

i83 

2 

12,16 

+  0,294 

—   0,898 

-  0,077 

4-12,1    =    0 

.84 

• 

6,76 

+  o,i63 

4-  0,297 

—  o,o65 

4-    8,2    =    0 

i85 

' 

0,17 

+  0,004 

4-  0,290 

—  0,072 

4-    1,9  =  0 

186 

2 

4>99 

-+-  0,120 

4-  0,282 

—  0,062 

4-   5,0   =   0 

,87 

I 

14,00 

+  0,336 

4-   0,470 

—  o,o48 

4-  6,8  =  0 

188 

I 

—  0,80 

—  0,019 

4-   0,219 

4-  0,069 

4-   2,2   =    0 

189 

1 

5,62 

4-  0,1 34 

4-   0,280 

4-  0,069 

—  0,4  =  0 

1()0 

2 

8,42 

-+-  0,200 

—   0,470 

—   0,028 

4-  4,0  —  0 

'9' 

I 

0,59 

-(-  0,01 4 

—   0,407 

—   0,004 

4-   0,6  =   0 

192 

4 

5,12 

+    0,121 

—  0,427 

4-   0,002 

—   8,9  =   0 

igS 

4 

8,53 

-+-    0,202 

—   0,464 

—  0,01 5 

4-  0,8  ^   0 

•94 

2 

9.98 

-f-  o,236 

-   0,474 

—  o,o3o 

4-   3,9  =   0 

•95 

1 

13,19 

+  o,3i  I 

—   0,439 

—  0,077 

4-  6,9  ^   0 

196 

3 

1 3,90 

-1-  0,328 

4-  0,088 

—  0,119 

4-i3,4  =  0 

•97 

I 

4,97 

+  0,117 

4-   0,178 

—  0,079 

4-11,8  =  0 

•198 

2 

2,42 

4-   0,057 

4-  o,i5i 

—  0,081 

4-    9,0    =::    0 

•99 

2 

-  •>96 

—  0,046 

4-   0,1 34 

—  0,099 

4-    7,0    =:    0 

200 

3 

11,94 

-1-   0,280 

4-  0,288 

—  0,098 

4-12,9    =    0 

201 

4 

13,19 

4-  0,309 

4-    0,408 

—  0,084 

4-4,6  =  0 

Tome  VIU.  —  AoïT  1843. 
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46.  I.a  latitude  héliocentrique  X  est  donnée  par  la  formule 

tang  ).  =  sin  {vt  —  S)  tang  9 , 

qui  fournit  par  la  différentiation  ,  en  réduisant  âv,  à  (^v,  et  en  considé- 
rant cos).  et  cos  ç  comme  égaux  à  l'unité  , 

oV=:sin(i',  —Q)âo  —  tango  cos' f,  —  5 )  tJ^S  +  tang 0  cos ft^,  —0)âv. 

En  multipliant  par  —  les  deux  membres,  on  obtiendra  l'expression  de 

la  variation  o\i  en  latitude  géocentrique  ;  et  en  substituant  cette  varia  • 
tion  dans  la  relation 

A  +  &A  —  A'  =  o, 

A'  étant  la  latitude  déduite  de  l'observation ,  on  aura  l'équation  de 
condition 

j  sin  (y,  —  S)  (?<p  —  -^  tang 9  cos (i^,  —5)  (?5  +  (A— A') 

+  -!•  tangçcos(i',  —S)âv=^o. 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  n'est  pas  toujours  négligeable.  En 
sorte  qu'en  remplaçant  r}v  par  sa  valeur,  n'*  42 ,  on  aurait  à  considérer 
simultanément  les  corrections  des  six  constantes  fi,  é,  e,  sr,  ç  et  0.  J'ai 
préféré  déterminer  des  valeurs  très-approchées  des  quatre  premières 
corrections  au  moyen  des  équations  de  condition  du  n°  4d.  J'ai  pu 
calculer  par  leur  moyen  la  correction  oV  de  la  longitude  héliocen- 
trique ,  et  obtenir  ainsi  la  petite  variation  qu'il  faut  apporter  à  l'erreur 
en  latitude  observée,  A  —  A',  pour  n'avoir  plus  dans  les  équations  que 
deux  inconnues ,  la  correction  de  l'inclinaison  et  la  correction  de  la 
longitude  du  nœud. 

C'est  ainsi  qu'ont  été  déterminées  les  équations  de  condition  sui- 
vantes, qu'on  trouvera  disposées  comme  celles  du  n°  4o. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 
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Équations   de  condition,   déduites  des   erreurs  géocentrirjues  des   Tables  provisoires ,   en    latitude 


l\o- 

.tOMCIlL 

N"s 

^OMBliE 

d'obser- 

ÉQUATIONS   UK    CONDITION.            |] 

d'ûbser- 

ÉQUATIONS    DE    CONDITIO.             J 

d'ordre. 

I 

vations. 

d'ordre. 

Tations. 

! 

1 

0,162  S<f 

— o,o3i50 

— 5,0=0 

37 

2 

0,379^^ 

-f-0,001  SO 

0,3  =  0 

2 

3 

0,281 

-4-0,016 

+4,i=o 

38 

1 

— o,o63 

— o,o3i 

1,6  =  0 

3 

5 

0,167 

-t-0,048 

—  1,5=0 

39 

1 

0,194 

-l-o,o35 

— o,8=ol 

4 

2 

0,000 

-^o,o64 

4'0=0 

40 

1 

0,1 85 

— 0,029 

-3,3=0 

5 

6 

— 0,2l4 

— 0,043 

-t-0,  1=0 

4' 

2 

—0,21 1 

-l-o,o32 

—5,5=0 

6 

5 

o,o33 

— o,o38 

— 2,5^0 

42 

3 

0,364 

— 0,010 

— 1,0=0 

7 

I 

0,143 

— o,o3o 

— 2,7^0 

43 

5 

—0,348 

— 0,01 1 

+0,8=0 

8 

2 

0,233 

— o,oi3 

1,5=0 

45 

2 

0,262 

+0,023 

+4,5=0 

II 

3 

0,255 

-t-o,o4o 

— 2,1=0 

46 

5 

0,  io5 

+o,o52 

+0,8=0 

12 

2 

0,209 

-f-o,o5o 

-.,4=0 

47 

3 

— 0, 1 00 

+o,o63 

— 0,6=0 

i3 

4 

0,  lOI 

+o,o63 

—3,6=0 

48 

3 

— 0,092 

— o,o3i 

+3,2=0 

•  4 

2 

—  0,122 

+0,077 

— 6,7=0 

49 

4 

0,333 

— 0,019 

+3,3=0 

iG 

4 

0,243 

— o,o38 

-4,3=0 

5o 

0 

—0,394 

+0,008 

+8,4=0 

'7 

4 

0,086 

— o,o32 

— 1,5=0 

5i 

4 

— O,2o4 

— 0,024 

+->,6=o 

i8 

4 

0,202 

— 0,019 

— 3,7=0 

52 

3 

—0,279 

+0,073 

—  2,3=:0 

M) 

4 

0,029 

-1-0, o4o 

-5,4=0 

54 

1 

0,023 

+o,o4o 

— 5,9=0 

20 

3 

—0,086 

-1-0,042 

— 1,3=0 

55 

I 

—0,144 

+o,o4o 

—  3,9=0 

21 

3 

—0,192 

-1-0,039 

4-0,5=0 

56 

I 

0,289 

— 0,001 

+  2,8=0 

22 

2 

— o,4o5 

-H  0,0 12 

-4,2=0 

57 

I 

o,3o3 

+0,025 

-^1,4^0 

23 

' 

—0,435 

— 0,004 

-h44=o 

58 

1 

0,270 

— 0,009 

+  2,2=0 

4 

2 

0,097 

— o,o3o 

— 2,6=0 

59 

. 

0,333 

+0,028 

+  3,4=0 

25 

I 

0,000 

-t-0,043 

— 1,7=0 

6. 

4 

0,  i4i 

+o,o35 

—  2,8=0 

26 

3 

— 0,009 

— o,o33 

4-o,6^o 

62 

r 

—0,157 

— o,o33 

+2,7=0 

27 

I 

— o,o4o 

-(-o,o47 

— 2,7=0 

63 

1 

—0,319 

+0,022 

— 3,0  =  0 

28 

2 

— 0,291 

-1-0,043 

-1-0,4=0 

64 

2 

— 0,324 

+0,006 

—  1,1 =:0 

29 

2 

—0,409 

-(-o,o3i 

— 0,3=0 

65 

2 

— o,3io 

— 0,002 

—  I,5:=o! 

3i 

4 

o,n9 

— 0,028 

— 1,6=0 

66 

4 

— 0,362 

+o,o4o 

—  3,6=0; 

32 

2 

o,i5i 

-(-o,o38 

—6,4=0 

67 

3 

-0,448 

+o,o3i 

—  2,5=0 

33 

I 

— 0,000 

-f-o,o5o 

— 5,7^0 

68 

I 

0,191 

+o,o33 

—  3,3  =  0 

—  2,4=01 

34 

2 

— o,33o 

-f-o,o47 

— 1,3=0 

69 

1 

0,080 

+0,046 

35 

i 

0,284 

— o,oo5 

— 4i2=0 

70 

2 

— 0,452 

+o,o4o 

—  3,8=0 

36 

2 

0,246 

^-o,oI8 

— 3, 1=0 

7' 

1 

0,252 

+0,023 

+  2,0=ro 

/ja. 
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Suite  des  équations  de  condition,  déduites  des  erreurs  des  Tables  provisoires,  en  latitude 


IV,- os 

NOMBRE 

IVos 

NOMCr.E 

1 

d'obsor- 

ÉQUATIONS    DE    CONDITION. 

d'ûbscr- 

ÉQUATIONS    DE    CONDITION.             |j 

d'ordre. 

v.Uions, 

d'ordre. 

ïalions. 

72 

3 

— 0,  l8ooy 

-(- 0,061  06 

— 2,0=0 

106 

1 

0,445^ 

+o,o44  '>^ 

— 3,0=0 

73 

I 

— o,2qo 

+0,059 

—3,9=0 

107 

2 

— o,o58 

+o,o58 

—0,9=0 

74 

I 

0,236 

— 0,017 

—  1,8=0 

108 

I 

0,196 

+  0,060 

-4-4,4=0 

75 

I 

o,3i6 

+0,001 

+  1,6=0 

109 

1 

0,1 36 

—0,034 

+  1,0=0 

76 

I 

—0,475 

+o,o3i 

+3,0=0 

110 

2 

0,240 

— 0,017 

—0,9=0 

77 

4 

0,326 

— 0,009 

+  l,2:=0 

111 

I 

-0,388 

+o,o55 

+0,0=0 

79 

I 

—0,377 

— 0,007 

+0,6=0 

I  12 

1 

— 0,070 

— o,o3o 

+6,6=0 

80 

2 

0,27  I 

+o,oi5 

2,4:=0 

ii3 

I 

0, 1 14 

+o,o52 

—  1,9=0 

81 

2 

0,080 

+o,o53 

+  I,I:=0 

114 

I 

—0,166 

+0,067 

—3,9=0 

82 

j 

0,269 

+0,028 

+  1,4=0 

ii5 

1 

—0,146 

+o,o38 

—4,9=0 

83 

3 

— 0,017 

— o,o4o 

—3,4=0 

116 

3 

—0,398 

+0,011 

+0,7=0 

85 

I 

0,020 

— o,o36 

+3,4=0 

1.7 

1 

-0,249 

— 0,017 

+3,9=0 

86 

I 

0,264 

— 0,029 

— 0,7=0 

118 

4 

0,264 

—0,009 

+2,4=0 

87 

I 

o,3o6 

+o,oi3 

+  3,O=r0 

•'9 

4 

0,321 

+0,011 

—0,8=0 

88 

3 

0,270 

+0,037 

+2,6=0 

120 

I 

—0,319 

— o,o3i 

+2,9=0 

89 

2 

0,143 

+0,061 

— 1,4^=0 

121 

I 

— o,oi5 

— o,o35 

+5,9=0 

9° 

2 

—0,337 

+0,001 

+0,3=0 

122 

2 

0,091 

+0,039 

— 0,7=0 

9> 

2 

0,293 

+0,043 

+  1,3=0 

123 

I 

— o,386 

+0,027 

—0,8=0 

92 

2 

0,1 63 

+o,o32 

—  1,9=0 

124 

2 

0,285 

+0,016 

+0,3=r0 

93 

2 

0,121 

+0,037 

—  I,l=rO 

125 

' 

— 0,207 

+0,048 

—  2,9=0 

94 

3 

— o,oo3 

+0,044 

— 1,3=:0 

126 

2 

— o,3o3 

— o,oo5 

+0,7=0 

95 

4 

— o,ii3 

+0,045 

— 1,9=0 

127 

I 

0,284 

+o,o58 

+  1,1=0 

96 

2 

0,116 

— 0,027 

+  6,8=0 

128 

2 

—0,364 

— 0,023 

—  0,7=0 

97 

2 

o,3o6 

— o,oo5 

—  2,3=0 

129 

I 

o,23o 

+0,021 

—  0,l:c;0 

98 

I 

— o,o33 

— o,o33 

+  1,9=0 

i3o 

3 

0, 106 

+0,040 

— 0,7=0 

99 

2 

0,1 35 

—0,025 

+  2,1=0 

i3i 

4 

—0,048 

+0,048 

—  3,6=0 

100 

2 

0,187 

+o,o3i 

+  1,3=0 

l32 

2 

—0,364 

+o,o38 

— 0,7=0 

101 

2 

— 0,122 

+0,049 

+3,1=0 

i33 

2 

—0,533 

+o,oo3 

+0,5=0 

102 

3 

o,o3o 

— o,o3o 

+  7,2=:0 

i34 

1 

0,029 

— o,o5i 

+  3,7=0 

io3 

3 

0, 1  37 

—0,027 

+6,0=rO 

i35 

2 

0,229 

+0,024 

+0,4=0 

104 

2 

—0,374 

+0,046 

+  I,0=:0 

i36 

1 

— o,3o8 

+0,010 

— 4,2:=0 

io5 

4 

0,260 

+0,001 

+  1,5=0 

.37 

2 

— 0,2l3 

— o,o3o 

— 1,3=0 
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Suilc  des  équations  de  condition,  déduites  (les  erreurs  des  Tables  provisoires,  en  latitude. 


IV,., s 

SOMDKF. 

N'-s 

>OUCP.E 

1 

d'obser- 

ÉQUATIONS   DE    CONDITIOX. 

d'obser- 

ÉQUATIONS   DE    CONDITION.            j] 

.l'onlre 

vations . 

d'ordre 

vations. 

i38 

1 

0,I94(Î, 

H-o,o53  5 

9  — 0,6=0 

170 

2 

0,092^' 

— o,o3oo 

G    +3,0=ro 

189 

I 

-0,248 

4-o,o36 

-i-5,2=0 

171 

2 

O,25o 

— 0,006 

+1,9=0 

.4. 

1 

—  0,280 

— 0,009 

—3,5=0 

172 

3 

0,274 

+0,007 

+0,6=0 

142 

1 

0,128 

— 0,027 

-1-2,5=0 

.73 

2 

—  o,o54 

+o,o63 

—  1,5=0 

.43 

I 

—  0,552 

-i-o,o55 

—5,3=0 

'74 

' 

— 0,037 

— 0,043 

+  1,8=0 

•44 

1 

—  o,55i 

-+-0,022 

-)-i,5=o 

.75 

l 

0,1 48 

— o,o3o 

+0,1=0 

145 

3 

— o,o52 

-)-o,o52 

-0,4=0 

.76 

2 

0,000 

+0,039 

—  2,3  =  0 

.46 

3 

—0,1 15 

-l-o,o53 

— 3,0=0 

'77 

I 

— 0,075 

+o,o4o 

— 0,5=0 

.4.; 

I 

—0,284 

+(),()5o 

— 2,1=0 

178 

I 

— 0,232 

+o,o33 

—2,9=0 

.48 

2 

— 0,452 

-+-0,037 

—  2,7:=0 

'79 

• 

— o,3o8 

+0,024 

+0,7=0 

•49 

2 

— 0,526 

-+-0,026 

-(-0,5=0 

181 

4 

— 0,40 1 

+o,oi5 

+0,4=0 

i5o 

2 

0,179 

— 0,034 

-h3,5=o 

182 

1 

— 0,270 

— 0,018 

+o,g=o 

i5i 

2 

0,283 

—  0,004 

— 0,6=0 

i83 

2 

— 0, 1 80 

— 0,025 

+2,1=0 

iSa 

2 

0,242 

-+-0,019 

-t-2,0=0 

i84 

I 

0,262 

+o,o33 

+  1,3=0 

i53 

2 

—0,277 

— 0,025 

-i-O,O:=0 

i85 

I 

o,o63 

+o,o63 

— 0,4=0 

.54 

2 

0,367 

-l-o,o33 

—  I,6=rO 

186 

2 

0,021 

— 0,037 

+4,8=0 

i55 

I 

— o,3o6 

+0,011 

-1-0,8=0 

187 

I 

0,086 

+0,037 

+  1,0=0 

i56 

5 

— o,3o3 

-t-o,oo3 

— 0,  i=oi 

188 

1 

o,35i 

+0,008 

—  1,1  :=0 

.5, 

2 

0,362 

-t-0,008 

-l-2,3=o| 

.89 

I 

0,220 

+o,o32 

+0,8=0 

i58 

3 

— 0,470 

-+-o,oo8 

-1,8=0 

190 

2 

— 0,106 

— o,o32 

+3,4=0 

,59 

I 

— o,3!4 

—0,0.9 

— 4>  '  =0 

'9' 

, 

0,147 

— o,o35 

— 0,6=0 

.60 

3 

— 0,166 

— 0,029 

-+- 1,6=0] 

192 

4 

—0,356 

+o,o32 

—  3,4=:0 

16  r 

2 

— o,oi8 

— o,o3i 

-t- 1,4=0 

193 

4 

— o,36i 

+0,006 

—  0,7^0 

1G2 

2 

o>'99 

+o,o35 

-t-o,9=o 

'94 

2 

— o,33o 

— 0,004 

+0,9=0 

i63 

I 

— 0, 1 36 

-|-o,o58 

— 7,0=0 

195 

' 

—0,182 

— 0,024 

— 6,!=o' 

164 

2 

— o,25o 

-+-o,o58 

—5,5=0 

196 

3 

o,'94 

— 0,019 

-^3,5=0 

i65 

I 

— 0,424 

-+-o,o5o 

-4,.=o 

•97 

I 

0,292 

-t-o,o33 

+  1,8=0 

1G6 

1 

o,o3i 

— 0,043 

+4,5=0 

198 

2 

0,252 

+0,046 

—  2,1=0 

167 

1 

— 0,190 

— 0,042 

+0,9=0 

'99 

2 

0,1 48 

-!-o,o64 

+  1,7=0 

168 

1 

—0,279 

-1-0,077 

— 1,0=0 

200 

3 

0,159 

— 0,024 

+  2,2  =  0 

I  (')() 

4 

—0,382 

-+-o,o6o 

—  2,3=0 

20. 

4 

0,226 

—  0,012 

+  2,2=0 
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§  IX. 

Des  passages  de  Mercure  sur  le  Soleil. 

47.  Les  observations  des  passages  de  Mercure,  sur  le  Soleil ,  sont 
les  seules  données  dont  nous  puissions  profiter,  pour  avoir  des  positions 
exactes  de  la  planète  à  des  époques  un  peu  éloignées  de  nous.  Plusieurs 
causes,  toutefois,  peuvent  entacher  ces  observations  d'erreurs  assez 
grandes;  et  je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  les  admettre  toutes  sans  dis- 
cussion. 

L'observation  du  premier  contact  extérieur  est  toujours  très-incei- 
taine;  celle  du  second  contact  extérieur  est,  aiT  contraire ,  assez  juste. 
J'ai  préféré,  toutefois,  n'employer  que  les  observations  des  deux  con- 
tacts intérieurs.  Elles  jouissent,  en  général,  d'une  grande  précision, 
ainsi  qu'on  le  reconnaît  en  comparant  les  observations  d'un  même 
passage,  faites  par  différents  astronomes.  Il  est  bien  entendu  que  je  ne 
parle  que  des  observations  faites  directement  au  moyen  des  lunettes. 
L'emploi  de  l'image  solaire ,  pour  reconnaître  l'instant  de  l'entrée  ou 
celui  de  la  sortie,  est  xm  procédé  détestable,  qui  peut  laisser  des  incer- 
titudes de  4  ou  5  minutes  de  temps. 

Lorsque  l'observation  a  été  faite  dans  un  grand  observatoire ,  on 
peut  regarder  l'heure  de  la  pendule  comme  exacte;  mais  en  est-il 
toujours  de  même,  quand  le  passage  n'a  été  vu  que  dans  une  contrée 
lointaine,  et  par  un  observateur  dont  le  nom  n'est  connu  qu'à  l'occasion 
de  ce  passage?  En  outre,  on  dépend  complètement  de  la  longitude  du 
lieu  de  l'observateur,  qui  souvent  ne  l'a  pas  connue  lui-même  d'une 
manière  exacte.  Et  alors,  en  recourant  aux  observations  modernes 
pour  la  déterminer,  on  peut  s'exposer  quelquefois,  faute  de  rensei- 
gnements suffisants,  à  appliquer  à  un  lieu  une  longitude  qui  convient 
à  un  autre. 

Enfin  nous  ne  pouvons,  en  général,  déterminer  le  lieu  du  Soleil, 
pour  le  calcul  d'un  passage,  que  par  l'emploi  des  Tables,  dont  les 
erreurs  ne  sont  malheureusement  pas  toujours  aussi  faibles  qu'on 
pourrait  le  désirer.  J'ai  fait  usage  des  Tables  solaires  de  Delambre , 
Auxquelles  j'ai  appliqué  les  corrections  suivantes  : 
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i".  J'ai  corrigé  la  Table  XV,  qui  donne  l'équation  lunaire  de  la  lon- 
gitude, en  réduisant  le  maximum  de  la  perturbation  à  6", 7,  au  lieu  de 
7", 5  que  suppose  la  Table.  J'ai  corrigé  dans  le  même  rapport  le  maxi- 
mum de  la  perturbation  lunaire  du  rayon  vecteiu-,  donnée  par  la 
Table  XXIV. 

2".  Dans  l'emploi  des  Tables  XVI  et  XXV,  qui  donnent  les  per- 
turbations produites  par  Vénus,  j'ai  réduit  la  masse  de  cette  planète  à 
celle  qui  a  été  déterminée  par  Burckardt. 

3°.  J'ai  appliqué  à  la  longitude  vraie  du  Soleil  et  au  logarithme  du 
rayon  vecteur  les  corrections  suivantes  : 

^"O  =  2,61  —  i",33cosO  +  i",9osin  © 

-f-  (o",i448—  o",oo47  <^"s  O  —  o",o2oo  sin  Q)x  t, 
i  log  R  =  _  20,0  cos  O  —  i4,o  sin  O 

-f-  (0,21 1  cos  o  —  o,o5o  sin  Q)  X  t; 

t  est  le  temps  compté  à  partir  de  1800.  L'unité,  dans  la  correction  du 
logarithme  du  rayon  vecteur,  est  la  septième  décimale. 

48.  Supposons  qu'on  ait  observé  un  contact  intérieur  à  l'instant  i , 
temps  moyen  de  l'Observatoire  de  Paris;  et  cherchons  la  correction  -. 
qu'on  doit  apporter  à  ce  temps  pour  avoir  l'instant  apparent,  tel  qu'il 
eût  été  indiqué  par  les  Tables  provisoires. 

Soient,  à  cet  effet,  /  et  s  la  longitude  et  la  latitude  géocentriques 
de  Mercure  pour  le  temps  T,  affectées  de  l'aberration  et  de  la  parallaxe. 
Désignons  par  ©  et  o-  les  données  correspondantes  pour  le  Soleil. 
Appelons  m  et  n  les  mouvements  relatifs  de  Merc.ue  en  longitude  et 
en  latitude,  et  c  la  différence  des  demi-diamètres  apparents  du  Soleil  et 
de  Mercure  pour  l'instant  de  l'observation.  Si  nous  posons 

(/  -  O  +  mtj  +  (j.  _  j  +  ntf  =  c% 

la  plus  petite  des  racines  de  cette  équation  nous  fera  connaître  l'instant 
T  de  la  phase  apparente ,  compté  à  partir  du  temps  T,  et  tel  qu'il  serait 
fourni  par  les  Tables. 

La  différence  r  entre  le  calcul  et  l'observation  est  une  erreur  des 
Tables  qu'il  s'agit  de  corriger,  en  supposant  le  lieu  du  Soleil 
exact,  mais  en  attribuant  à  la  longitude  /  de  Mercure,  à  sa  latitude  s. 
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et  à  la  constante  c,  des  corrections  convenables,  oV,  oV  et  oV.  La 
variation  correspondante  du  temps,  fournie  par  l'équation  précédente, 
devra  être  égale  à  (—  t);  en  sorte  qu'on  aura  l'équation  de  condition 


âl 


l-Q 

a, 


l-Q 


^'M 


l-Q 
En  la  multipliarit  par -,  remarquant  que  —  — o*/  est  la  correc- 
tion de  la  longitude  héliocentrique ,  et  que  —  o*^  est  la  correction  de  la 
latitude  héliocentrique,  il  viendra  , 

a,     c      %     .    A.  ' 


-0  r,  l- 


-Q^' 


l-Q- 


J'ai  employé  ,  pour  le  calcul  de  cette  équation  ,  le  demi-diamètre  du 
Soleil,  tel  que  Delambre  le  suppose  dans  ses  Tables,  mais  en  le  dimi- 
nuant de  3", 6,  comme  cet  auteur  le  prescrit  pour  le  calcul  des  éclipses 
de  Soleil.  J'ai  supposé  le  demi-diamètre  de  Mercure  égal  à  3", 23  à  la 
distance  moyenne  (n"  7). 

Passage  du  5  mai  i832. 

49.  M.  Bessel ,  qui  l'a  observé  à  Rœnigsberg ,  fixe  le  premier  contact 
intérieur  à  io''24'"38%8,  temps  moyen  de  son  observatoire  ;  et  le  second 
contact  intérieur  à  1 7*^  'y^SH^o. 

La  longitude  de  l'observatoire  de  M.  Besseî  est  de  i""  12™  39*  à  l'est 
de  l'Observatoire  de  Paris;  sa  latitude  est  de  5/^''^1'5o"  au  nord. 

Avec  ces  données,  on  obtient  les  résultats  suivants  : 


Temps  moyen  de  Paris 

Longitude  géocentrique  /  de  Mercure. 
Latitude  géocentrique  s  de  Mercure.  . 

Longitude  Q  du  Soleil 

Latitude  (7  du  Soleil 

Distance  c  des  centres 

Erreur  tabulaire  t 


Premier  contact. 

Deuxième  contact. 

9-.1"  59%8 
45°    2'      o",i 

i5''54"  59%  0 

44° 5i'  27",4 

10.    10",  2 

5 .   21  ",o 

44.50.     7",9 
—     6",  2 

45.  6.   i5",8 
—    5",  2 

943  ,0 

—    20%6 

-  58%. 
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et  on  en  déduit  les  deux  équations  de  condition 

Entrée Sv  —  0,87  S\  -t-   i  ,63  Se  -+■   i",g  :=  o, 

Sortie Sv  -\-  0,3-]  Si  —   i,3o  lîc  +  4")4  =  o- 

Si  l'on  multiplie  la  seconde  par  |,  et  qu'on  ajoute  le  résultat  avec  la 
première,  on  aiu'a  l'équation  suivante  : 

â'v=  —  3", 4  +  o,  i3  ^X  -I-  o,  1 3  oV. 

â).  et  (?c  ne  pouvant  avoir  qu'une  très-légère  influence  sur  le  second 
membre,  la  constante  —  3", 4  représente  sensiblement  la  correction  de 
la  longitude  héliocentrique  tabulaire. 

Passage  du  q  novembre  1802. 

30.  C'est  le  dernier  dont  Lalande  ,  qui  s'est  occupé  si  longtemps  de 
Mercure,  ait  pu  faire  usage.  «  Je  l'ai  observé ,  dit  cet  illustre  astronome, 
»  avec  délices,  dans  le  même  endroit  où  il  le  fut  pour  la  première  fois 
»  par  Gassendi,  l'un  de  mes  plus  illustres  prédécesseurs  au  Collège  de 
»  France.  «  On  n'a  vu  à  Paris  que  la  sortie.  Voici  les  instants  obte- 
nus pour  le  second  contact  intérieur,  par  six  observateurs  :  ils  sont  tous 
en  temps  vrai,  réduit  au  méridien  de  l'Observatoire. 

Temps  vrai 

du  deuxième 

contact  interne. 

Lalande i2''6'"29' 

Messier 12.6.49 

Lalande  neveu 12.6.44     1                    ,       ■      .  u   c    / f 

„           j                                           ce/)  Moyenne  des  SIX  observations.  la"   fa"'44' 

Bouvard 12.6.04     l   j.    ^            ,  ,, 

Méchain .2.6.45         Équation  du  temps m_.J4^ 

Burckardt 12.6.45     1  Temps  moyen  de  l'observât.    .  ii.5o.46 

Jai  déduit  de  cette  observation  les  résidtats  suivants  : 

Longitude  géorentrique  /  de  Mercure 226°   8'      5", 4 

Latitude  géocentrique  s  de  Mercure 3.    12  ,1 

Longitude  O  du  Soleil 226.23.   58,3 

Latitude  a  du  Soleil —     7)3 

Distance  c  des  centres 9^'-  »9 

Erreur  tabulaire  t — io8%o 

Sv  -+-  0,21  S\  —  2,20  3c  -h  23", 3  =  o. 

Tome  VIII   —  Aoct  1843.  4-' 


Premier  contact. 

Deuxième 

contact 

g*"  20"      9%8 

i6''38™ 

4S4 

47°   o'    22",  3 

46°  49' 

3",3 

—  3.     7  ,2» 

-  8. 

22  , 1 

46.44.  53,6 

47.   2. 

22  ,5 

—    5,6 

— 

3,7 

942,4 

62%  9 

9%6 
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L'erreur  de  la  distance  des  centres  a  trop  d'influence  dans  cette  équa- 
tion pour  qu'on  puisse  l'employer  seule  au  calcul  de  ^v. 

Passage  du  7  mai  1 799. 

ol.   Il  a  été  observé  complètement  par  Delambre.  J'ai  déduit  de  son 
observation  les  résultats  suivants  : 


Temps  moyen  de  Paris 

Longitude  géocentrique  /  de  Mercure. 
Latitude  géocentrique  s  de  Mercure. 

Longitude  0  du  Soleil 

Latitude  g  du  Soleil 

Distance  c  des  centres 

Erreur  tabulaire  t 

d'où  les  équations  de  condition 

Entrée of  -f-  0,20  Si  -+-   i,25  Se  —  4">9  ^=  °' 

Sortie Sv  —  0,62  Si  —   i  ,44  Se  —  o",9  =  o . 

La  première,  multipliée  par  |,  puis  ajoutée  avec  la  seconde,  donne 

Sf  =  3", 3  +  0,1 3  ô>  —  0,17  oc. 

La  constante  du  second  membre  est  sensiblement  la  correction  de  la 
longitude  tabulaire. 

Passage  du  5  novembre  1789. 

52.  Le  premier  contact  interne  a  été  observé,  à  Paris,  par  Cassini , 
Delambre ,  Messier  et  Méchain.  Voici  les  résultats  de  leurs  observations 
eu  temps  vrai  : 

Cassiui i3''i9"  5%8  \ 

Delambre i3.ig.   2,o( 

.,      •  1     o  cr  }  Moyenne  des  observations.  .    i3''iq'°  o',5 

Messier 1 3.  10.54,0  i     ,■'    .  y^         ' 

,,,  ,    .  ~  1  Equation  du  temps ii.43.5i  ,i 

Mecliam 13.19.    0,0  /       '  ^  ^ l2 

Temps  moyen  de  la  phase.   .    i3.   2. 5 1,9 
Le  second  contact  interne  a  été  observé,  à  Montevideo,  par  Galiano, 
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Veriiacci  et  de  la  Concha.  Leur  longitude  était  de  3'' 54"  iS"  à  l'ouest 
de  Paris,  et  leur  latitude  de  34°54'48  3"  sud.  La  moyenne  de  leurs 
observations  nous  donne  : 

Second  contact,  temps  vrai  de  Montevideo i4''i5'°ii' 

Longitude  ouest  de  Jlontevideo 3.54- 15 

Equation  du  temps ii.43.5i 

Temps  moyen  de  la  phase 17.53.17 

Le  calcul  de  ces  observations  donne  successivement  : 


Longitude  geocentrique  /  de  Mercure. 
Latitude  géoct-ntrique  .j  de  Mercure.  . 

Longitude  Q  du  Soleil 

Latitude  a  du  Soleil 

Distance  c  des  centres 

Krreur  tabulaire  T 


Entrée dV  +  0,72  S").  4-  2,64  ôc  ■+-     7", 4  =  o, 

Sortie Se  —  o,34  Si  —  2,27  Se  -+-    11", 4  =  O- 

La  seconde  équation,  nndtipliée  par  |  et  ajoutée  à  la  première,  fournit 
la  relation 

^1'    =:     9", 7     —    0,12    31    -+■    0,19    Se. 

Passage  du  4  mai    1786. 

35.  On  sait  que  les  Tables  de  Lalande  ayant  indiqué  la  sortie  53  mi- 
nutes trop  tôt,  elle  fut  manquée  à  Paris  par  la  plupart  des  astronomes. 
L'observation  a  été  faite  complètement  à  ^littaw,  parBeitler;  à  Saint- 
Pétersbourg,  par  Inochodzow;  à  Bagdad,  par  de  Beauchamp. 

Pour  comparer  ces  résultats  entre  eux ,  je  réduirai  tous  les  calculs  au 
centre  de  la  Terre.  La  latitude  de  Mittaw  est  de  56"  Sg'  N.  ;  celle  de 
Saint-Pétersbourg  de  Sg"  56'  N.  ;  celle  de  Bagdad  de  33°  20'  N. 


Premier  contact. 

Deuxième  contact. 

223°  47'  55",5 

-   9.    30,2 

223°  3i'    44 ">5 

-    5.       5,1 

223.34.  ^7  ,7 
-    8,3 

223.47-       *  '" 

I  ,5 

962  ,4 
—  32%  3 

-  57S6 

43.. 


34o 
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Beitler. 

Inochodzow. 

de  Beaucbamp. 

41'37"'26^ 
22.34. ~1 

0 .    1 .  40 
1 1 .  56 .  3 1 

5''  3"'i3^ 
22.  8.    6 

0.  1.42 
11.56.  3i 

gh    (jo,    5, 

21 . II .5i 
0.  0.40 
ii.56.3i 

3.10.    4 

3.  9.32 

3-  9    7 

lleitlcr. 

Inochodzow. 

de  Beaucijanip. 

22.34.  27 

23.58.49 
11.56.  3i 

22.    8.     6 

23.58.59 
1 1 .  56 .  3 1 

Il '■  22""  52* 
21 .11  .  5l 

23.59.  ^7 
1 1 . 56 .  3 1 

8.3o.5o 

8.30.48 

8  3o.4i 

Instant  du  premier  contact  interne ,  en  temps 

vrai  de  chaque  méridien 

Différence  avec  le  méridien  de  Paris 

Reduc^ion  au  centre  de  la  Terre 

Équation  du  temps 

Temps  raoven  pour  le  centre  de  la  Terre.   .   . 

d'où,  par  une  moyenne  entre  les  trois  résultats,  3''9™34"pour  le  temps 
moyen  de  la  phase  vue  du  centre  de  la  Terre. 


Instant  du   deuxième   contact  interne,    en 

temps  vrai  de  chaque  méridien 

Différence  avec  le  méridien  de  Paris.   .   .   . 

Réduction  au  centre  de  la  Terre 

Équation  du  temps 

Temps  moyen  pour  le  centre  de  la  Terre. 

Ainsi  le  second  contact  interne  a  eu  lieu  pour  le  centre  de  la  Terre 
à  8''3o™46%  temps  moyen  de  Paris. 

Dans  la  comparaison  suivante  de  ces  observations  avec  les  Tables, 
les  positions  de  Mercure  et  du  Soleil  sont  rapportées  au  centre  de  la 
Terre  : 


Longitude  geocentrique  de  Mercure. 
Latitude  geocentrique   de  Mercure. 

Longitude  du  Soleil 

Latitude  du  Soleil 

Distance  c  des  centres 

Erreur  tabulaire  r 

Entrée ....     Sv  —  i ,  54  ôX 

Sortie  ....      Je  -4-  0,73  B\ 

Ces  deux  équations  fournissent  la  suivante 

oc  =:  4 " > 4  +  0,11  S\  —  0 ,  1 3  âc. 


Premier  contact. 

Deuxième  contact 

43°  53'     6",  4 

43°  44'  5o",o 

i3.    1 1  ,6 

9.20,2 

43.44.   29,0 

43.57.25,8 

0,3 

0,3 

943,1 

5i%4 

54%o 

2,21  ^c  —  5",3  =  o; 
1 ,540c  —  3",8  =:  o. 
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Passage  du  12  novembre  1782. 

54.  Il  a  été  vu  complètement  à  Paris.  Les  discordances  qui  existent 
entre  les  instants  donnés  par  les  différents  astronomes,  pour  une  même 
phase,  sont  très- propres  à  montrer  combien  on  doit  quelquefois  avoir 
une  juste  défiance  des  observations  isolées.  Voici  les  données  de  l'ob- 
servation du  premier  et  du  second  contact  internes,  en  temps  vrai  de 
l'Observatoire  de  Paris  : 


LaVande.  .  . 
Messier.  .  . 
Marie.  .  .  . 
Le  Gentil.  . 
Cassini  (lils). 
Dagelet,  .  . 
Méchain.  . 
Le  Monnier. 
Cagaoli.    .    . 


l"" 

contact 

interne. 

i5t 

4-57= 

i5 

4 

38 

i5 

4 

38 

i5 

4 

24 

i5 

4 

21 

i5 

2 

32 

i5 

2 

8 

i5 

1 

48 

i5 

0 

21 

2'  contact 

interne. 

lôl- 

i8' 

16. 

■7 

18 

16. 

16 

2 

16. 

•7 

46 

16. 

16 

24 

Méchain  dit  que  l'inceitittide  de  son  ob- 
servation de  la  sortie  est  de  5  secondes 
au  plus. 


Ainsi,  les  observations  du  premier  contact  interne,  par  Laiande  et 
Cagnoli,  diffèrent  entre  elles  de  4™  36%  ce  qui  correspond  à  une  varia- 
tion de  35", 6  dans  la  longitude  héliocentrique.  Les  observations  du 
second  contact  interne,  par  Le  Gentil  et  Dagelet,  diffèrent  entre  elles 
de  2'" 5%  ce  qui  correspond  à  tuie  variation  de  8")", 4  dans  la  longitiule 
héliocentrique. 

Hâtons-nous  de  dire  qu'il  s'en  faut  de  beaucoup  qu'on  ait  souvent  de 
pareilles  incertitudes  à  redouter.  L'inégalité  des  résultats  vient  ici  de 
ce  que,  Mercure  n'ayant  décrit  qu'iuie  très-petite  corde  du  disque  so- 
laire, la  projection  du  mouvement  relatif  de  la  planète  sur  le  rayon  du 
Soleil,  passant  au  point  de  contact,  était  très-peu  sensible.  Déplus, 
le  Soleil  était  très-bas  sur  l'horizon ,  surtout  à  l'instant  de  la  sortie  ;  l'on- 
dulation et  la  dentelure  de  son  bord  étaient  extrêmes. 

On  peut  cependant,  avec  quelques  précautions,  déduire  de  ce  pas- 
sage de  1782  de  bons  résultats.  Nous  allons  le  comparer  aux  Tables, 
en  choisissant  les  quatre  observations  de  Le  (ientil,  Cassini,  Dagelet  et 
Méchain,  qui  ont  l'avantage  d'être  complètes.  La  moyenne  de  ces  quatre 
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observations  est  de  i5''3™ai'  pour  l'entrée,  de  i6''i7'"23'  pour  la 
sortie;  et  en  y  ajoutant  l'équation  du  temps  i  i''44™3o*,  nous  trouvons 
successivement  : 


Temps  moyen 

Longitude  géocentrique  /  de  Mercure. 
Latitude  géocentrique  s  de  Mercure.    . 

Longitude  Q  du  Soleil 

Latitude  u  du  Soleil 

Distance  c  des  centres 

Erreur  tabulaire  t 


Premier  contact. 

Deuxième  conlacl 

i4''47"'  5l%0 
23o°  29'    52", 8 

14.     52",4 

23o.23.    58", 2 

-    8",5 

963",9 

16"   !■"  53%o 

230°  25'    4o")6 

i5.    56",  I 

230.27.      3",o 

-   8",4 

-i88so 

Entrée . 
Sortie. . 


3i>  =  o ,  1 29  T  +  2 ,  70  iTa  —  6 ,  o  1  ^c , 
S:'  =  0,683  T  — i5,o5.î).  +32,73  (îc. 


Nous  ne  pouvons  pas,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  iiaut,  nous 
flatter  de  connaître  r  fort  exactement,  ni  pour  l'entrée,  ni  pour  la 
sortie.  Il  y  a  peu  d'inconvénients  pour  l'entrée,  à  cause  du  petit  facteur 
0,129  qui  multiplie  cette  correction  du  temps.  Mais  il  en  est  autrement 
dans  l'équation  donnée  par  l'observation  de  la  sortie  :  on  voit  que  3o  se- 
condes d'erreur  sur  l'instant  de  l'observation  correspondraient  à  21  se- 
condes de  longitude  géocentrique.  Par  cette  raison,  avant  d'employer 
la  seconde  équation  de  1782  ,  avec  celles  fournies  par  les  autres  pas- 
sages, nous  diviserons  tous  ses  termes  par  quatre.  Mettant  d'ailleurs 
pour  T  sa  valeur,  nous  aurons  les  deux  conditions  : 


Entrée ov  —   2,70  0/. 

Sortie jSv  -h-  3,76  SI 


6,01   Se  —  25  ,6  :=  o, 
8,18  Se  -+-  32", I   =  o. 


On  déduit  d  ailleurs  de  ces  deux  équations 

Sv  =  i",9  —  o,o4  0).  —  o,o5  Se. 
Passage  du  9  novembre  1 769. 

3o.  L'entrée  a  été  observée  à  Philadelphie  et  à  Norriton.  Nous 
ramènerons  toutes  les  observations  au  méridien  de  Norriton,  qui  est 
de  52  secondes  à  l'ouest  de  celui  de  Philadelphie,  et  nous  trouverons 
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pour  l'instant  de  la  phase  apparente,  déduit  de  six  observations  : 

Smith i4''36">35» 

Lukens i4.36.33 

Ritteiihouse 14.  36.  35 

Williamson 14. 36. 38     >  Moyenne  des  observations.   .   .       14'' 36-39' 

Shippen 14.36.48     l  Longitude  de  Norriton 5. 10.  55 

f'vans i4   36.46     I  Équation  du  temps .1.44. 

Ewing. 14. 36. 38     /  

Temps  moyen  de  la  phase.   .   .   .    19.31   4^ 

La  latitude  de  Norriton  élant  d'ailleurs  de  4o"io'  nord  ,  nous  aurons 
successivement  : 

Longitude  géocentrique  /  de  Mercure aaij^Sp'    7", 2 

Latitude  géocentrique  j  de  Mercure 5.i4",4 

Longitude  ©du  Soleil 227. 43. 54", 2 

Latitude  o-  du  Soleil —  7",6 

Distance  c  des  centres 9^3", 7 

Erreur  tabulaire  t 54'>7 

Si'  —  0,35  S).  -+-  2,38  oc  —   1 1  ,0  =  o. 

Passage  du  7  novembre  1756. 

SB.  L'observation  en  a  été  faite  complètement,  à  Pékin  ,  ])ar  les  PP. 
Ganbil  et  Amiot,  dans  le  palais  de  l'empereur,  résidence  des  jésuites 
français.  Leurs  résidtats  me  paraissant  défectueux  et  inconciliables  avec 
ceux  qu'on  déduit  des  autres  passages,  je  transcris  d'abord  letu-  obser- 
vation comj)lète>  en  temps  vrai  du  méridien  de  Pékin. 


Amiot. 
Gaubil. 


Mercure  Premier  Deuxième 

à  moitié  entré,  contact  interne. Iconlact  interne. 


9''3l'»l2' 
9. 3o.5l 


9''3i'"54%5 


14'' 54 '"20' 
14.54.25 


i4''56"'  4» 
14.56. Si 


La  longitude  de  Pékin  étant  de  7''  36'"  34*  à  l'est  de  Paris  ,  l'équation 
du  temps  étant  de  1  i''43'"59\3,  le  premier  contact  interne  a  donc  été 
observé  à  i''39'"  19', 8  de  temps  moyen,  et  le  second  contact  interne  a 

7S-47%8- 

La  latitude  de  Pékin  étant  d'ailleurs  de  39"  54'  nord ,  je  déduis  des 
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ionnées  précédentes 


Longitude  géocentrique  /  de  Mercure. 
Latitude  géocentrique  s  de  Mercure. 

Longitude  Q  du  Soleil 

Latitude  ct  du  Soleil 

Distance  c  des  centres 

Erreur  tabulaire  t 


Preinkr  conlacl. 

Deuxième  conlacl. 

225°  23'     7", 2 

225°  5'    3",6 

—3-  7",7 

1 .  26",  I 

225.7   24", q 

225. 20. 5o", 4 

-   5",8 

-8",7 

962",9 

— 3i%9 

II 8%  0 

Ija  correction  de  la  latitude ,  que  nous  reconnaîtrons  jjIus  tard  être 
loujours  fort  petite,  ne  peut  avoir  ici  aucune  influence  ni  sur  l'entrée 
ni  sur  la  sortie;  ce  qui  tient  à  ce  que  la  latitude  de  Mercure  est  tres- 
faible  en  ces  deux  instants.  Nous  aurons  donc  simplement  les  deux 
relations 

Entrée Sv  ^   —     6", 9  —   2,21    oc, 

Sortie ov  =         24", 9  4-  2,  i5  3c, 

On  en  déduit  âc  ^  —  7"?3;  et,  comme  nous  avons  déjà  diminué  le 
demi-diamètre  du  Soleil  de  3",6,  il  en  résidte  que,  pour  accorder  entre 
elles  les  observations  de  l'entrée  et  de  la  sortie,  il  faudrait  diminuer 
le  diamètre  entier  du  Soleil  de  21", 8.  C'est  un  résultat  évidemment 
faux  et  dont  je  ne  puis  accuser  que  les  observations;  puisque  de 
i'Isle ,  qui  s'est  tant  occupé  de  cette  matière ,  trouvait  aussi  que , 
[)our  les  accorder,  il  faudrait  diminuer  le  diamètre  du  Soleil  de  20  se- 
condes. 

Ajoutons  à  cela  que  les  autres  passages,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  s'accordent  à  indiquer  que  la  diminution  de  3",6,  sur  le  demi- 
diamètre  du  Soleil,  est  déjà  beaucoup  trop  forte;  et  nous  ne  pourrons 
douter  que  dans  les  observations  précédentes  il  ne  se  soit  glissé  quel- 
que erreur.  L'instant  du  second  contact,  donné  par  les  deux  obsei'va- 
teurs,  mérite  plus  de  confiance  sans  doute  ;  et  effectivement,  il  s'accorde 
assez  bien  avec  les  passages  de  1736  et  1743  observés  à  Paris.  Je  me  suis 
toutefois  décidé  à  ne  faire  aucun  usage  de  cette  observation.  Il  n  \ 
aurait  eu ,  il  est  vrai ,  aucun  inconvénient  à  employer  l'observation 
de  la  sortie,  en  rejetant  celle  de  l'entrée;  mais  on  n'y  aurait  non  plus 
rien  gagné.  Il  serait  en  outre  peu  logique  de  choisir  un  nombre  parmi 
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(les  résultats  défectueux,  par  cette  considération  qu'il  s'accorde  avec 
d'autres  données  que  nous  possédons  déjà,  et  de  prétendre  ainsi 
ajouter  à  la  certitude  de  ces  dernières.  N'aurait-on  pas  un  peu  suivi 
cette  marche  à  l'égard  des  observations  de  Tcheou-koung  ,  dont  on  a 
déduit  la  variation  de  l'obliquité  de  l'édiptique? 

Passage  du  6  mai  i^53. 

57.  La  sortie  a  été  observée  à  Paris.  Voici  l'instant  du  second  con- 
tact interne  et  les  résultats  qu'on  en  déduit  : 

Le  Gentil lo'' i8'"47»    \ 

De  risle 10.18.45     I  Moyenne  (les  trois  obsenarions.    lo""  i8'"46'>7 

Rotiguer 10.18.48     )   Équation   du    temps 11.56.17,4 

Temps  moyen  de  la  phase.   .   .    10.  i5.   4  >' 

Longitude  gi'ocentrlque  /  de  Mercure.   .   .  ^5°^i'      o",9 

Latitude  géorentriquc  i- de  Mercure.   ...  —  5.    16", 7 

Longitude©  du  Soleil 45.56.   44",8 

Latitude  a  du  Soleil —     5", 4 

Distance  c  des  centres 942",5 

Erreur  tabidaire  t 81 ',9 

Sv  —  0,35  S\  —   i,3i   Se  —  7",i  =  o. 

Les  Tables  de  Mercure  qu'on  possédait  à  cette  époque  différaient 
énormément  entre  elles  sur  l'instant  de  l'entrée,  celles  de  Lahire 
l'indiquant  pour  le  5  mai  au  soir,  et  celles  de  Halley  pour  le  6  mai 
à  6''3o'"  du  matin.  Elle  eut  réellement  lieu  le  6  mai,  sur  les  a''3o'"  i\\i 
matin.  Ces  grandes  erreurs  provenaient  du  trop  petit  nombre  d'obser- 
vations que  les  auteurs  avaient  employées  à  la  construction  de  leurs 
Tables. 

Passage  du  5  novembre  i743. 

58.  Il  a  été  observé  complètement  à  Paris.  Voici  les  doimées  de 
l'observation,  en  réduisant  au  méridien  de  Paris  l'observation  de  Cas- 
sini ,  qui  fut  faite  à  Thury,  &  à  l'occident  de  Paris  : 


Tome  VIII. -Août  iSjS.  44 
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i^"'  contact  interne. 

2'  contact  interne 

8"^  4o">  38^ 
8.40.46 
8.40.43 
8.40.34 

i3i'io"'  3" 
i3. 10. 17 
i3. 10.38 
1 3 . I 0 . 26 

8. 40. 4°) 2 
II.  43.52,0 

i3. 10.21 ,0 
11.43.52,4 

8"  24'"  32%2 

j2''54-i3s4 

La  Caille 

Maraldi 

CassiBi 

Cassini  (fils). . . . 

Moyenne  des  quatre  obs. 
Equation  du  temps .  . .  . 

Temps  moyen 


T.a  discussion  de  ces  observations  m'a  fourni  les  résultats  suivants 


Longitude  géocentrique  /  de  Mercure.. 
Latitude  géocentrique  .«  de  Mercnre.    . 

Longitude  Q  du  Soleil 

Latitude  a  du  Soleil 

Distance  c  des  centres 

Erreur  tabulaire  t 


Premier  contact. 


222°  44'  37", 3 

—  Il'    2",  3 

222. 32.  39",g 

—  5",5 

962",3 

i27%8 


Deuxième  contact. 


222°  29'  36",6 

—    7'i'"'7 
222.43.  52'',8 

—  7".9 
85s6 


Entrée ^c  +  0,93  3>  +  2,92  (îc  —  3o",2  =:  o, 

Sortie Sv  —  0,49  ^  —  2,39  Se  —  16", 7  =  o; 

et  de  la  combinaison  de  ces  deux  équations  on  déduit  la  suivante  , 
propre  à  donner  la  correction  de  la  longitude  : 

Se  =  22" ,  5  —  o ,  1 3  S\  -+-  0,12  3c. 
Passage  du  2  mai  1740. 

59.  L'entrée  a  été  observée  à  Cambridge,  État  du  Massachussetts . 
par  Wintrop.  Cet  observateur  rend  compte  de  ses  résultats,  ainsi  qu'il 
suit,  dans  les  Philosophical  Transactions ,  n°  471  »  tome  XLII  : 

'  At  4''  54"  69*  I  perceived  that  Mercury  had  made  an  Impression 
"  on  the  Sun's  linib,  by  the  Quantity  of  wich  I  concludet  that  almost 
"   one  quarter  of  bis  Diameter  might  be  entered.  »  (Un  nuage  se  montre 
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eiisiiitesurleSolei],pendanttroisminutes,  disparaît,  et  l'auteur  contimie 
ainsi  )  :  Il  I  contiuued  to  see  him  (  Mercury)  till  5^  o'"  40''  at  wich  tiine 
"  he  seemed  to  be  gotten  almost  wholly  within  the  Sun  ;  for  hf  ap- 
»  peared  now  very  near  round,  though  I  couJd  not  yet  discern  the 
"  Sun's  light  behind  him.  By  the  shaking  of  the  Tube,  I  unfortnnately 
"  missed  the  moment  of  his  interior  contact  with  the  Sun's  limb  ;  but 
'  am  certain  it  could  be  but  very  Httle  later  than  this  ;  for  I  presently 
"   after  saw  him  fairly  within  the  Sun.    » 

Cette  relation  m'a  inspiré,  je  l'avoue,  peu  de  confiance.  L'instant 
décisif  de  l'observation  est  manqué  par  accident.  J'ai  craint  que  les 
autres  parties  ne  fussent  également  peu  soignées ,  et  j'ai  préféré  ne  faire 
aucun  usage  de  ce  passage. 

Passage  du  i  i  novembre  l'^36. 

BO.  C'est  le  premier  qui  ait  été  observé  complètement  à  Paris.  Je 
prends  les  observations  de  Maraldi  et  de  Cassini  de  Thury. 


i"  contact  interne. 

2'  contact  interne. 

Maraldi 

Cassini  de  Thury.  . 

9"  35-1 5' 
9.35.  10 

I  2''  1 5"     5* 
12. i5.  18 

Moyenne  des  observations. 
Équation  du  temps.   .   .   . 

9.35.  12,5 
n. 44.  24, 2 

12 . i5.  11,5 
II  .44-  24,2 

Temps  moyen 

9''  19"' 36%  7 

ii'>59'"35%7 

(^n  trouve  par  la  discussion  de  ces  observations  : 

Entrée.   .  .   .  Sr  —  i  ,^7.  S\  +  3,58  Se  —  3o",4  —  o, 
Sortie Sv  +  2,61  S'a  —  6,07  Se  —  i3",9  :=  o; 

équations  qui  s'accordent  parfaitement  avec  celles  du  passage  de  174^. 
On  en  déduit  : 

Sv  =  24", 5  —  0,11  Sx  —  0,11  Se. 

Quelques  astronomes  ont  encore  observé  ce  passage  à  la  chambre 
obscure.   Leurs    résultats  sont    de  nature  à   ôter  tout  crédit  à  une 

44.. 
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observation  isolée,  faite  par  ce  procédé.  Les  durées  du  passage,  obser- 
vées par  quatre  astronomes  différents,  varient  depuis  a*"  37™  Sa' jus- 
qu'à 1^  43"  53*  :  c'est-à-dire  qu'il  y  a  plus  de  six  minutes  de  différence 
entre  les  résultats  extrêmes.  Or,  chaque  minute  de  temps  équivaut 
à  17", 7  de  degré  en  longitude  héliocentrique  à  l'instant  de  l'entrée,  et 
à  10", 3  à  l'instant  de  la  sortie.  Dans  les  passages  de  mai,  le  mouvement 
relatif  est  plus  lent ,  et  l'erreur  du  temps  a  moins  d'influence  ;  mais , 
d'un  autre  côté,  l'observation  est  plus  difficile,  les  chances  de  l'erreur 
sur  le  temps  variant  en  raison  inverse  du  mouvement  relatif:  l'erreur 
en  longitude  doit  donc  être  à  peu  près  la  même  dans  tous  les  cas. 

Dans  les  passages  de  1736  et  de  1743,  les  asti;onomes  ont  pris,  par 
un  grand  nombre  de  mesures  micrométriques,  la  position  relative  de 
Mercure  pendant  qu'il  passait  sur  le  Soleil.  Si  l'on  consulte  les  Mémoires 
de  l'Académie  des  Sciences  pour  ces  deux  années,  on  verra  que  les 
résultats  qu'on  a  déduits  de  ces  mesures,  relativement  à  l'instant  de  la 
conjonction,  sont  très-différents  entre  eux.  Ils  laisseraient,  dans  la  lon- 
gitude héliocentrique,  des  incertitudes  bien  supérieures  aux  petites  er- 
reurs dont  sont  susceptibles  les  observations  de  l'entrée  et  de  la  sortie, 
faites  dans  ces  deux  dernières  années.  C'est  ce  qui  m'a  déterminé  à  ne 
faire  usage  que  des  observations  des  contacts  dans  mes  équations  de 
condition. 

Passage  du  g  novembre   inaS. 

61.  L  entrée  a  été  observée  à  Paris.  Voici  les  données  et  le  calcul  de 
cette  observation  : 

1^''  contact. 

Maialdi.   .    i4''5i°'48M  /h /.  m /Qs 

^      .   .  ,     _       ^o    (  Moyenne  des  deux  observations.    .   .   .    14    oi     4o>o 

Cassini..   .14.  01.  40)-' 

Équation  du  temps 11.  44-     1 1^ 

Temps  moyen  de  la  phase i4'' 35""  55^,6 

Longitude  géocentrique  /  de  Mercure 226°  56'  20", 4 

Latitude  géocentrique  ^  de  Mercure 3. 24", 7 

Longitude  0  du  Soleil 226.  4o-2i",6 

Latitude  u  du  Soleil —  9", 2 

Distance  c  des  centres 963",3 

Erreur  tabulaire  t 207^,2 

3v  —  0 ,  23  ^X  -f-  2 , 2 1  Se  —  4^'  >^  ^=  ^- 
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Passage  du  6  mai  l 'jo'j . 

02.  Les  Tables  de  Mercure,  par  Lahire,  se  trouvaient  d'accord, 
en  1701  et  1700  ,  avec  des  observations  méridiennes.  Suivant  l'obser- 
vation méridienne  du  \i  avril  1707,  elles  étaient  encore  e.\actes.  La- 
hire se  croyait  donc  certain  d'avoir  prédit  juste,  en  annonçant,  pour 
le  5  mai,  un  passage  de  Mercure  sur  le  Soleil,  visible  à  Paris.  Le  5  mai, 
cependant,  le  Soleil  fut  visible  toute  la  journée,  depuis  son  lever  jus- 
qu'à son  coucher,  et  l'on  n'aperçut  auctuie  trace  du  passage  annoncé. 
Il  n'eut  effectivement  lieu  que  dans  la  nuit  suivante,  et  la  fin  fut  entre- 
vue à  Copenhague  par  Rœmer ,  le  6  mai  au  matin.  Les  nuages  empê- 
chèrent Rœmer  de  prendre  aucune  mesure  exacte. 

Passage  du  3  novembre  169'^. 

B5.  La  sortie  a  été  observée  à  Paris  par  Cassini ,  et  à  Nuremberg  par 
Wurtzelbaur.  Mais  ce  dernier  astronome  s'étant  servi  de  la  chambre 
obscure,  je  ne  ferai  usage  que  de  l'observation  de  Cassini,  rapportée 
en  ces  termes  : 

«  Horâ  S""  8""  38%  margo  prœcedens  Mercurii  pervenit  ad  Solis  mar- 
»    ginem  prœcedentem.   » 

L'équation  du  temps  étant  de  ii*"  43""  52%D,  le  second  contact  in- 
terne a  donc  eu  lieu  à  7''  Sa"  3o%6  de  temps  moyen  ,  et  on  en  déduit  : 

Longitude  géocentrique  l  de  Mercure.    .   .   .   221°  27'  24",9 
Latitude  géocentrique  s  de  Mercure.       ...       —  9.    5",6 

Longitude  ©  du  Soleil 221.40.  i9",4 

Latitude  a  du  Soleil —  6", 9 

Distance  c  des  centres 962",  3 

Erreur  tabulaire  t 262',  i 

Sv  —  0,67  '?>  —  2,58  oc  —  49"'^  =  o- 
Passage  du  10  novembre  i6go. 

6i.  L'observation  de  la  sortie  a  été  faite  à  Nuremberg  par  Wurtzel- 
baur, qui  en  rend  compte  en  ces  termes,  dans  les  Transactions  philoso- 
phiques de  1693  : 

«  Tubuni  iliô  ubi  eniersio  Solis  é  nubibus  expectanda  erat  due\. 
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»  et  postquàm  eniergens  ejùs  discus  ad  Tabulam  observatoriani  af- 

»   fluxerat (ainsi  Wurtzelbaur  observait  sur  l'image  du   Soleil  . 

»  Tandem  cùm  limbi  mutuo  contactu  se  stringerent et  postquàni 

»  limbus  uterque  ad  minutum  ferè  sibi  invicem  adhaesitare  viderentur, 
»  H.  8  min.  36.  oscillatorii  nostri ,  Mercurius  totus  disco  exiisse  ob- 
»  servatus  est.  » 

Suivent  des  observations  de  Pégase  et  d'Andromède,  et  des  hauteurs 
du  Soleil  pour  avoir  le  temps  de  l'horloge. 

La  sortie  a  encore  été  observée  à  Erhirth,  à  Canton ,  à  Tchaolcheou. 
Mais  toutes  ces  observations  m'ont  peu  satisfait,  et  je  ne  les  ai  pas 
calculées. 

Passage  du  7  novembre  1677. 

65.  Cette  époque  commençant  à  s'éloigner  de  nous,  j'avais  cramt  que 
les  Tables  du  Soleil  ne  fussent  plus  suffisamment  exactes,  et  je  ne  fis 
pas  entrer  ce  passage  dans  mes  équations  de  condition.  Toutefois , 
comme  il  a  été  observé  à  Sainte-Hélène  par  Halley,  je  n'ai  pas  laissé 
de  le  calculer,  afin  de  voir  comment  j'y  satisferais  au  moyen  de  mes 
éléments  rectifiés  :  on  verra  plus  loin  que  la  concordance  est  parfaite. 
Ce  passage  a  encore  été  observé  à  Avignon ,  par  Gallet  ;  mais  il  a  employé 
la  chambre  obscure,  et  je  ne  ferai  pas  usage  de  ses  résultats. 

Des  observations  du  premier  et  du  second  contact  internes,  il  résulte 
que  le  milieu  du  passage  a  été  vu  par  Halley  à  i  a*"  3™  5o',  temps  vrai 
de  son  observatoire ,  c'est-à-dire  à  i  a*"  ao*"  9^,  temps  moyen  de  l'Obser- 
vatoire de  Paris.  En  comparant  ces  résultats  avec  les  Tables  provisoires, 
on  trouve ,  pour  la  correction  de  la  longitude  héliocentrique  : 

Sv  =  69", 9. 

Passage  du  3  mai  1661 . 

66.  Quoiqu'il  nait  été  observé  qu'à  la  chambre  obscure,  par  Heve- 
lius,  la  supériorité  du  talent  d'observation  de  cet  illustre  astronome 
nous  fait  un  devoir  de  calculer  ses  résultats.  Nous  les  comparerons 
à  nos  Tables  rectifiées,  mais  sans  les  faire  entrer  dans  les  équations  de 
condition. 

Hevelius  nous  a  laissé  les  mesvu-es  de  sept  distances  de  Mercure  à 
l'extrémité  de  la  corde  qu'il  parcourut  sur  le  Soleil,  ce  qui,  avec  les 
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temps  correspondants ,  équivaut  à  sept  observations  du  milieu  du  pas- 
sage. La  première  observation  diffère  de  la  moyenne  des  six  autres  de 
plus  de  5°'  de  temps.  Nous  la  laisserons  de  côté  ,  et  nous  aurons 
:iinsi  : 

Milieu  du  passage  ,  temps  vrai  de  Dantzick.   .   .   .    iS""    "]'"    3%7 

Équation  du  temps il.  56.  24»4 

Longitude  ouest  de  Dantzick 22.  54- 43»*' 

Temps  moyen  du  milieu  du  passage lô*"  58™  1 1',  i 

En  comparant  ce  moment  à  celui  qu'on  déduirait  des  Tables  provisoires, 
j'ai  trouvé,  pour  la  correction  de  la  longitude  héliocentrique  : 

Sv  =  42",5  H-  0,18  SX. 
Passage  du  3  novembre  i65i. 

67.  Il  n'a  été  vu  qu'imparfaitement,  à  Surate,  dans  les  Indes,  par 
Skakerlœus. 

Passage  du  7  novembre  i63i. 

68.  C'est  le  premier  passage  de  Mercure  sur  le  Soleil,  qui  ait  été 
observé.  Gassendi  ne  nous  a  laissé  aucune  autre  détermination  que 
l'instant  de  la  sortie,  pris  à  la  chambre  obscure.  Comme  on  ne  peut 
répondre  de  l'exactitude  de  cette  observation,  je  ne  l'ai  pas  calculée. 

§X. 

Equations  de  condition,  déduites  des  passages  de  Mercure  sur  le  Soleil, 
entre  les  corrections  des  éléments  elliptiques,  du  diamètre  du  Soleil 
et  de  la  masse  de  frémis. 

69.  Il  faudra,  pour  obtenir  ces  équations,  remplacer,  dans  les  ex- 
pressions de  la  correction  âv,  déduites  soit  de  l'observation  de  l'en- 
trée, soit  de  celle  de  la  sortie ,  âv  et  âl  par  leurs  valeurs  n°'  41  et  46. 

De  plus,  la  constante  zs  de  la  longitude  du  périhélie  devra  être 
remplacée  par  za  4-  2",8i./p,';  et  la  constante  S  de  la  longitude  du 
nœud  devra  être  remplacée  par  6  —  4'  jog.iix'. 

On  aura  ainsi  les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  celles  qui 
proviennent  de  l'observation  de  l'entrée  sont  marquées  par  la  lettre  K. 


352  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

celles  qui  proviennent  de  l'observation  de  la  sortie  étant  indiquées  par 
la  lettre  S. 


Années. 
1697.       S. 

1723.       E. 

(   E. 

S. 

E. 

S. 

1753.     S. 

1769.       E. 
l  E. 


1736. 


•743. 


,782 


1786. 


'799- 


1802 


i832 


i38,75(î« 

I  10,52'5/? 
79,69^/2 

125,600/2 

78,13^/2 
34,600/2 

43,  1  20/2 
17,290^/2 

1 8,35^/2 
1 1 ,6g^/2 
8,giSn 
16,3 10/2 
14,42^/2 
0,460/2 
o,5oô/2 
4,38o'/2 
25,790/2 


-I-  1,36  Ô£ 
-I-  0,082^9 

4-      1,45     0£ 

-+-  0,028^9 
+  1,26  oe 
+  o,i6iô9 
-i-    1,99   OJ 

—  o,320o9 
-I-    1,65  Se 

—  0,1 i4o5 

+      1,39     0£ 

-f-  o,o6o'î9 
-t-  0,74  3i 

—  o,o43d^9 
-I-  1,43  o'ï 
-+-  o,o43d^9 
-h  1,01  Se 
+  o,33oo9 
-f-    1,07   Se 

—  o,46oo9 
+   0,86   Se 

—  0,189^^9 
-I-  0,66  Se 
-+-  o,ogoo9 
+    1,61    Se 

—  o,o88o9 
-+-  1,42  Se 
-f-  0,04  io9 
-+■   0,70  Se 

-+-    0,024'Î9 

-I-  0,77   Se   ■ 

—  0,076^9 
4-  1,53  Oc 

—  0,02609 
+  0,80   Se 

—  o,io6o9 
-f-  0,69  Se 
■+■  o,o45M 


I  ,o6Se 
2,58oc 
i,oooe 
2,21  oc 
0,780e 
3,58o> 
i,2ooe 
6,07'îc 
i,3ooe 

2,925c 

1,071?^  • 
2,39àc 

0,92'îd'  ■ 

i,3i'îc 
o,97o> 
2,280c 
0,61 5c 
6,010c 
o,64oc 
8, 1 80c 
i,l6oe 
2,21 5c   ■ 
0,8706"   ■ 
1 ,540c 
1,2'jSe  ■ 
2,645c 
i,o8oe  • 
2,275c 
0,875c 
i,255c 
0,935c 

1,44'''' 
1,075e  ■ 

2,205c    • 
1,075?    ■ 

i,635c 
o,9o5c 
i,3o5c 


0,440^='  + 

160,6  p'  — 

0,48o5rj  — 

Il  1,4  p'  — 

o,4235cT  — 

1 16,6  fi'  — 

o,67o5îj  -+- 

36,2  pt'  — 

0,53  l5ni   — 

57*6  (i'     — 

0,45  l5cr  -f- 
84,9  fi'      — 

o,3oo5nj  + 

47,5  fi;  - 

o,474'''3  — 
45,5  fi 
0,33950  — 
39,5  p'    — 

o,36o5cr  -+- 

•4.9  p'    -t- 

o,3295ei  — 

23,1    fi'       — 

o,2555îj  -+- 

4.7  p'  — 
0,51900  — 

I  1,2  fi'        ■+- 

0,4635a  — 

•4>9f'  + 
o,28o5ct  — 
0,5  fi'  — 
o,3ii5ci  -4- 

0,8  fx'        — 

o,5o65ct  + 

3.8  fi'  + 
0,30950  — 

42,1  f'  -*- 
o,2685ct  -h 
•8,4  fi'      -!- 


o,o35ç 
49",2 
o,oo5© 
42",  2 
o,og5ç 
3o",4 
0,2  i5o 
i3",9 

0,o55'y 

—  3o",2 

-J-    0,025:5 

—  i6",7' 
+  o,oi5(p 

—  7"'ï 

—  0,0  i5o 

—  11", o 

—  0,21 59 

—  25",6 
-+-  o,325ç 
-+-  32",  I 

—  o,o65o 

—  5",3  ' 

-+-    0,025o 

—  3",8  ' 

—  o,o35ç 

+   7",4 
o,oiS-j 

II  "4 

O,O05ç; 

4">9 


0,000c 
22", o 

0,o35a) 

i";9^ 
0,01  os 

4"4  ' 
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Détermination   des   nouveaux   éléments   de  l' orbite  de  Mercwe,  du 
diamètre  du  Soleil  et  de  la  masse  de  Vénus. 

70.  J'ai  traité  par  la  méthode  des  moindres  carrés  le  système  des 
équations,  n"  43,  et  celui  des  équations,  n°  47,  en  multipliant  chaque 
équation  par  le  coefficient  de  l'inconnue  qu'on  considère,  et  par  le 
nombre  des  observations  qui  sont  entrées  dans  la  détermination  de  la 
constante  de  cette  équation.  Aux  équations  résultantes,  j'ai  ajouté  celles 
qu'on  déduit  des  équations  fournies  par  les  passages,  et  traitées  par  la 
même  méthode.  Réduisant  enfin  à  l'unité  le  coefficient  de  chaque  incon- 
nue, dans  l'équation  qui  lui  correspond,  j'ai  obtenu  les  huit  équations 
suivantes  entre  les  huit  corrections  cherchées  an,  c?£,  àe ,  (?sr,  c?(p,  c)'6 , 
fji'  et  àc  : 

Sn  =  —     o",33io  -t-     o, 00860s  —  0,00940e  —     0,00  354  oc -H     0,0002  oij. 

—  0,00025  JO —  o,oo56iîc  -H     0,693  fi', 

Si    =:   —      o",488      +    1 5,990  cf«  +  0,182  lîe  -(-  0,204  lîcT      —      0,006  Ji} 

+     0,01909  +  0,1']']  Se  —  20,546  p', 

Se   ^=  —     4">622     —    ii,i53iî/ï  -+-  0,121  o£  —  0,10700     -f-     o,oo3  o» 

—  0,001  IÎ9  —  0,067  ^c  +  9)336  jx', 

Su  =  4",B24     —  6i,i52  0^/2    +   1,760  (Î£     —     i,56ooe     -h     0,0250» 

—  0,027  fîO    —  0,553  of     +  61,956  ft', 

Sf   =  —     2", 438     -t-  0,820  3/1  —  0,010  5ô  -I-  0,01  i^f     -I-     o,oo5  fo 

+  0,028^0  ■+■  0,21^  Se  -h  0,399  fi', 

S6    =         38" ,670     —  i8,45i  5«  +  0,706^2  —  0,075  Je     —     o,  loojo 

-+-  0,688  5,f  —  5,867  Se  —  38,807  IX, 

Se    z=             2", 424      —  2,362  o«  -f-  0,0^  i  3s  —  0,018  5e      —     0,011  JcT 

+  0,028  Jcp  —  0,082  SQ  —  2,320  p', 

ft'    =  0,2886   ■+■     0,8212  lîrt —  o, 01265s  +     o,oo93ot'   ^     0,0042900 

+     0,0002  iî(f —  0,0006356 —     0,00725c. 

Ces  équations  fournissent,  pour  les  valeurs  des  inconnues  qu'elles 
renferment  : 


Sn  = 


o",424, 

o",36, 
3",63, 


Toma  VIU.  -  Aoot  1843. 
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Su  =  35",78, 
^cp  =  —  i">3o, 
56  =  28", 70, 
3c  =  2", 06, 

ft'  =  o,o3i. 

71.  La  correction  ju.'  =1  o,o3i  nous  donne  pour  la  masse  de  Vénus  ; 


Sgoooo' 


La  différence  de  cette  masse  avec  celle  déterminée  par  Burckardt 
ne  produit  en  cent  ans  que  8", 7  sur  la  longitude  du  périhélie  de  Mer- 
cure; quantité  dont  je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  répondre  d'une  ma- 
nière absolue  par  les  observations.  La  théorie  de  Mercure  conduit 
donc  à  une  masse  de  Vénus,  très-peu  différente  de  celle  qu'a  donnée  la 
variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique;  et  c'est  un  résultat  dont  on  a 
lieu  d'être  satisfait. 

72.  Une  correction  de  o",424  pai*  année,  sur  le  moyen  mouvement, 
et  dont  l'effet  doit  aller  en  s'accumulant,  est  sans  doute  considérable; 
mais,  sans  elle,  il  est  impossible  de  représenter  simultanément  les  an- 
ciennes observations  et  les  nouvelles.  J'ajouterai  même  que  la  discussion 
des  397  observations  méridiennes  que  j'ai  empruntées  aux  registres  de 
l'Observatoire  de  Paris,  depuis  1801  jusqu'en  1842,  m'avait  fourni  à 
elle  seule  une  diminution  plus  considérable. 

Nous  avons  donc,  pour  l'expression  du  moyen  mouvement,  en 
365^,^5,  et  à  partir  de  l'équinoxe  mobile,  en  vertu  de  la  pi'écession. 

49^24°  44' 26",44i. 

En  retranchant  du  moyen  mouvement  la  précession  annuelle  5o'  ,223, 
on  aura  le  moyen  mouvement  sidéral 

n  =  5  38i  016",  218; 

d'où  l'on  déduira,  conformément  au  n°  27,  la  valeur  suivante  du 
demi-grand  axe , 

a  ^=  0,387  °9^4- 
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75.  La  longitude  de  l'époque ,  rapportée  au  minuit  qui  sépare  le 
3i  décembre  i7()r)du  i*'  janvier  1800,  temps  moyen  de  l'Observatoire 
de  Paris ,  sera 

£  =^  3»  20°  i3'  17", 84- 

74.  L'expression  âe  =  —  3", 63  donne ,  pour  le  rapport  de  l'arc 
correspondant  au  rayon,  —0,0000176;  en  sorte  que  l'excentricité 
au  i""^  janvier  1800  était  égale  à 

e  =  o,2o5  600  3. 

75.  La  longitude  ct  du  périhélie,  au  i**"^  janvier  1800,  était,  suivant 
nos  déterminations, 

cj   r=    2'  l4°  2o'4l    ,6. 

La  correction  35", 8  que  j'ai  apportée  à  cet  élément  est  assez  considé- 
rable, eu  égard  à  la  grande  excentricité  de  l'orbite.  Il  en  peut  résulter 
près  de  20  secondes  de  variation  sur  la  longitude  héliocentrique. 

Afin  de  m'assurer  que  les  corrections  que  je  viens  d'indiquer  étaient 
exactes,  et  ne  seraient  guère  différentes  si  l'on  employait  un  plus  grand 
nombre  d'observations ,  j'ai  séparé  mes  observations  méridiennes  en 
deux  groupes,  composés  d'un  nombre  égal  d'observations  pri.ses  au  ha- 
sard, et  j'ai  cherché  les  corrections  qui  seraient  données  par  chacun  de 
ces  groupes  en  particulier.  Elles  se  sont  trouvées  à  peu  près  les  mêmes. 
Puis,  en  réunissant  toutes  les  équations  avec  celles  déduites  de  la  consi- 
dération des  passages  de  Mercure  sur  le  Soleil ,  j'ai  déduit  une  troisième 
ilétermination,  encore  très-voisine  des  deux  premières.  Je  dois  donc  sup- 
poser que  cette  moyenne ,  à  laquelle  je  me  suis  arrêté ,  est  fort  exacte. 

76.  Voici  les  expressions  de  l'inclinaison  de  l'orbite  et  de  la  lon- 
gitude du  nœud  ,  pour  le  i""^  janvier  1800  : 

y  =        7°   o'   4'>6o, 
6  =  i'  iS" 57' 37", 70. 

Diamètre  du  Soleil. 

77.  Les  passages  de  Mercure  sur  le  Soleil  fournissent,  par  la  com- 
paraison de  l'entrée  avec   la  sortie,   un    moyen   précis  d'obtenir   Je 

45.. 
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véritable  diamètre  du  Soleil ,  pourvu  que  celui  de  la  planète  soit  connu 
avec  exactitude.  On  se  rappellera  que  nous  avons  employé  le  demi- 
diamètre  solaire  des  Tables  de  Delambre,  diminué  de  3",6,  le  demi- 
diamètre  de  Mercure  étant  supposé  de  3", 25  à  la  distance  moyenne. 
Et  nous  avons  reconnu,  par  la  valeur  trouvée  pour  âc,  qu'avec  ces  hy- 
pothèses, la  diminution  de  3,6  était  trop  forte  et  devait  être  réduite  à 
r',54. 

Je  supposerai  ici  le  demi-diamètre  de  Mercure  égal  à  3", 34  à  la 
distance  moyenne,  nombre  qui  me  paraît  exact.  D'une  part,  suivant 
les  idées  qu'on  s'est  faites  de  l'irradiation,  le  diamètre  de  Mercure, 
obtenu  par  des  mesures  micrométriques ,  lorsque  cette  planète  se  pro- 
jette sur  le  Soleil,  devrait  être  trop  petit  du  double  de  l'irradiation. 
Mais,  d'un  autre  coté,  en  suivant  ces  mêmes  idées,  on  reconnaît  que 
le  demi-diametre,  déduit  du  temps  écoulé  entre  les  seconds  contacts 
interne  et  externe,  doit  être  indépendant  de  l'irradiation.  Ce  dernier 
procédé  est  d'ailleurs  fort  exact,  puisque  les  deux  derniers  contacts 
s'observent  avec  précision  ;  et  le  résultat  qu'il  fournit  s'accorde  par- 
faitement avec  les  mesures  niicrométriques.  C'est  un  premier  fait  diffi- 
cile à  concilier  avec  l'hypothèse  de  l'irradiation. 

Les  passages  de  Mercure  conduisent  tous  à  peu  près  au  même  dia- 
mètre du  Soleil,  à  l'exception  de  celui  du  6  novembre  1756;  mais, 
SI  je  ne  me  trompe,  il  n'en  peut  surgir  aucune  difficulté,  l'exagéra- 
tion du  résultat  étant  plus  que  suffisante  pour  le  faire  rejeter  sans 
scrupule,  ainsi  que  je  l'ai  expliqué  dans  la  discussion  de  ce  passage, 
n"  .';6. 

L'emploi  des  autres  passages  m'a  conduit  à  la  détermination  d'un 
demi-diamètre  que  je  regarde  comme  très-précis;  car,  en  laissant  de 
côté  un  ou  deux  passages,  les  autres  conduisent  toujours  sensiljle- 
ment  au  même  résultat.  Voici  ce  demi-diamètre,  réduit  à  la  distance 
moyenne,  et  comparé  à  ceux  de  Short ,  de  Lalande  et  des  Éphémérides 
de  Berlin  : 

Demi-diamètre  du  Soleil  suivant  Short i5'59",86 

Demi-diamètre  du  Soleil  déduit  des  passages  de  Mercure.  .   .  16.    o",oi 

Demi-diamètre  du  Soleil  suivant  les  Ep/iémérid/s  de  Berlin.  i6.   o",g3 

Demi-diamètre  du  Soleil  suivant  Lalande i6.    i'',36 
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L'observation  de  Short  était,  je  crois,  fort  bonne,  et  c'est  celle  dont 
je  me  rapproche  le  plus.  Mon  résultat  servira,  je  l'espère,  à  éclaircir 
les  doutes  qui  pourraient  rester  sur  l'influence  de  l'irradiation  dans 
les  éclipses  de  Soleil ,  irradiation  dont  on  a  au  u^ioins  fort  exagéré  les 
effets. 

De  V introduction  de  nouvelles  observations  dans  les  équations  de  condition  du  n'  70 

78.  Les  équations  de  condition  sur  lesquelles  j'ai  basé  la  rectification 
des  éléments  de  l'orbite  de  Merciu-e  s'appuient  sur  un  assez  grand 
nondjre  d'observations  anciennesetmodernes,  et  les  représentent  toutes 
assez  parfaitement  pour  qu'il  me  paraisse  inutile  de  rien  changer  à  ces 
équations  sous  ce  rapport;  mais  la  perfection  progressive  des  Tables, 
à  laquelle  on  ne  doit  jamais  renoncer,  exigera  que  de  temps  à  aune 
on  apporte  à  ces  équations  les  modifications  qui  seront  indiquées  par 
les  observations  postérieures  à  1842.  Ces  changements  se  feront  aisé- 
ment, en  couiparant  les  observations  à  des  éphémérides,  supposées 
construites  sur  les  nouvelles  Tables. 

Appelons  t^w,  ù'b,  â'e,..  les  corrections  à  introduire  dans  les 
nouveaux  éléments.  Les  équations  de  condition,  déduites  des  nouvelles 
observations  comparées  avec  mes  Tables,  renfermeront  ces  quantités 
comme  inconnues.  Ce  sont  ces  équations  qu'il  s'agit  de  joindre  aux 
équations  du  n"  70. 

Remplaçons  dans  ces  dernières  an ,   o*£,      .  .    respectivement  par 

c?«  +  0"«,     o\^  â'B, 

En  vertu  de  la  première  détermination  ,  les  termes  en  an  ,  o's,  .  .  .  dé- 
truiront les  constantes  des  équations  :  en  sorte  qu'on  pourra,  dans  ces 
équations,  remplacer  an,  âe,  .  .  .,  par  o^m,  o^î,  .  .  .,  pourvu  qiion 
y  efface  les  constantes. 

De  ])lus,  dans  le  n°  70,  j'ai  réduit  à  l'unité  le  coefficient  de  c?« 
dans  l'équation  qui  est  relative  à  cette  correction,  en  divisant  par  86225 
l'équation  telle  qu'elle  était  fournie  par  la  méthode  des  moindres  carrés. 
Il  faudra  diviser  par  le  même  nombre  l'équation  en  ^n,  fournie  par 
les  nouvelles  observations,  avant  de  l'ajouter  à  la  première  des  équa- 
tions du  n"  70. 

Il  faudra  diviser  de  même  les  équations  correspondantes  aux  autres 
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incoiiiuies  j^ar  les  nombres  suivants  : 

L'équation  correspondante  à  o'z 

L'équation  correspondante  à  o'c 

L'équation  correspondante  à  S'u 

L'équation  correspondante  à  S'tf 

L'équation  correspondante  à  3'9 

L'équation  correspondante  à  S'c 

L'équation  correspondante  à  S'it 

J'espère  avoir  le  loisir  de  faire  connaître  les  corrections  que  les  ob- 
servations postérieures  au  i8  juillet  1842  apporteront  annuellexnent 
aux  équations  du  n*'  70,  et  de  maintenir  ainsi  la  théorie  de  Mercure 
toujours  appuyée  sur  les  observations  les  plus  récentes. 

79.  Comparaison  de  la  longitude  héliocentrique  de  Mercure,  calculée  par  les  nouvelles 
Tables,  aux  instants  des  passages  sur  le  Soleil,  avec  celle  qu'on  a  déduite  de  l 'obser- 
vation. 


par 

45 

par 

70 

par 

5,o3 

par 

a5,5 

par 

1,18 

par 

2l3 

par 

72795 

PHASES   CALCULEES 


l832 
1802 

'799 
•789 
1786 
1782 
1782 
1769 
1753 
.743 
1736 
.723 
1697 
1677 
1661 


Entrée  et  sortie.. 
i 
;   Sortie 

Entrée  et  sortie.    , 

Entrée  et  sortie. 

!   Entrée  et  sortie.    . 

!   Entrée 

I   Sortie 

I   Entrée 

!   Sortie 

I   Entrée  et  sortie. . 

■   Entrée  et  sortie. 
Entrée 

Sortie 

1 
Entrée  et  sortie. 

;    Jlilieu  du  passage 


F.Rr.ECES    TABCLAmES   AVEC    LES    ELEMENTS 


3"4 

23,3 

3,3 

9>7 

4,4 

25,6 

32,1 

1 1 ,0 

7>i 
23,5 
22,2 
42,2 
49»  2 

69,9 

42,5 


—   O    I 

0,0 
3,4 

2,3 

5,1 

—  5,2 

—  2,0 

0,7 
9,3 

o>9 

2,2 

—  0,6 

—  0,8 

—  ',7 
2,6 
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Je  dois  ajouter,  pour  l'intelligence  de  ce  tableau,  que  la  coraparaisou 
.qu'il  renferme  a  été  obtenue  au  moyen  des  équations  de  condition,  en 
faisant  porter  toutes  les  erreurs  sur  la  longitude  de  la  planète,  et  en 
supposant  la  latitude  exacte.  L'observation  de  1782,  qui  donnait  ainsi 
deux  erreurs  si  différentes  l'une  de  l'autre,  par  le  calcul  de  l'entrée  et 
par  celui  de  la  sortie,  faits  au  moyen  des  anciennes  Tables,  fournit,  avec 
les  nouveaux  éléments,  des  résultats  concordants.  Cette  observation 
est  très-propre  à  montrer  la  nécessité  des  corrections  que  j'ai  appor- 
tées à  la  position  du  nœud  de  Mercure,  et  au  diamètre  du  Soleil. 

Dans  la  colonne  des  erreurs  qui  subsistent  avec  l'emploi  de  mes  élé- 
ments, il  n'y  en  a  pas  une  seule  qu'on  ne  puisse  rejeter  tout  entière 
sur  l'incertitude  des  Tables  du  Soleil.  Je  dois  donc  penser  que  cette 
nouvelle  détermination  des  éléments  de  l'orbite  elliptique  de  Mercure , 
et  de  ses  perturbations  périodiques  et  séculaires,  donne  à  la  théorie  de 
cette  planète  le  degré  de  précision  qu'on  peut  attendre  de  l'état  actuel 
de  la  Mécanique  céleste,  et  de  la  perfection  des  observations  modernes. 
Il  me  restait,  pour  remplir  ma  tâche  jusqu'au  bout,  à  donner  des 
Tables  numériques,  au  moyen  desquelles  on  pût  introduire  dans  la 
construction  des  éphémérides  journalières  les  améliorations  dont  je 
viens  de  rendre  compte  :  c'est  ce  que  j'ai  fait. 

J'ai  présenté  ces  Tables  au  Bureau  des  Longitudes,  en  demandant  à 
cette  illustre  assemblée  qu'elle  voulût  bien  les  publier  sous  ses  auspices. 
Si  ma  demande  est  accueillie,  je  rendrai  compte,  dans  un  préambule, 
des  dispositions  particulières  par  lesquelles  j'ai  singulièrement  abrégé 
le  calcul  du  lieu  héliocentrique. 
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Sur  kl  loi  rie  la  pesanteur  à  la  surface  ellipsoïdale  d'équilibre  d  une 
masse  liquide  homogène  douée  d'un  mouvement  de  rotation; 

Par  J.  LIOUATLLE. 


Nous  admettons  bien  entendu  que  les  molécules  du  liquide  s'at- 
tirent en  raison  inverse  du  carré  des  distances.  Ainsi  les  ellipsoïdes  de 
révolution  ou  à  trois  axes  dont  nous  parlons  sont  ceux  de  Maclaurin 
et  de  M.  Jacobi.  Or,  si  l'on  prend 

œ-  r'  z' 

pour  l'équation  d'un  quelconque  de  ces  ellipsoïdes ,  le  premier  membre 
exprimera,  comme  on  sait,  à  un  facteur  constant  près,  ce  que  M.  Ja- 
cobi nomme  Xa  fonction  des  forces,  c'est-à-dire  la  fonction  dont  les  dé- 
rivées partielles  donnent  les  composantes  des  forces  agissant  sur  chaque 
point.  La  pesanteur  au  point  {oc,j,  z)  de  la  surface  est,  par  suite,  pro- 
portionnelle à 


s/î 


Donc  la  pesanteur  varie  à  la  surface  de  chaque  ellipsoïde  en  raison 
inverse  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent 
à  l'ellipsoïde  au  point  dont  on  s'occupe.  Si  l'on  mène  en  ce  point  une 
normale  terminée  à  un  quelconque  des  plans  principaux  de  l'ellip- 
soïde, on  pourra  énoncer  le  théorème  d'une  autre  manière;  car  Vin- 
tensité  de  la  pesanteur  est  directement  proportionnelle  à  la  longueur  de 
cette  normale. 


PURES  ET  APPLIQUEES.  36 1 


NOTE 

SLR   LA    THÉORIE    MATHÉMATIQUE   DE   LA   DOLBLE   RÉFRACTION; 
Par    m.    h.    SÉNARMOXT, 

Ingénieur   des   Mines. 


Depuis  que  le  génie  de  Fresnel  a  créé  l'admirable  théorie  de  la 
double  réfraction,  M.  Ilamilton  a  déduit  des  conséquences  nouvelles 
et  singulières  de  la  forme  de  l'onde  lumineuse  dans  les  milieux  biré- 
fringents; et  l'expérience  ,  d'accord  avec  ces  épreuves  délicates  et  déci- 
sives, est  venue  confirmer  les  idées  de  Fresnel  d'une  manière  aussi 
complète  qu'inattendue. 

Fresnel  avait  laissé  imparfaites  les  démonstrations  de  plusieurs  résul- 
tats auxquels  il  avait  été  conduit  par  une  sorte  de  divination.  M.  Ha- 
njilton  les  a  complétées  par  une  analyse  savante  [*],  et  M.  Plùcker 
les  a  rattachées  très-simplement  aux  propriétés  des  surfaces  réci- 
proques [**].  On  peut  aussi  retrouver  tous  les  résultats  connus,  sans 
recourir  à  aucune  théorie  géométrique  particulière,  et  en  s'écartanl 
à  peine  de  la  marche  que  Fresnel  avait  adoptée. 

On  se  contentera,  dans  ce  qui  va  suivre,  d'établir  les  principes  et 
les  conséquences  de  la  théorie  de  Fresnel,  à  peu  près  dans  l'ordre  qu'il 
a  suivi  lui-même  :  on  ne  s'arrêtera  pas  d'ailleurs  à  l'interprétation  phy- 
sique de  chaque  résultat  géométrique;  et,  tout  en  empruntant  le  lan- 
gage de  l'optique,  on  supprimera  les  développements  qui  ne  seraient 
pas  ici  à  leur  place. 

[*]   Transactions  of  thc  roynl  iris/i  Acadrinr,  LXX'^  vd'. 
[**]  Journal  eIcM.  Crelle,  tome  XIX. 

TonicVllI.  —  .'^tpTESiniiE  i8^3  '^l'^ 
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§  1"- 

I.orsqn'une  onde  plane  se  propage  dans  un  milieu  élastique  quel- 
conque, on  peut  toujours  déterminer  dans  le  plan  de  cette  onde 
deux  droites  telles,  que  si  la  direction  du  mouvement  vibratoire  coïn- 
cide avec  l'une  ou  avec  l'autre,  les  forces  élastiques  mises  en  jeu  ont 
une  résultante  comprise  dans  le  plan  qui  contient  déjà  le  mouvement 
vibratoire  lui-même  et  la  normale  au  plan  de  l'onde. 

On  désignera  par  a^,  b^,  c^  les  élasticités  suivant  trois  axes  d'élasti- 
cité principaux  ,  par  a,  ft,  7  les  angles  que  fait  avec  ces  axes  la  direction 
d'un  mouvement  vibratoire  quelconque.  On  démontre  d'ailleurs  que 
la  résultante  des  forces  élastiques  développées  a  pour  composantes, 
suivant  les  trois  axes,  des  quantités  proportionnelles  à 

n^  cos  a ,  b'  cos  ,S ,  c'  cos  -y  ; 

de  sorte  que  la  projection  de  cette  résultante  sur  la  direction  du  mou- 
vement vibratoire  lui-même  est  proportionnelle  à 

(i)  t-^  ^  a-  cos- a  -I-  b^  cos^jS  -f-  c"  cos -y. 

Si  le  mouvement  vibratoire  se  trouve  compris  dans  le  plan  d'une  onde 
perpendiculaire  à  la  droite  qui  fait  avec  les  axes  des  angles  l,  m,  n,  on 
a  la  condition 

(2)  cos  a  cos  /  -+-  cos  |S  cos  m  ~\-  cos  7  cos  «  =  o  ; 

enfin,  pour  que  la  direction  du  mouvement  vibratoire,  la  résultante 
des  réactions  élastiques  mises  en  jeu  ,  et  la  normale  au  plan  de  l'onde, 
soient  comprises  dans  le  même  plan,  il  faut  qu" elles  puissent  être  toutes 
trois  perpendiculaires  à  une  même  droite  qui  fera  des  angles  convena- 
bles u,  i>,  w  avec  les  trois  axes,  de  sorte  que  l'on  a  les  trois  condi- 
tions 

/       cos  a  cos  M   +      cos /5  cos  c -I-       cos  7  cos  u- =  o, 

(3'         I  a^cosacos?^   +  i'cosjS  cos  p  +  c^cos  7  cos  w  =  o, 

'       cos  Z  cos  i<  +      cosmcos('+      cosncosîv  =  o. 
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desquelles  on  tire  successivement 

cos  U  cos  V  SCO  (*• 

/b'  —  c^\    ~    le'  —  aA    ""  /g'  —  b'\  ' 

\  cos  a    '  \  COS  p    '  V    cos  7   / 

i-os  /      ,,  ,,  cos  ;«  ,    „  .,v     ,  COSrt    /    2         12\  „ 

cos  a    '  '         cos  p  ^  '  cos  7 

L'équation  (a)  peut  être  mise  sous  la  forme 

cos  /  ,  cos  m  2   f-      ,       C0S«     „„^2  „,  ,, 

cos^  a  +  ^  cos^  p  + cos  y  —  o, 

cos  a  cosp  '  cos  7 

et  Ion  arrive  enfin  à 

cos  /  \  /cos_m\ 

\  cos  p  y 


cos  a 


ib'  —  a')  cos'  p  +  (c'  —  «••)  cos'  7  (a'  —  *')  cos'  a  -)-  (V  —  A')  cos'  7 

/  cos  n  \ 

^  cos  7  / . 

(a'  —  c')  cos'  a  +  (é'  —  C)  cos'  p 

L'expression  (i)  peut  prendre  les  trois  formes  , 

r^  -  rt=  =  {h^  -  a^)  cos^*  ^  +  (c^"  -  a')  cos"  7, 
/■^-  -  /r  =  (a«  -  i'')  cos''  a  +  (c*  -  /'')  cos"  7^ 
r-  —  c"  =  (a*  -  <:')  cos"  a  -h  (h^  -  c')  cos-  /5  ; 


donc 


(-1) 


/    cos  /   \  /    cos  m  \  /  c"S  "  \ 

[T^rZ^'J     _     l  r'  -  b^)    _     V'-c') 


cos  a 

cos  p 

cos  p 

/     cos'/ 

cos'  m 

+      fr'-è')'    + 
cos'  ni             cos'  ri 

ces'  7Z 

cos'  / 

(,'  -  r 

/•'  —  a' 

r'-—b'     ''    r'  —  C 

cos  a  cos  /  4-  cos  p  cos  m  H-  cos  7  cos  ri 

A  cause  de  l'équation  (2),  le  dénominateur  de  la  dernière  fraction  est 
nul  ;  il  faut  donc  que  le  numérateur  soit  égal  à  zéro  : 

,^.  cos'/  cos'm       _      cos'n     

\-^)  r'  —  a-  /•'  —  *'  r'  —  c' 

'16. 
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Cette  dernière  équation  fournit  généralement  deux  valeurs  de  r^.  aux- 
quelles correspondent  deux  systèmes  de  valeurs  poiu'  a^  (i,  '/. 

L'équation  (5)  représente  la  surface  d'élasticité ,  dont  les  rayons 
vecteurs  sont  proportionnels  aux  vitesses  avec  lesquelles  se  propage- 
raient, suivant  leur  direction,  des  ondes  planes  qui  leur  seraient  per- 
pendiculaires, et  dont  les  vibrations  auraient  la  direction  déterminée 
par  l'un  ou  l'autre  système  de  valeurs  de  a,  j5,  y. 

§  II- 

Les  directions  déterminées  par  les  deux  systèmes  de  valeurs  de  a  .  ,'5. 
y,  sont  rectangulaires  entre  elles.  ^ 

Soient  r'-,  r"-  les  deux  racines  conjuguées  de  l'équation  (5),  a'.  [''. 
y',  a",  /3",  y"  les  valeurs  correspondantes  de  a,  |3,  y  : 


C-^.)  _  0 


//^v  I   cos  a'        cos  p'  cos  y' 

^  '  /  cos  /  \     /  cos  m  \  I   cos  n 


cos  a"        cos  p"  cos  7" 

En  multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  on  a 

[cos-  /      n    r      '^°*'  '"      1    r      '^^^^  "      \ 

cos  a'  COS  a  "  COS  p'  COS  p''  cos  7  '  cos  7  " 

cos-  /  cos-  m  cos-  n 


_   jr"   —  a-)  [r"'  ~   a')   "^  (r'^-  —  6')  (r"^-  —  b^)   "^  (r"  —  c^)  (/-"^  —  e-) 
cos  a  '  COS  a"  -4-  cos  p'  cos  p"  +  cos  7  '  cos  7" 

Mais  de  l'équation  (5)  on  tire  facilement 

/  (/-'^  -  a^)(r"^  -a^)=,(cû  -  b'){a^  -  c=)  cos=  /, 
(7)  (/  ''  -  i^)  (r"2  -  b-)=^lb^  -  a^){b^  -  C-)  cos^  m, 

-  [  (r''  -  c^  )  (/■"=  _  c^  )  =  (c=  -  rt-  )  (c-  -  b""  )  cos-  «  ; 

et  comme,  après  substitution,  le  numérateur  de  la  dernière  fraction 
se  réduit  identiquement  à  zéro,  son  dénominateur  est  nécessairement 
nul. 
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§  lU. 

Dans  tout  milieu  élastique  il  existe  deux  directions  suivant  lesquelles 
les  deux  vitesses  de  propagation  des  ondes  planes  deviennent  égales. 
Ces  vitesses  correspondent  d'ailleurs  à  des  directions  quelconques  du 
mouvement  vibratoire  dans  le  plan  de  l'onde. 

Soit. 

ft  >  /,  >  c. 

L'équation   5}  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(H_^,2)2+(,.2_^2^[cos-A«(2é--a--c^)+cosV(è^-c=:;-+-cos^/j(A^-a')] 
-+ib- -  a^){h^  -c')cos^  m. 

Si  l'on  exprime  la  condition  des  racines  égaies, 

o  =  [cos'  inhh'  -  a-  ~c^)  -\-  cos- l(b^  —  c=  >  -f  cos' n(b^  —  n^)^ 
+  4(«*  -  b'){b-  -  c=)cos*  m , 

les  deux  termes  sont  essentiellement  positifs;  il  faut  donc  qu'on  ait 


(8) 


Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  les  équations  (4),  les  valeurs  de  cos  a, 

ces  /3,  cos  -/,  se  présentent  sous  la  forme  -  et  demeurent  indéterminées. 

Les  deux  directions  déterminées  par  les  équations  (8)  sont  les  axes 
optiques. 

S   IV. 

Si  l'on  définit  la  normale  à  une  onde  plane  quelconque  par  ses 
distances  angulaires  aux  deux  axes  optiques,  les  deux  vitesses  de  pro- 
pagation correspondantes  pourront  s'exprimer  simplement  en  fonction 
des  nouvelles  coordonnées. 

Soient  t^,  t,,  les  angles  que  lait   la   normale  avec   les  deux   axes 
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optiques;  on  a 


cioiic 


sj'a^  —  c*  )  cos  tn^  \o.-  —  b-  I  cos  l  +  \b^  —  c*)  cos  n, 
v(a^  —  c*)cos  #,  =  v(rt^  —  h^)cosl  —  \(b^  —  c^)  cos  ra; 

,          J(a-  —  c'  )  /cos  to  4-  cos  fA 
COS  /  =     , : . 

^/(a'  —  b')\  2  J' 

\l(a-  —  cM  /cos  to  —  cos  f,  \ 
COS  n  =  -p^-=^  ( . 

Par  ce  changement  de  coordonnées  l'équation  [S   prend  la  forme 

r'  —  r-[a-  +  c'  —  (a-  —  c-  )  cos  Cg  cos  t,  ]  ^ 

4  o  V  -i-  (fl''  —  c'  )  [a'  (cos  f„  +  cos  t,  Y  —  c'  (cos  ta  —  cos  /,  Y  ] 

4  ' 

d'où 

„  a'  -i-  c-         a-  —  c- 


„       .         jta'nZt\  „  /ta^Zt,^. 

=  a'  sm  (     ^    j  +  f-  cos  ( ■). 

§  V. 

Les  plans  qui  contiennent  une  droite  quelconque,  et  les  deux  direc- 
tions des  mouvements  vibratoires  des  ondes  planes  normales  à  cette 
droite,  partagent  en  deux  parties  égales  les  angles  dièdres  compris  entre 
les  plans  qui  passent  par  la  même  droite  et  par  les  axes  optiques. 

Les  directions  des  mouvements  vibratoires  et  la  normale  aux  ondes 
planes  correspondantes  sont  trois  droites  perpendiculaires  entre  elles. 
On  peut  donc  les  prendre  pour  axes  coordonnés. 

Pour  changer  de  coordonnées  angulaires .  soient  J  \)i  J  \ -.J"^,  J '\  • 
les  angles  que  les  directions  des  deux  vibrations  font  avec  les  axes 
optiques; 

cos/,, 
ces/', 

cos  /'j 

cos /"  cos  a"  v/(a^^^6^  +  cos  y"  \l{b^  —  c') 


cos  a'  \J[a- 

—  è=)  -H  cos  7 

V\i= 

-c^) 

cosa'  sl[a^ 

—  b^)  —  cos  7 

v/(è= 

sl[b' 

-C) 

cos  a"  v(«' 

—  6')  +  cos  7' 

-<=') 
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Si  l'on  élimine  a',  7',  a",  7",  au  moyen  des  équations  (6;,  on  a 

cos/'.   _  cos  /(/■''  —  c')  v'(fl^  —  b')  +  cos  /?  (r'-  —  a^)  ^(b^  —  ç') 
cos/'.  cos  /  (r"  —  c')  v/(a'  —  é')  —  cos  n  (r"  —  c=)  s/{b'  —  c')  ' 


(9) 
Mais  des  équations  (7)  l'on  tire 


t^Qs/';   _  cos  /  (r"-—  C-)  y/fa^  —  &')  +  çqs ;; (r"'—  a')  y'(6'  _  c') 
cos/"  cos  /  (r"'—  c')  \J{a^  —  i^)  —  cos  n  (r"=—  c=)  ^(6'  _  c-T 


donc 


(r"  —  a»)  ^(6'  —  c^)  cos  n    _  {r"  —  c')  ^(g'  —  6');cos  / 

fr"=—  n=)  ^/(a-  _  é=)  cos  /  (/•"»  —  a')  \/(b'~l^)  cos  tî  ' 

cos  /j   cos  Z*^ 

cos  /',    ""■         cos  /"  ' 


Les  projections  des  axes  optiques  sur  un  plan  parallèle  au  plan  de 
l'onde  font  donc  des  angles  égaux  avec  les  nouveaux  axes,  ou,  eji 
d'autres  termes,  avec  les  directions  des  deux  vibrations  rectangu- 
laires. 

§  yi. 

La  surface  représentée  par  l'équation  (71  est  susceptible  d'une  con- 
struction géométrique  très-simple. 
Si  l'on  coupe  l'ellipsoïde 

—  =  a-  cos-  a  +  b^  cos-  /5  +  c^  cos-  7 

})ar  un  plan  quelconque  passant  par  son  centre,  et  si  Ion  porte  sur  la 
perpendiculaire  à  ce  plan  des  longueurs  inversement  proportionnelles 
aux  diamètres  maximum  et  minimum  de  l'ellipse  ainsi  déterminée,  les 
deux  points  que  l'on  obtient  de  cette  manière  appartiennent  à  la  sur- 
face. 

La  longueur  d'un  rayon  vecteur  quelconque    est   donnée  par  les 
équations 

cos-  a  -f-  cos^  p  -h  cos-  7=1, 
—  =  a^  cos^  a.  -+■  h'-  cos^  ^  -\-  c-  cos^  7; 
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si  ]e  rayon  est  coinpris  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui 
fait  des  angles  /,  /«,  n  avec  les  axes, 

cos  a  cos  l  +  ces  j3  ces  m  +  ces  y  ces  «  =  o  ; 

si  ce  rayon  doit  être  maximum  ou  minimum  . 

cos  a  d  cos  a  +  cos  |5  d  cos  p  +  cos  y  d  cos  y  =i  o . 

a-  cos  a  r/  cos  a  -+■  b-  cos  [i  d  cos  |3  +  c-  cos  y  r/  cos  y  =  o  , 

cos  l  d  cos  a  -I-  cos  «i  r/  cos  ^  -+-  cos  «  (Y  cos  y  ^  o. 

,Si  l'on  compare  maintenant  ces  équations  à  celles  qui  ont  fourni 
l'équation  ;  5),  on  voit  qu'elle  ne  diffère  que  par  1^  notation  des  quan- 
tités à  éliminer  et  par  ia  substitution  de  —  à  /•■'.  Il  est  d'ailleurs  évi- 
dent que  les  axes  de  l'ellipse  coïncident  en  direction  avec  les  deux 
vibrations  rectangulaires. 

On  verra  facilement  que  la  proposition  du  §  V  résulte  immédiate- 
ment de  cette  construction  géométrique. 

^  VII. 
Détermination  de  La  surface  d'une  onde  élémentaire. 

Si  Ion  désigne  par  p,  cos).,  cos^y. ,  cos  v  des  coordonnées  polaires 
variables,  l'équation  d'une  onde  plane  qui  a  passé  par  l'origine  sera, 
au  bout  de  l'unité  de  temps, 

(lO)  cos).  cos/  -)-   COSU.  cos /H   -I-    COSV  cos  7i  ^=    -  =  COSc; 

et  les  constantes  /,   m,  n,   r  doivent  satisfaire  aux  deux  conditions 


1 

cos'  m 

cos-  n 

;■-  —  ti- 

r-  —  c- 

cos-  /  + 

cos^  m  -+- 

cos-  «  =  I . 

La  surface  d'une  onde  élémentaire  est  tangente  à  toutes  les  ondes  planes 
qui  ont  passé  en  même  temps  par  l'origine;  elle  enveloppe  donc  toutes 
les  positions  du  plan  (lo,  quand  /,  m,  n,  r  varient.  Cette   surface 
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enveloppe  se  déterminera  de  la  manière  suivante  : 
On  a  d'abord 


dcosn 
COS  A  +   COS  V 


f/  COS  /  p  rf  COS  / 

,                    ri  COS  n 
COS  l  -+-  COS  n =  o . 

acos  l 


COS  /           COS  n    d  COS  n              ces'  / 

COS- m 

r'-- — 0'    '    r= — c'-dcosl           (r-  —  a' 

'        (r'-6')' 

dcosn              dr 

'                        dcosm        prfcos/n 

rfcos  « 

cos/n+  COS  n  -; — —  =  0  , 

dcosm 

COS-  «     H      rrfr 
(r-  —  c')=J  rfcos  /  ' 


cos/«  cosn    dcosn       f    cos' /  cos'm 

1 = 1 

r- — b-        r' — c'  dcosm        L{r'  —  a')'       (r-  —  6')' 


(/"'  —  c'Y  J  rfcos  m 


Si  l'on  élimine  les  coefficients  différentiels  au  moyen   des  coefficients 
arbitraires  V,  W,  V,  W,  on  trouve  facilement 

V  =  V,        W  =  w, 

et  l'on  arrive  aux  équations 

-ir  I  tMT        l'os/ 

cos  A  =  V  COS  /    +  W 


cos  /jr.  =  V  COS  m  -+-  W 


'  —  a' 
cos  m 


tr  Tir       COS  n 

COS  V  =  V  COS  n  -\-W  — : 


_,    (^     cos'  / 
Vr     — r 


{r^-b--y 


cos'  n      j 


Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  trois  premières  équations  multi- 
pliées respectivement  par  COS /,  cos  m,  COS 72,  ou  a,  à  cause  des  équa- 
tions (lo)  et  (5), 

Si  on  les  ajoute  après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  a,  à  cause  de 
l'équation  (5)  et  de  la  relation  précédente, 

? 

Tome  VIII   —  Septemdep.   i8')3  47 
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et,  si  l'on  reporte  ces  valeurs  dans  les  équations  ci-dessus, 

pcosX=/cos/  +/•  ^  ~\cos/=  r  \  ~",cos  l  =7cos/  +''~^  a  ces)  , 

r' — a-  r-  — a-  p- — a-' 

/5Cosa=rcos/n+  r—, — 7-cos7n=  r '^- — —  cosw=rcos/n-<-'°  ~^  o  cos  y.. 
(Il)     {  '•■-^  ^-''-  ?'-*'^        ' 


cos'  /  cos'  77! 


I7-— a-  - 


c')=         '•=  (  p'  — 


Si  l'on  ajoute  les  trois  premières  équations  sous  leur  dernière  forme , 
apz'ès  les  avoir  multipliées  respectivement  par  cos/,  cos  p. ,  cosv,  on 
a,  à  cause  de  l'équation  (10), 


(12) 


cos'  fi 


f— ' 


cette  équation  appartient  à  la  surface  de  l'onde.  Si  on  la  retranche  de 
l'identité 

I   ces'  l         cos'  fi         ces-  v 

p'  ~    p'  p'  p' 

elle  prend  la  nouvelle  forme 

/   o\  a 'cos' À         6' cos' fi         c' ces' V 

(i3) 5-*-i r -^ ;  =  o- 

p'  —  a'         p'  —  £>■  p'  —  c' 

§  VIII. 
Si  dans  l'équation  (5)  on  remplaçait  r^,  a^,  b^,  c^,  cos  /,  cos/h,  cosw, 
par—,  —,  y^,  —,  cos>.,  cosfJL,  cos  V,  on  retomberait  sur  l'équation  (i  3). 

Il  suffit  donc  de  faire  le  même  changement  dans  toutes  les  équations 
qui  dérivent  de  l'équation  (5),  pour  avoir  des  relations  analogues  entre 

p,  X,  IX,  V. 
Ainsi  les  directions  déterminées  par 

2  „v         c'(a' — b-)  „  a^{b~  —  c') 

cos''a=o,       COS^  A=  yr^V-^ -^,      COS^V  r=  j-7 '., 

'  b-[a- — c'j  '  é'(a'  —  c') 

0^  =  b\ 
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correspondent  à  des  racines  égales  de  l'équation  (i  3),  et  si  l'on  rapporte 
à  ces  deux  droites  la  position  d'un  rayon  quelconque,  en  appelant  'i^. 
0,  les  nouvelles  coordonnées  angulaires,  on  a 

-  r-r-(cosâ„  cos6,  ±L  sin  5,,  sin  9.) 


la'  c^ 

a'  -{-  c- 


^COs{6„  nfzd,) 


Enfin ,  si  l'on  coupe  l'ellipsoïde 

5-:  ^  -;  COS^  ce  -i-  j-  COS-  6  H COS''  7 

R-         n'  b'  '  c'  ' 

par  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  fait  des  angles  /,  p.,  y,  avec 
les  axes,  et  si  l'on  porte  sur  cette  droite  des  longueurs  directement 
proportionnelles  aux  diamètres  maximum  et  minimum  de  l'ellipse  ainsi 
déterminée,  les  deux  points  que  l'on  obtient  de  cette  manière  appar- 
tiennent à  la  surface  de  l'onde. 

§   IX. 

A  chaque  direction  d'un  rayon  de  la  surface  (i  3)  correspondent  deux 
directions  de  vibrations. 

Si  l'on  élimine  /,  m,  n  entre  les  équations  (4) et  (i  i), 


(14) 


/      COS  À    \  /      COS  fi    \  /       COS   V    \ 


os  7  p  \J{f  —  r' 


à  chaque  valeur  de  p  tirée  de  l'équation  (  1 3)  correspond  un  système 
particulier  de  valeurs  pour  a,  (3,  y. 

Ees  plans  qui  contiennent  à  la  fois  le  rayon  et  la  direction  d'une  des 
deux  vibrations  sont  rectangulaires  entre  eux;  ils  partagent  en  deux 
parties  égales  les  angles  dièdres  compris  entre  les  plans  qui  passent 
tous  deux  par  le  rayon,  et  chacini  par  Vnue  des  droites  correspon- 
dantes à 

n  „  .  c'  a'  —  6'  _  a'  b-  —  r- 

cos""  y.=o,     cos^  A  =  7- ,     cos-  y  =  ~     . 

47" 
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Il  suffit  pour  s'en  assurer  de  chercher  les  angles  que  font  avec  les  axes 
deux  droites  perpendiculaires,  toutes  deux  au  rayon,  et  chacune  à 
l'une  des  vibrations.  En  reprenant  ensuite  la  marche  suivie  au  §  II  et 
au  §  V,  on  prouverait,  absolument  de  la  même  manière,  que  ces  deux 
droites  sont  perpendiculaires  entre  elles ,  et  qu'elles  partagent  en  deux 
parties  égales  les  angles  compris  entre  les  deux  traces  déterminées  sur 
leur  plan ,  par  des  plans  qui  passent  tous  deux  par  le  rayon  et  chacun 
par  l'une  des  droites  correspondantes  aux  racines  égales  de  l'équa- 
tion (i3). 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  cette  dernière  propriété  résulte  de 
la  construction  de  la  surface  de  l'onde  au  moyen  d'un  ellipsoïde. 

§  X. 

La  droite  qui  joint,  dans  le  plan  d'une  onde ,  le  pied  de  la  normale 
à  cette  onde  et  l'extrémité  du  rayon  correspondant  détermine  la  di- 
rection de  la  vibration. 

Des  équations  (  1 4)  on  tire ,  en  ayant  égard  à  l'équation  (12), 

cos  1  cos  a.  +  cos  fj.  cos  (i  -+-  cos  v  cos  y  =  \/  i ;  =  sin  s. 

L'angle  compris  entre  le  rayon  et  la  normale  est  complément  de 
l'angle  compris  entre  le  rayon  et  la  vibration.  Mais  la  vibration  et  la 
normale  sont  perpendiculaires  entre  elles  :  les  trois  droites  sont  donc 
dans  un  même  plan. 

§  XI. 

Etant  donnée  la  position  de  l'onde  plane ,  en  déduire  celle  du  rayon 
correspondant. 

Si  l'on  élimine  p  entre  (i  i)  et  (i3) ,  et  entre  (10)  et  (i3), 

.,  a' cos  i  cos  l  b- cos  u  cos  m  c- cos  v  cos« 

i  I M  ■ — ; ; 1 7-^—r^ i -, ; —  =  o  ; 

r-  —  a^  r-  —  y-  r-  —  c- 

,    ^.  fl' cos' X  è-cos-u  c'cos'ï 

16) : H -, 7--^— h    -; =  O. 

*      '  r- — acoSE  r-  —  û'coss  r-  —  c'cos'e 

Ces  équations,  qui  représentent  un  plan  passant  par  l'origine  et  un 
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cône  dont  le  sommet  est  à  la  même  origine,  répondent  à  la  question. 
L'intersection  du  cône  et  de  la  surface  de  l'onde  est  déterminée  par 
l'ensemble  des  équations  (12)  et  (i5). 

§  XII. 

Étant  donnée  la  position  du  rayon,  en  déduire  celle  de  l'onde  plane 
correspondante. 

Si  l'on  élimine  r  entre  (i  1)  et  (5),  et  entre  (10)  et  (5), 


(17) 

COS  X  COS  /   ,   COS  f*  cos  m      ^      COS  v  cos  n 

p'  —  a-               p-  —  0-                '-  —  f 

(18)  • 

cos'  /         cos'  m                     ces'  n 

0'  cos'  £  fl'   '   p'  cos'  £  —  è'   '   p'  COS'  £  C' 

Ces  équations,  qui  représentent  un  plan  passant  par  l'origne  et  un  cône 
dont  le  sonunet  est  à  la  même  origine,  répondent  à  la  ciuestion.  L'in- 
tersection du  cône  et  de  la  surface  (5  est  déterminée  par  l'ensemble 
des  équations  (5)  et  (10). 

§  XUI. 

Les  problèmes  des  §  XI  et  XII  présentent  chacun  un  cas  particulier 
qui  méiite  d'être  considéré. 

Lorsque  les  constantes  qui  entrent  dans  les  équations  des  plans 
sont  telles  que  ces  équations  se  réduisent  identiquement  à  zéro,  on 
n'a  plus,  pour  répondre  à  chaque  question  ,  que  l'équation  des  cônes; 
il  faut  donc  nécessairement  qu'une  infinité  de  rayons,  réfractés  suivant 
les  génératrices  d'une  surface  conique,  correspondent,  dans  certaines 
circonstances,  à  une  onde  plane  unique,  et  qu'une  infinité  dondes 
planes,  normales  aux  génératrices  d'une  surface  conique,  correspon- 
dent, dans  certaines  circonstances,  à  un  rayon  réfracté  unique. 

Ces  deux  cas  particuliers  vont  être  discutés  successivement. 
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§  XIV. 
Discussion  du  cas  particulier  du  §  XII . 
L'équation  (^i  5 1  du  plan  se  réduit  identiquement  à  zéro  quand 

t  ,   ,         a}  —  h-  ,  b~  —  c- 

cos  /w  =  o.     r  =^  b.     cos   l  = -,     cos    n  =  , 

«'  —  c-  rt'  —  c- 

p  cos  £  =  ^  =  p  {J"^f^^  cos  X  ±  \J^^r~:.  ^^^^)  ■ 

(  Le  double  signe  répond  à  une  double  surface  conique.  On  ne  con- 
servera, pour  la  discussion,  que  le  signe  supérieur,  i 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (i6i  du  cône,  elle  devient, 
après  toutes  réductions  faites , 

a-[b-  —  c')         2-  c^(a- — b-) 


b'[a-  —  c')  b''{a-  —  c') 


cos-  V  -f-  cos*  u. 


^ '—- cos  /  COS  V    1 

a- — c-  o'  / 

OU ,  en  coordonnées  rectangulaires , 

L'équation  du  plan  de  la  base  est,  en  coordonnées  rectangulaires. 

,   là'  —  b"-  jb-  —  c^ 

V  u'  —  f-  y   a'  —  c^' 

et  il  est  nécessairement  tangent  à  la  surface  de  l'onde,  dans  toute 
l'étendue  du  contour  de  cette  base,  puisque  chaque  génératrice  est 
im  rayon ,  et  que  chaque  rayon  est  déterminé  par  un  point  de  contact 
de  l'onde  plane  correspondante.  Si,  dans  l'équation  du  cône,  on  fait 
j  =  o, 

z  b''  —  c-  z  a'         b'  —  c- 

X  y    n-  —  c''         X         c'y   a"  —  c- 

La  première  génératrice,  qui  se  confond  avec  la  normale  à  l'onde 
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plane  unique ,  est  donc  perpendiculaire  à  la  base  du  cône.  Si  o!i  la 
prend  pour  nouvel  axe  des  X,  l'équation  du  cône  devient 


,.^ç._ç.^r:4(Élzi£:i; 


6' 
et  si  l'on  fait  E  =  h,  on  a  pour  l'équation  de  la  courbe  de  contact 

A  chaque  rayon  correspond  une  direction  particulière  de  la  vibration 
dans  le  plan  de  l'onde.  On  déterminera  (§  X)  cette  direction  en  joi- 
gnant dans  le  plan  de  la  base  du  cône  le  pied  d'une  génératrice,  ou, 
en  d'autres  termes,  d'un  rayon  quelconque  au  pied  de  la  normale  à 
l'onde  plane  qui  se  confond  avec  la  génératrice  perpendiculaire  à  la 
base. 

Apres  l'émergence,  chaque  rayon  devient  parallèle  à  la  normale  à 
l'onde  plane  unique  extérieure  correspondante  à  l'onde  plane  unique 
intérieure.  La  direction  de  cette  onde  extérieure  se  déduira  facilement 
de  la  direction  de  l'onde  intérieure  par  la  loi  des  sinus. 

L'indice  de  réfraction  est  évidemment  égal  à  -,  si  l'on  représente 

par  t»  la  vitesse  de  propagation  dans  le  milieu  extérieur. 

Les  rayons  émergents  forment,  par  conséquent,  un  cylindre  du 
second  degré. 

§  XV. 

Discussion  du  cas  particulier  c/m  §  XIII. 

L'équation    17    du  plan  se  réduit  identiquement  à  zéro  si  l'on  a 

,,       .,     c  a'  —  b-                j      a-  b'  —  r- 
COS  U.  =  0,   Cj-    =   0.       COS  À  =  T.—, ;,   COS  V   =  7-,-:: ;, 


r  c        a^  —  b'  ,    ,    a        b'  —  c- 

COS  £  =  7  =  T  V/ COS  t  ±  T  V/  -; ;  COS  n . 

b         6  V  a'  —  C        b  y  a-  —  c- 

'  On  ne  conservera,  comme  précédemment,  que  le  signe  supérieur.) 
Il  est  facile  de  voir  que,  pour  obtenir  l'équation  du  cône,  il  siittit 
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de  changera^,  b^,  c^,  >,,  p.,  v,  en  —,  t^,  t'  ^  '"'  ">  ^^"^  les  équations 
du  §  XIV. 

L'équation  du  cône  est  donc 


b^  —  c-         „    .          a- — h-         ,  , 

-T ;  cos''  i  -+-  — ;  cos"  n  +  cos''  m 


=  o, 


^^^^ — ces  /  COi 

a-  —  c-  ac  I 

OU,  en  coordonnées  rectangulaires, 

et  l'on  prouverait,  comme  précédemment,  que  le  plan  perpendiculaire 
à  la  génératrice,  qui  se  confond  avec  le  rayon  unique,  coupe  le  cône 
suivant  un  cercle. 

L'intersection  du  cône  et  de  la  surface  (5;  est  donnée  par  l'ensemble 
des  équations  (5;  et  (10).  La  seconde  représente  une  sphère  qui  passe 
par  l'origine  et  dont  le  diamètre  est  b. 

On  peut  mettre  ces  deux  équations  sous  la  forme 

a-  —  b-       „  ,       c-  —  b-       „ 

— cos^  /  H — ; cos*  re  +  I  =  o, 


Si  on  les  retranche,  on  obtient  l'équation  d'une  nouvelle  sphère, 


c(r-  —  a-)  +  r  ces  /  \!{a'  —  i^)  \,l{a^  —  c')  =  o. 

Si  1  on  retranche  de  nouveau  les  équations  des  sphères  l'une  de  l'autre, 
après  les  avoir  mises  sous  la  forme  convenable,  on  obtient  l'équation 
du  plan  du  cercle  d'intersection. 


r(fl y/  .  _   .  cos  l  -h  c  y    .  _  ''.  cos  n\  —  ac  =  o, 

ou  ,  en  coordonnées  rectangulaires  , 

/a-  —  b-  .  /b'-  —  c- 

xa  V f-  zc  V rtc  =  o. 

y  a-  —  c-  V   «•  —  c 
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Ce  plan  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  du  cône  diainétralenieut 
opposée  au  rayon  unique;  il  détermine  donc  ime  section  circulaire 
antiparallele  à  la  première. 

Si  l'on  fait  passer  des  plans  jjar  la  génératrice  qui  se  confond  avec  le 
rayon  unique  et  par  une  génératrice  quelconque,  ces  plans  contiennent 
(§  X)  la  vibration  correspondante  à  cette  dernière,  ou,  pour  mieux 
dire,  à  l'onde  plane  qui  lui  est  perpendiculaire.  Si  l'un  quelconque  de 
ces  plans  est  incliné  sur  la  section  méridienne  du  cône  d'un  angle  â, 
et  si  un  second  plan  ,  qui  passerait  par  la  même  génératrice  et  par 
l'axe  du  cône,  est  incliné  sur  la  même  section  méridienne  d'un  angle  r. 
on  trouve  facilement 


tang  T  =  y/  I  +  ^ ^ -'  tang  ac?: 

mais,  en  général ,       ~  ,  ]  , ~ '^     est  une  quantité    très-petite  qu'on 
peut  négliger,  et  l'on  a,  à  très-peu  près, 

A  chaque  onde  plane  intérieure  correspond,  après  l'émergence, 
une  onde  plane  extérieure.  Les  normales  aux  premières  formant  un 
cône  du  second  degré  ,  les  normales  aux  secondes  en  formeront  un  du 
quatrième.  La  face  d'émergence  est  supposée  perpendiculaire  au  rayon 
unique. 

Chaque  onde  plane  suit,  en  se  réfractant ,  la  loi  des  sinus,  mais  avec 
un  indice  différent  pour  chacune  d'elles,  la  vitesse  de  propagation  in- 
térieure propre  à  chaque  onde  étant  précisément  égale  aux  longueurs 
des  génératrices  du  cône  interceptées  par  le  plan  antiparallele  à  celui 
perpendiculaire  au  rayon  unique. 

Soient  l'équation  de  ce  plan  antiparallele  et  celle  (.\u  cône  rapportées 
au  rayon  unique  comme  nouvel  axe  des  X  , 


us/^^~-^  =  o, 


lac  -  Çv(«"  -  b'')lb^  -  c"")  -  nhc  =  o. 
Soient  x^,  j^,  z^  les  coordonnées  courantes  de  la  normale  a  luie 

Tome  VIII  —Septembre  1843.  ^" 
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onde  extérieure,  correspondante  à  une  onde  intérieure,  dont  la  nor- 
male perce  le  plan  antiparallèle  en  ^,  r,,  Ç. 

On  a  d'abord,  entre  ^ ,  yj,  Ç ,  les  relations  qui  précèdent ,  et  de  plus, 
entre  les  mêmes  quantités  et  x^^j^^j  z^,  les  relations  suivantes. 

Les  directions  de  propagation  intérieure  et  extérieure,  et  la  normale 
à  la  face  d'émergence  sont  dans  le  même  plan  : 

2L  —  1 

Le  rapport  des  sinus  est  égal  au  rapport  des  vitesses  intérieure  et  ex- 
térieure, ou,  en  désignant  cette  dernière  par  v, 


V/| 


«--+-?" 


\l{V  +  ri^-^V) 


s/\ 


r. 


x\  -'rxl  -t-  2^ 

Si  entre  ces  quatre  équations  on  élimine  S,  n,  Ç,  on  trouve,  pour 
l'équation  du  cône  émergent , 

{Jl  +  4Y  =  '^^"^'^hS'^'^  zlia^l+jl+zl)  =  K^zl{a:l  +  n  +  zlr, 

et  l'on  peut  remarquer  que  l'intersection  de  ce  cône  et  d'une  sphère 
dont  le  centre  serait  à  l'origine  se  projette  sur  le  plan  des  xz  suivant 
deux  paraboles ,  sur  le  plan  des  j-z ,  suivant  deux  cercles  passant  par 
l'origine. 

On  peut  mettre  l'équation  du  cône  sous  la  forme  suivante  : 


^  est  généralement  une  quantité  assez  petite  pour  qu'on  puisse  né- 
gliger ses  puissances  supérieures;  l'équation  devient  alors 

jl^  zl  zt.  Rî„jr„  =  o, 

et  représente  deux  cônes  obliques  à  bases  circidaires  de  même  forme 
que  le  cône  intérieiu-,  mais  dont  les  bases  ont  des  diamèlres  diffé- 
rents. 
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DE  LA  DÉTERMINATION, 

sons     FORME     INTÉGRA.BLE  , 

DES  ÉQUATIONS  DES  DÉVELOPPÉES  DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE  ; 
Pau  h.   MOLINS, 

ProfcBseur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 


Monge  a  fait  voir  le  premier  qu'une  courbe  quelconque  a  une  ni- 
finité  de  développées,  dont  il  a  donné  la  construction  avec  la  manière 
de  former  leurs  équations.  Ces  équations  n'étant  pas  sous  forme  inté- 
grable,  Lancret  fit  ensuite  connaître  une  méthode  par  laquelle  il  les 
obtenait  sous  cette  forme.  Elle  repose  sur  l'emploi  d'un  plan  touchant 
de  la  courbe,  en  l'assujettissant  à  faire  un  angle  donné  avec  le  plan  os- 
culateur.  Comme  l'équation  de  ce  plan  est  extrêmement  compliquée . 
le  procédé  lui-même  exige  de  longs  calculs  qui  le  rendent  peu  prati- 
cable. La  marche  que  nous  suivons  nous  a  paru  remédier  à  cet  incon- 
vénient et  donner  une  solution  assez  simple  de  la  question.  ISous 
établissons  d'abord,  pour  les  courbes  à  double  courbure,  quelques 
relations  générales  applicables  à  la  théorie  des  développées,  et  dont  la 
première  servira  à  former  leurs  équations. 

I.  Considérons  un  point  quelconque  O  d'une  courbe  à  double 
courbure,  et  plaçons-y  l'origine  des  coordonnées,  en  prenant  pour  axe 
des  X  la  tangente  en  ce  point ,  pour  axe  des  J  la  direction  du  rayon 
du  cercle  osculateur,  et  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  au  plan 
osculateur.  Soient 

J-  =  ^  X,       z  =:    <\>X, 

les  équations  de  la  courbe;  nous  supposerons  que  l'on  prenne  x  pour 
variable  indépendante ,  ce  qui  donnera 

d-x  =  o. 

48.. 
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La  tangente  au  point  O  a  pour  équations 

et  comme  elle  sert  d'axe  de  x,  on  aura  en  ce  point 

dj  =^   o,     dz  =z   o. 
En  outre,  le  plan  osculateur  au  point  O  a  pour  équation 

Xjc'  -+-  Yj'  -+-  Zz'  =  o, 
les  coefficients  ayant  ici  pour  valeurs 

X  =  o,     Y  =  -  dxdH,     Z  =  djcd-j, 

et  puisque  ce  plan  sert  de  plan  des  ,r,  j-,  on  aura  évidemment 

d^z  =   o. 
Il  suit  de  là  que  l'on  a  au  point  O, 

ds   =  dx,     d^s  =   o, 

et  si  l'on  différentie  les  expressions  générales  de  X,  Y,  Z,  on  trouvera 
que  l'on  a  en  ce  même  point 

c?X  =  o,     dY  =  -  dxd'z,     dZ  =  dxd^j. 

Cela  posé ,  soient  a,  /3,  y  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  oscula- 
teur au  point  O.  on  trouvera  que  leurs  expressions  générales  donnent, 
en  vertu  des  valeurs  précédentes, 


dY  '    =    °' 


de  sorte  que  le  rayon  de  ce  cercle  est 

dx'' 
1^- 


P  = 


Soient,  en  second  lieu,  x',  j',  z'  les  coordonnées  du  point  d'inter- 
section de  trois  plans  normaux  consécutifs,  point  que  Monge  appelle 
centre  de  courbure  sphérique,  parce  qu'il  est  le  centre  de  la  sphère  qui 
passerait  par  quatre  points  consécutifs  de  la  courbe;  on  trouvera  que 
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leurs  valeurs  relatives  au  point  O  sont 

I         dx-  _,  dx'd^y 

X'  =  O,       y    —-^i       2    —    —   d^yd'z 

Appelons  H  la  distance  du  centre  de  courbure  sphérique  au  plan  oscu- 
lateur;  elle  est  visiblement  égale  à  z',  et  l'on  a 

dx-'d-^y 
d  y  d 'z 

Soit  enfin  y  l'angle  de  torsion  de  la  courbe  au  point  O,  on  trouvera 

dz 
d'y 

et  pour  la  différence  de  deux  rayons  de  courbure  consécutifs, 

,  dx'^d'y 

Maintenant,  si  l'on  multiplie  entre  elles  les  valeurs  de  H  et  u  ,  on  ob- 
tient 

(d'y)- 

ce  qui  est  la  valeur  de  dp.  Donc  on  a  cette  relation  générale , 

dp  =  Hu , 

qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  .<  Le  rapport  de  la  différence  de  deux  rayons 
..  de  courbure  consécutifs  à  l'angle  de  torsion  est  égal  à  la  distance  du 
..   centre  de  courbure  sphérique  au  plan  osculateur.  » 

2.  Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur  sont  données  par 

la  formule 

Ydz  —  Zdy 


X  =  dy 


X'-f-Y'  +  Z' 


et  par  deux  autres  analogues.  Si  on  les  différentie .  on  trouvera  pour 
les  valeurs  de  rfa,  rf/3,  rfy  relatives  au  point  O , 

dx''d^y         j  dx^d'z 
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et  par  suite,  pour  la  valeui'  de  l'élément  de  la  courbe  lieu  des  centres  de 
courbure,  que  nous  désignerons  par  da^ 


Mais  la  formule 


tlx- 


d^r  =  ''A 


P 
vaU'urqui,  portée  dans  les  formules 

d^z  ,  dx'd-r 

^  =  d^r^     ^^P  =  -ldW' 
leur  tait  prendre  la  forme 

pdH  j  p'^d'Y 

d  OÙ 

d^r  =-'^dx\    d'z  =  -  dx\ 

?■  p 

Substituant  ces  valeurs  de  d-j,  d^j,  d'z  dans  l'expression  de  da ,  on 
obtient  celte  nouvelle  relation  générale 


d(7  =  \jdf?-h  p'«^ 

Si  la  courbe  proposée  était  plane ,  u  serait  nul  et  l'on  aurait  la  relation 
connue  d^  =  dp  qui  lie  entre  elles  cette  courbe  et  la  courbe  lieu  des 
centres  des  cercles  osculateurs  qui  en  est  la  développée.  Mais  forsque 
la  courbe  est  à  double  courbure ,  la  formule  précédente  prouve  que 
dv  n'est  pas  égal  à  dp,  ce  qui  démontre  d'une  nouvelle  manière  cette 
proposition ,  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs  n'est  pas 
une  développée  de  la  courbe  proposée.  Enfin ,  si  dans  cette  formule 
on  porte  la  valeur  dp  =  Hw,  on  obtient  cette  autre  relation 

d<!  rvn k 

—  —  s^-  +  ^  ■ 
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Si  l'on  observe  que  la  quantité  \JR-  -h  {?  exprime  la  distance  du  point 
O  de  la  courbe  proposée  au  point  d'intersection  de  trois  plans  normaux 
consécutifs,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  rayon  de  courbure  sphé- 
rique,  on  pourra  énoTicer  ainsi  la  relation  précédente  :  i  Le  rapport  de 
»  l'élément  différentiel  tle  la  courbe  lieu  des  centres  de  courbure  à  l'angle 
»  de  torsion  est  égal  à  la  longueur  du  rayon  de  courbure  sphérique.   » 

5.  Les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  pour  r/a,  c/,3,  rfy,  d'^y-,  d^z 
donnent 

,  f/y  d'^z  pu 

ce  qui  montre  que  la  tangente  à  la  courbe  lieu  des  centres  de  courbure 
est  contenue  dans  le  plan  normal  au  point  O,  et  de  plus,  qu'elle  fait 
avec  le  rayon  du  cercle  osculateur  un  angle  dont  la  tangente  est  égale 

à  ^.  Conmie  cette  quantité  n'est  pas  nulle  dans  les  courbes  à  double 

courbure,  on  en  conclut  que  le  rayon  du  cercle  osculateur  n'est  pas 
tangent  au  lieu  des  centres  de  courbure,  et  cela  peut  encore  servir  à 
voir  que  cette  courbe  n'est  pas  une  développée  de  la  courbe  proposée. 

On  peut  encore  remarquer  que  l'expression  de -T^  devient,  en  v  met- 
tant Hw  à  la  place  de  dp , 

Ù.  —  L 
d<^        h' 

quantité  qui  représente  aussi  la  cotangente  de  l'angle  que  forme  avec 
le  rayon  de  courbure  p  le  rayon  de  courbure  spliérique  \jW  +  p'. 
Donc  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  :  «  L'angle  que  fait  la 
"  tangente  à  la  courbe  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs  avec  le 
»  rayon  du  cercle  osculateur  est  le  complément  de  l'angle  que  fait  avec 
»  ce  même  rayon  le  rayon  de  courbure  sphérique.    » 

4.  Cherchons  maintenant  les  équations  des  dévelop|)ées  d'une 
courbe  quelconque  à  double  courbure  AB.  Concevons  que  l'on  ait 
construit  la  surface  développable  lieu  des  intersections  successives  des 
plans  normaux;  on  sait  que  toutes  les  développées  sont  situées  sur 
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cette  siiilace.  Soient  M,  M',  M"  divers  points  consécutifs  de  la  courbe, 
CO  l'intersection  des  plans  normaux  en  M.  M',  C'O'  celle  des  plans 


il p" 


lujnaaux  en  M',  M",  etc.  Pour  construire  une  développée  quelconque, 
on  prendra  à  volonté  sur  la  droite  CO  un  point  I  qu'on  regardera 
comme  le  point  de  la  développée  qui  répond  au  point  M,  et  pour  avoir 
le  point  suivant  de  cette  coin-be,  on  mènera  la  droite  M'I  contenue 
dans  le  plan  OCO'  qui  est  le  plan  normal  au  point  M'  ;  le  point  1'  où 
cette  droite  rencontre  C'O'  est  le  second  point  de  la  développée,  lequel 
répond  à  M'.  Pareillement  on  joindra  l'M"  qu'on  prolongera  jusqu'à 
la  rencontre  de  CO"  au  point  I  qui  est  le  point  de  la  développée  cor- 
respondant à  M",  et  ainsi  de  suite.  On  nomme  rayons  de  la  développée 
les  diverses  longueurs  MI,  M'I',  M'I",...  qui  sont  les  distances  des 
points  de  cette  courbe  aux  points  correspondants  de  la  courbe  pro- 
posée. Nous  désignerons  par  (S,  le  rayon  MI  qui  répond  au  point  M.  et 
voyons  comment  il  varie  lorsqu'on  passe  de  ce  point  au  point  inâni- 
ment  voisin  M'. 

La  droite  CO  étant  l'intersection  des  plans  normaux  en  M ,  M',  il 
s'ensuit  que  le  point  I  est  le  centre  d'une  sphère  qui  a  un  contact  du 
second  ordre  avec  la  courbe  AB  au  point  M.  Donc  IM  =  IM',  et  la 
diftérence  dp,  des  deux  rayons  consécutifs  IM ,  l'M'  est  égale  à  II'. 
Or  le  triangle  ICI'  donne  la  proportion 

ir  :  ic  :  :  sin  ici'  :  sin  (icr  -^  cir  j, 

d'où 

ir  X  sin  (ICI'  +  Cir)  =  IC  X  sin  ICI'; 

ou  bien ,  en  remarquant  que  II'  et  l'angle  ICI'  sont  infiniment  petits, 
et  négligeant,  dans  le  premier  membre,   les  infiniment  petits  d'un 
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ordre  supérieur  au  premier, 

^i)  ir  X  sin  cir  =  IC  X  sinlCr. 

Soit  O  le  pouit  ou  la  droite  C()  rencontre  le  pian  osctdateur  relatit  au 
point  M  ;  les  droites  MO,  M'O  sont  égales  entre  elles  et  au  rayon  p  du 
cercle  osculateur;  de  plus,  elles  sont  perpendiculaires  à  CO.  On  a  doni 
par  le  triangle  rectangle  IM'O,  ou  son  égal  IMO, 


sinM'IO      ou      sinCir  =  ^,      IO=v>î— p'; 

par  suite,  en  représentant,  comme  plus  haut,  par  H  la  longueur 
CO ,  qui  est  la  distance  du  centre  de  courbure  sphérique  au  plan 
osculateur, 

IC  =  H  -  \/pf^y. 

Quant  à  l'angle  ICI'  qui  est  formé  par  les  normales  à  deux  plans  os- 
culateurs  consécutifs ,  il  est  égal  à  l'angle  de  torsion  que  nous  avons 
appelé  w. 

Substituant  ces  diverses  valeurs  dans  l'équation     r  ,  et  remplaçant 
sin  w  par  '.j  angle  infiniment  petit,  il  vient 

II'  ou  ,/p,  =  (H-v'^^=7)/-^  =  H«.e!-vp^^^':!^f-. 

Mais  nous  avons  trouvé  la  relation  dp  =  Hoo ,  d'où  w  =  — ;  par  con- 
séquent l'équation  précédente  devient 

et  comme  les  valeurs  de  p,  11  et  t/p  sont  déterminées  au  moyen  des 
équations  de  la  courbe  donnée ,  cette  équation  est  une  équation  diffé- 
rentielle qui  déterminera  p,.  Pour  l'intégrer,  on  la  mettra  sous  la 
forme  suivante 

ù 

dp  p,dp  —  pdp,  "p. 


^     p.v^pî-p'     »/,  _/'p.y 

Tome  VIII.— Septembre  1843.  ^Q 
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et  l'on  aura  pour  l'intégrale 


arc  sin  —  =  \  -:^  +  K^, 


P 

i 

'h 


G  étant  une  constante  arbitraire ,  et -5^  étant  éeal  à  «.   Si  l'on  ilésiene 

H  *- 


/ 


-^  par  û ,   on  aura  enfin 
H 


(^)  P'   ~   sin(a-hC)' 

3.  Cela  posé,  il  est  aisé,  à  l'aide  de  cette  expression  générale  de  ,6,, 
d'obtenir,  sous  forme  intégrale,  les  équations  d'iyie  développée  quel- 
conque. Car  soient  x' ,  j\  z'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  développée  qui  réponde  au  point  [X,  j,  z)  de  la  courbe  pro- 
posée ;  le  premier  de  ces  points  étant  situé  sur  l'intersection  de  deux 
plans  normaux  consécutifs ,  on  anra  ces  deux  équations 

(3)  (x'  —  x)(ix  +  {f—f)ày  +  (z'  —  -^dz  =  o, 

■4)  'x'  —  x^d'^x-^  '  j'—J'  ^*J+  (•^■'  —  z'd'z—  ds^; 

d'un  autre  côté  l'on  a 

c,']  =  (x'  —  .r)^  +  [j'—ff  +  (2'  ~  ^•)^ 
ou  bien,  en  mettant  pour  |5,  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (2), 

^  '  sm'  (n  -!-  C)         •  '  .J         J  -  \ 

Au  moven  des  équations  1 3' ,  (4),  (5),  on  déterminerait  le  point 
{x',j',  z')  de  la  développée  qui  répond  au  point  [x,j,  jr  de  la  courbe 
proposée;  mais,  si  entre  ces  trois  équations  on  élimine  la  variable 
indépendante  dont  x,  f,  z  sont  des  fonctions  que  déterminent  les  équa- 
tions de  cette  dernière  courbe ,  on  aura  en  quantités  finies  les  équations 
de  la  développée.  Les  diverses  valeurs  que  l'on  pourra  attribuer  à  C, 
répondront  au  nombre  infini  de  développées  que  possède  une  courbe 
quelconque. 

6.  Dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  est  plane,  le  triangle  infiniment 
petit  Cir  cesse  d'exister,  puisque  les  intersections  successives  des  plans 
normaux  sont  des    droites  parallèles  ;  on  doit  par  conséquent   exa- 
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miner  séparément  ce  cas  particulier.  Or,  on  remarquera  que  le  point 
M'  et  les  centres  O.  O',  de  deux  cercles  osculateurs  consécutifs,  sont 
en  ligne  droite ,  et  que  cette  droite  M'  OO'  est  la  projection  du  rayon  de 
développée  M' II'.  Par  suite  00'  ou  dp  est  la  projection  de  II'  ou  ^s, 
sur  le  plan  de  la  courbe ,  de  même  que  OM'  ou  p  est  la  projection  de 
M'  I  ou  p,  ;  donc  on  a  la  proportion 

^/>,  -.c^py.pr.p, 
a  ou 

rfpi        rfp 
p,    ""    P  ' 

et  en  intégrant  et  désignant  par  C  une  constante  arbitraire,  p,  =  Co. 
Ayant  l'expression  de  p, ,  on  procédera  comme  plus  haut.  Ainsi,  en  sup- 
posant que  le  plan  de  la  courbe  serve  de  plan  des  x,  r,  et  quex  soit  la 
variable  indépendante,  les  équations  de  l'intersection  des  deux  plans 
normaux  consécutifs  seront 

a:  —  jc'  -h  l  r  —  r'j-p  =0. 

•^    '  dx 

à  quoi  l'on  joindra  l'équation 

p'^  ou  C-p^  =  (.-r  —  jc'y  -h  (j  —  j''"^*  -H  z'^. 
(  )n  mettra  enfin  pour  ^  et  p  leurs  valeurs  en  fonction  de  x,  et  l'élimina- 
tion dex  entre  ces  trois  équations  donnera  celles  d'une  développée  quel- 
conque. Lorsqu'on  fera  C=:  1 ,  on  aura  visiblement  z'  =  o,  et  la  déve- 
loppée sera  plane.  On  remarquera  encore  que  le  rapport  constant  -  ex- 
prime le  siinis  de  l'angle  que  forme  le  rayon  p,  tangent  à  la  développée 
avec  la  direction  des  génératrices  de  la  surface  cylindric[ue  lieu  de 
toutes  les  développées.  Donc  ces  développées  sont  des  hélices. 

7.  Appliquons  la  méthode  précédente  à  la  recherche  des  dévelop- 
pées de  l'hélice  tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit;  nous  retrouve- 
rons par  une  voie  analytique  des  résultats  qu'on  obtient  ordinairement 
par  des  considérations  géométriques  [Voir  les  Leçons  d'annljse  de 
Navier).  Si  l'on  prend  pour  axe  des  z  l'axe  du  cylindre,  et  pour  plan 
des  X,  y  le  plan  de  la  base,  en  avant  soin  de  faire  passer  l'axe  des  x 

49- 
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par  la  trace  de  l'hélice  sur  ce  plan ,  les  équations  de  cette  courbe  seront 

jr=Rcos:;r-,    9=RsinT^, 

R  étant  le  rayon  du  cylindre,  et  a  la  cotangente  de  l'angle  constant 
que  font  les  tangentes  de  l'hélice  avec  les  génératrices.  Les  équations  3  , 
(4)  de  l'intersection  de  deux  plans  normaux  consécutifs  deviennent 

(6)  jc'  sin  ^  -  J'  cos  ^  =  a  (z'  -  z) , 

(7)  jr'cosr^  +  r'sin  ^-  =  —  Ra-. 

^  '  '  Ra         -^  R(7 

L'angle  de  torsion  u  étant  ici  égal  à  —  ,  <jn  aura  pour  la  quan- 

R  \/  i-h  a' 

tité  Q.  qui  est  éçale  à  fw, 


R\ i+fl' 

C  étant  une  constante  arbitraire;  et  l'équation  (5)  deviendra,  en  met- 
tant pour  p  sa  vahur  R  (  i  4-  a^), 


R  V  H-  a^ 

ou  bien,  en  mettant  pour  x,  j  leurs  valeurs  données  par  les  équations 
de  l'hélice ,  et  pour  x' ,  y'  leurs  valeins  tirées  des  équations  (6),  ( 7^ 

,^c     =  ^^  ~  ^^  +  R- u  +  «-) , 

sin- -==. 

R  y/i  +a» 
d'où 

Q^  /  T.      '■)  3  -i-  C 

01  7,    —  7.  =r:   -1-  R   V.  I  -1-  /T-*  fntanor  . 


z'  —  Z  =  ziz  R  y  I  +  a^  cotauÊ 


R  v'i  +  «- 

L'élimination  de  z  entie  les  équations  6),  (^7),  (8)  donnerait  les  équa- 
tions d'une  développée  quelconque  ;  pour  cela  on  ferait  la  somme 
des  carrés  des  équations  (6),  (7},  et  l'on  aurait 

^''  +  y''  —  «^  ^2'  —  z)-  +  R=rt% 

d'où 


(9)  a  (z'  —  z)  =  ±  vx'^  -+-  j'"  —  R^  «*. 
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Il  ne  resterait  qu'à  porter  la  valeur  de  z  en  x\  jr\  z',  qui  se  déduit  de 
là  immédiatement,  dans  les  équations  (7),  (8);  on  aurait  en  quantités 
finies  les  équations  de  la  développée.  D'ailleurs  on  voit  que  l'équation 
7),  après  cette  substitution ,  deviendrait  celle  de  la  surface  dévelop- 
pable  enveloppe  des  plans  normaux.  Mais  il  est  préférable ,  pour  la 
discussion,  de  garder  les  équations  (7),  (8),  (9),  qui  déterminent  chaque 
\iomX.{x',j\  z')  de  la  développée  correspondant  au  point (jf,  j,  z)  de 
l'hélice.  Seulement  on  remplacera  l'équation  (8)  par  celle  qu'on  obtient 
en  égalant  les  valeurs  de  z'  —  2  que  donnent  les  équations  (8)  et  (9  , 


(10)  y j?'^ +  r'^  —  R^«^  =  Krt  V  •  ^"  <^' rotang  -  . 

R  \  1  +  a- 

Le  radical  du  premier  membre  devrait  être  pris  avec  l'un  ou  l'antre 
des  signes  ±:,  selon  que  la  cotangente  sera  positive  ou  négative. 

Soient  r  et  (|/  les  coordonnées  polaires  qui  déterminent  la  projection 
du  point  [x',  j\  z')  sur  le  plan  des  x,  j-;  on  aura 


r 


Vx     +  r    =  ff     —  =  cosût,      -—  =  sin  (L, 
et  les  équations  ^7),  (9),  (10)  prendront  la  forme 

(il)  cos I é  — 


Rrt  '  r 

(12)  z'  =  zzt  -  v/r=  -  R^'rt* 


,    „,  v'r'— R'fl'  z-)-C 

(i3)  - — , =  cotang-— 7==. 

L'équation  (iSj  détermine  ;■  quand  on  se  donne  z  ;  par  suite,  les  deu\ 
autres  feront  connaître  ij;  et  r',  et  le  point  (r',  j',  z')  de  la  développée 
sera  déterminé.  On  remarquera  que  le  double. signe  que  renferme 
l'équation  (12)  tient  à  ce  que  les  diverses  branches  de  la  développée 
sont  situées  alternativement  sur  les  nappes  supérieure  et  inférieure  de 
la  surface  développable  lieu  des  intersections  successives  des  plans  nor- 
maux. Il  est  d'ailleurs  facile  de  distinguer  l'un  et  l'autre  cas  d'après 
la  position  de  la  portion  d'hélice  dont  on  cherche  la  développée. 
Si  l'on  pose 

==   =  (2A-  -f-  I  ) .  -) 

R  V  1  +  a'  2 
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k  étant  iiii  nombre  entier  quelconque,  on  aura  en  vertu  des  équations 

(II),  (12),  (is;», 

r=Ra\     z'  =  z,     ^j;  =  7- +  ^, 

valeurs  qui  déterminent  un  point  situé  sur  l'hélice  arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface  précédente.  Donc  la  développée  coupe  cette  courbe 
en  une  infinité  de  points  dont  les  distances  au  plan  de  la  base  du  cy- 
lindre sont  données  par  la  formule 

2'  =  —  C  +  R  VI  +  ^'  ['^^  -+-  !)■"• 
La  différence  des  valeurs  de  ij;  qui  répondent  à  deux  de  ces  points  sup- 
posés consécutifs  est  constante  et  égale  à  7: ,  et  l'arc  de  cette  hé- 
lice compris  entre  les  mêmes  points  est  égal  à  t:  R  (  i  -f-  cr  . 
Si  l'on  pose,  en  second  lieu. 

z-hC 


R  v/i 


k-, 


on  voit,  par  les  équations  (  la    et  (i3),  que  r  et  z'  sont  infinis,  et  par 
l'équation    1 1)  que  l'on  a 


•^  = 


R« 


Cette  valeur  de  |  détermine  la  direction  de  la  projection  d'une  des 
asymptotes  de  la  développée  sur  le  plan  des  x,  y,  et  elle  montre  en 
même  temps  que  cette  projection  est  tangente  au  cercle  qui  sert  de  base 
au  cylindre  donné  En  outre,  la  branche  suivante  de  la  développée  a 
même  asymptote  que  la  première,  caria  direction  de  la  projection  de 
cette  asvmptote  serait  déterminée  par 

z  3 

+  =  R^  +  S^- 

11  y  a  donc  une  infinité  de  branches  dans  la  développée,  dont  chacune 
est  réunie  à  la  précédente  par  un  point  de  rebroussement ,  et  a  avec  la 
suivante  une  asvmptote  commune. 
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REMARQUES   SUR    UN    MÉMOIRE    DE    N.    FUSS; 
Par  J.  LIOirVlLLE. 


Le  Mémoire  dont  je  veux  parler  est  imprimé  d.ins  le  tome  IX  des 
Novaacta  Acad.  Petrop.  (année  1761).  II  a  pour  objet  la  solution  du 
problème  suivant:  «  Un  polygone  P  étant  donné,  de  combien  de  ma- 
»  nières  peut-on  le  partager  en  pol^  gones  de  m  côtés  au  moyen  de 
»  diagonales?  »  Ce  problème  comprend,  comme  cas  particulier,  celui 
de  la  décomposition  en  triangles,  dont  plusieurs  géomètres  se  sont  oc- 
cupés, et  qui,  dans  ces  derniers  temps,  a  surtout  donné  lieu  à  des  re- 
marques intéressantes  de  la  part  de  MM.  Lamé,  Rodrigiies  et  Binet  (*). 

Soit  11  le  nombre  des  côtés  du  polygone  P.  Parmi  les  polygones 
p^,  Pj,...,  Pi  de  m  côtés,  dont  il  est  pour  ainsi  dire  la  somme  dans 
une  quelconque  des  décompositions  proposées  ,  il  y  en  a  toujours  deux 
formés  par  m  —  1  \  côtés  et  une  diagonale  de  P,  tandis  que  les  /  —  1) 
autres  le  sont  par  [m  —  i  ;  côtés  et  deux  diagonales.  Le  nombre  total 
des  côtés  de  P  sera  ainsi 

0.  m.  —  t)  +  [i  —  9.)  {in  —  2)  ; 

il  faudra  donc  que  l'on  ait 

«  =  im  —  1  i  —  I  ) 

pour  que  la  décomposition  en  polygones  de  m  côtés  soit  possible. 

Cela  admis,  désignons  par  p  (i)  le  nombre  des  décompositions  cher- 
chées, lequel  poiu'  une  valeur  donnée  de  m  est  naturellement  une 
fonction  de  i.  Il  est  évident  qu'on  aura  d'abord 

9  (  I  '1   =  r  : 


[*]  f'ojr  le  tome  in  de  ce  .Tournai,  page  5o5  et  page  549,  P"'*  '^  tome  TV,  pape  ■79 
et  page  91. 
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quant  aux  valeurs  de  (f  ,2),  9  (3j,  9  (4;vt  F^ss  les  déduit  les  unes 
lies  autres  à  l'aide  de  la  formule  générale, 

{a)  ©(/)  =  '■^^^=^^^^[y(i)9(i-i)  +  9(2)©(/-2)  +  ...+  çp(i-i)?(ij], 

en  taisant  successivement  j  =  2,  /  =  3,  /  =  /i ,  etc.  Il  est  aisé  de  dé- 
montrer cette  formule,  et  je  ne  m'arrêterai  pas  à  rapporter  ici  en  dé- 
tail les  raisonnements  de  Fuss. 

Le  cas  de  m  =  3  se  rapporte  à  la  décomposition  du  polygone  P  en 
triangles.  On  a  alors  «  =  /  +  2,  et  en  désignant  par  P„  ce  que  9  (i)  de- 
vient dans  ce  cas,  la  formule  de  Fuss  se  réduit  à 

„  «  (P.  P„_,  4-  P.  P„_2  + .    .  -I-  P,,-.  P:) 


Or.  voilà  précisément  l'équation  que  M.  Lamé  1  après  l'avoir  établie  à 
peu  près  comme  Fuss  lui-même,  bien  qu'il  n'eût  pas  lu  le  passage  des 
A^ova  acta)  combine  avec  l'équation  de  Segner, 

P„^,  =  P„  +  P3P„_,  +  p,p„_^  +...H-  p„_,  P3  +  p„, 
pour  arriver  à  la  formule  d'Euler, 

dont  on  tiemandait  une  démonstration.  Mais  Fuss  n'a  pas  même  com- 
paré sa  formule  à  celle  de  Segner  :  à  plus  forte  raison  est-il  loin  d'avoir 
vu  quel  parti  l'on  [)Ouvait  tirer  de  cette  comparaison.  La  démonstra- 
tion que  M.  Lame  a  donnée  de  la  formule  d'Euier  s'est  ainsi,  pour  ainsi 
dire,  présentée  d'elle-même  à  Fuss,  lequel  habile  géomètre  pourtant) 
n'a  pas  su  profiter  de  ce  hasard  heureux. 

Ce  n'est  pas  tout.  Dans  une  addition  placée  à  la  fin  de  son  Mémoire , 
Fuss  considère  la  série 

I  -I-  a-  9  (  1  )  -I-  j?^  9  (2)  -I- . . .  -t-  j:'  ç  («■  I  -h . . . , 

ou  nous  regarderons  l'indéterminée  x  comme  ayant  une  valeur  très- 
petite,  et  il  trouve  que,  d'après  la  loi  des  coefficients  9  ;/),  la  ni —  i)'"''- 
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puissance  de  cette  série  est 

(p(i)-h- ^^9(2)  -t-  ...  +  x'-'  (f{i)  -+-  etc. 

La  remarque  est  tout  à  la  fois  curieuse  et  exacte.  Il   s'ensuit  qu'en 
posant 

(b)  M  =  I -<- a"(p(i) +...+  a''(p(0 +•••> 

on  a 

M  =  I  H-  XU'"'* . 

Cette  équation,  dans  le  cas  de  m  —  3,  coïncide  avec  celle  dont 
M.  Binet  a  fait  usage.  Mais  Fuss  n'en  a  tiré  aucun  parti  :  il  n'a  pas  su 
en  déduire  les  nombres  9  (/)  exprimés  en  fonction  de  i;  que  dis-je?  il 
ne  l'a  pas  même  écrite  explicitement.  Et  cette  fois  encore  il  a  laissé 
échapper  une  conclusion  élégante  qui  s'offrait  à  lui  sans  efforts. 
L'équation 


se  résout  aisément  par  la  formule  de  Lagrange  ;  ou  du  moins  la  formule 
de  Lagrange  fournit  celle  des  racines  qui  est  développable  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  x,  la  seule  dont  nous  ayons  besoin. 
En  général ,  pour  l'équation 


«  =  a  +  xf{u) , 

cette  racine  est 

M  =  a  +  -  fia)  + ^-^  -4-  ...  + 

i  -^  ^    '         1.2       da.                            1.2... 

rf'-'.y(a)'- 

En  faisant  y  m)  =  u'"~\  a  =  i,  il  viendra  donc 

u  —  \  -\-  X  -\-  (m  —  \)  x^  -^ ...+  ^ '—r' x'- 

D'un  autre  côté,  on  a 

M  =  I  +  X(j5(ij+  X(p  (2;  +  ...+  x'f[i)  -+-  etc. 


Tome  VIU.  —  Septembre  i843. 
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De  là  résulte  9  (2)  =  m  —  i ,  puis ,  en  général, 


9(0 


,im  —  i)  [im  —  (' —  i)...[im  —  2(-t-2) 


1.2. 


Telle  est  la  valeur  de  ç  (;),  que  Fuss  aurait  dû  trouver.  On  voit  par  les 
Nova  acta  que  Pfaff  s'était  aussi  occupé  de  ce  problème,  mais  j'ignore 
entièrement  quelle  solution  il  avait  obtenue. 


Note  de  M.  J.  Binet.    » 


M.  Liouville  ayant  bien  voulu  me  donner  communication  des  re- 
cherches précédentes,  relatives  à  une  question  intéressante  d'analyse, 
analogue  à  celle  dont  je  me  suis  occupé  dans  le  tome  IV  de  ce  Journal , 
je  me  propose  de  reconnaître  comment  la  méthode  des  fonctions  géné- 
ratrices peut  établir  l'équation 


à  laquelle  Fuss  paraît  n'être  arrivé  que  par  une  sorte  d'induction. 
Je  conserverai  dans  cette  Note  les  dénominations  employées  par 
JM.  Liouville,  et  je  poserai ,  pour  abréger, 

1(1)  =  ip(i)çp(/  — i)  +  (p(2)!p(î  — 2)  +  ...+  (p(f  — 2)y(2)-l-(i  — f)ç(i)(5j, 

à  partir  de  i  =  2  ;  en  sorte  que 

<];(2)  =  <p(i)?(i)  =  I,     1(3)  =  9(1)9  (2) +  9(2)9(1),   etc. 

L'échelle  de  relation  (a),  page  392,  prend  alors  cette  expression 

{a)  9.{i  —  i)  9  (/)  =  [{m  —  2)  i  4-  2]  (j;  (/). 

u  est  une  fonction  de  x  donnée  par  l'équation 
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011  en  tire 

ou  bien 

[u  —  ly  =  x* <f(i)  ^ (i)  +  x^lf  [ï)  (p{7.)  +  9(2)  ?(i)]  -+-  etc.; 
c'est-à-dire 

ainsi  {u  —  i V*  est  la  fonction  génératrice  de  i|>  li),  conmie  n  est  celle  de 
(p[i).  Pour  déterminer  u,  on  formera  la  dérivée  par  djc  de  l'équation  {bi, 

on  multiplie  par  2  jc,  et  du  produit  Ton  retranche  i{u  —  1)=  V  j:'.y,/i; 
il  vient 

^x -j ïu -h-  2  =  ^  2  (/  —  I )  <p  {i).x^. 

Prenez  aussi  la  dérivée  de  l'équation  (ê),  multipliée  par  m  —  2, 

(,71  -  2)  '^'^""'^  =2(^-  ^)''  «i-i')-*'^'  ; 

nudtipliez  par  x,  et  ajoutez  la  même  formule  (ë),  multipliée  par  2; 
cela  fait 

(m—  2)j?-^^^-h  i[U  —  O'^^t*^'"  ""*)'-+•  ^]  't'(0-^'- 
Or,  en  vertu  de  l'échelle  de  relation  /i) ,  le  second  membre  est  égal  à 

2^2(i  -  i)  <f[i)x', 

et  il  peut  être  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  antérieure; 
on  a  donc,  pour  déterminer  u,  cette  équation  différentielle 

2(/»  —  Ol)x{u  —  Ox~^  ^("~  '^'  ~  '-^"^  ^  ~    2(m— il  : 

5o.. 
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on  en  tire  sur-le-champ  l'équation  séparée 

(m  —  2)  (u  —  I  )  —  I    ,  dx 

~ ^ du  H =  0. 

u[u  —  I  j  X 

Le  numérateur 

(/n  —  2)  (m  —  l)  —  I    —  (;ra  —  2)  (m  —   l)  +  M  —  1    —  M, 
ou  bien  =  (to  —  i)  («  —  x)  —  u;  l'équation  à  intégrer  devient  ainsi 

du  [m  —  i)du  dx 

u  —  lux 

son  intégrale  est 

]og(M—  i)  —  [m  —  i)logM=  log^Ax), 
A  étant  une  constante  d'intégration  ;  on  en  tire 

— — -  =  \x , 

et  la  fonction  u  doit  être  déterminée  par  l'équation  algébrique 

Il  =  1  -\-  kxu'"''\ 

La  fonction  u.  tirée  de  l'équation  {b),  va  fournir  la  valeur  de  la  con- 
stante A,  car  on   a,  par  la  substitution  dans  l'équation  algébrique , 

x(f[i)-\-  x^(f{i)  +  etc.  =  kxu'"~*  ; 

en  divisant  par  x,  il  vient 

03(1)  +  X(f!7^  -+-  etc.  =  ku'"'*  ; 

on  posera  x  :=  o  ,  ce  qui  entraîne  m  =  i ,  et  l'équation  donnera, 

9(0=  I  =  A. 
L'équation  en  u  est  donc  simplement 

z^  =  I  +  xm'"~'. 

Il  est,  en  effet,  très-singulier  que  Fuss  n'ait  pas  su  tirer  parti  de  cette 
équation ,  car  on  connaissait  depuis  longtemps  une  formule  de  Lambert 
pour  le  développement,  selon  les  puissances  de  x,  de  la  valeur  de  u: 
c'est  le  développement  que  donne  aussi  le  théorème  deLagrange,  em- 
ployé comme  l'a  fait  ci-dessus  M.  Liouville. 
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\vwv\*w»w'%'W^  \^A^*^  ^ 


MÉMOIRE 

SUR   LES  SURFACES  ORTHOGONALES  ET   ISOTHERMES; 
Pau   m     g     lamé 


(Lu  à  l'Acjtiémic;  des  Sciences,  le  ai  août  184"; 


Dans  un  Mémoire,  inséré  dans  ce  Journal  tome  V,  page  3i  3),  ]  ai 
.lémontré  les  formules  qui  peuvent  servir  à  transformer  des  équations 
aux  différences  partielles  en  coordonnées  curvilignes,  et  dont  1  interpré- 
tation géométrique  se  résume  en  deux  théorèmes  sur  les  variations  de 
courbure  de  tout  système  de  surfaces  orthogonales.  Les  formules  dont 
il  s'agit  sont  aux  différences  partielles  du  second  ordre,  mais  non  li- 
néaires. Elles  contiennent,  comme  variables  indépendantes,  les  para- 
mètres des  surfaces  conjuguées,  ou  les  trois  coordonnées  curvilignes 
et  comme  fonctions  de  ces  variables ,  les  trois  paramètres  différentiels 
du'  premier  ordre.  Ces  équations  aux  différences  partielles  sont  trop 
compliquées  pour  qu'on  puisse  les  intégrer  généralement;  mais  en  as- 
sujettissant les  fonctions  qu'elles  contiennent  à  de  nouvelles  conditions, 
l'intégration  devient  possible. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  j'introduis  la  condition  que  les  surfaces 
conjuguées  soient  toutes  isothermes,  ce  qui  donne  trois  équations  nou- 
velles aux  différences  partielles,  linéaires  et  du  premier  ordre.  Un 
système  de  surfaces  isothermes,  ou  d'égale  température,  existe  dans 
tout  solide  homogène  soumis  à  diverses  sources  constantes  .le  chaleur 
ou  de  froid.  Deux  quelconques  des  surfaces  qui  composent  ce  système 
peuvent  être  prises  k  volonté  ;  mais  ces  deux  surfaces,  une  lois  ch.usies, 
non-seulement  toutes  les  autres  se  dessinent  d'elles-mêmes,  mais  en- 
core les  surfaces  orthogonales  qui  leur  sont  conjuguées.  Il  faut  toute- 
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fois  excepter  le  cas  de  deux  sphères  concentriques ,  et  celui  de  deux 
plans  parallèles,  à  cause  de  l'indétermination  des  systèmesconjugués  qui 
leur  correspondent.  Mais  ces  cas  étant  écartés,  l'ensemble  des  surfaces 
orthogonales  est  totalement  déterminé  dès  qu'on  se  donne  deux  sur- 
faces individuelles;  ce  qui  montre  clairement  que  les  deux  surfaces 
choisies  doivent  avoir  une  nature  et  des  positions  relatives  particulières, 
pour  que  les  systèmes  conjugués  qui  les  accompagnent  soient  tous  les 
trois  isothermes. 

J'ai  fait  voir  que ,  clans  tout  système  triple  de  surfaces  isothermes,  les 
six  rayons  de  courbure  des  surfaces  qui  passent  en  chaque  point  sont 
tels ,  que  le  produit  de  trois  d'entre  eux ,  pris  dans  un  certain  ordre , 
est  égal  au  produit  des  trois  autres.  Depuis,  M.  J.  Bertrand,  dans  le  ^lé- 
moire  qu'il  a  récemment  présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  a  démon- 
tré plusieurs  théorèmes  nouveaux  sur  les  surfaces  dont  il  s'agit.  Il 
démontre,  par  exemple,  que  toute  surface  appartenant  au  système 
triple  doit  jouir  de  la  propriété  de  pouvoir  être  divisée  en  carrés  infini- 
ment petits  par  ses  lignes  de  courbure,  lesquelles,  d'après  le  beau  théo- 
rème démontré  généralement  par  M.  Dupin,  ne  sont  autres  que  les 
intersections  de  cette  surface,  par  toutes  les  surfaces  orthogonales  qui 
peuvent  lui  être  conjuguées. 

C'est  cette  proposition  élégante,  trouvée  par  M.  J.  Bertrand,  qui  m'a 
donné  l'idée  de  chercher,  par  l'intégration  des  équations  différentielles 
dont  je  viens  de  parler,  quelles  sont  toutes  les  surfaces  capables  de 
composer  un  système  triplement  isotherme.  Je  considère  d'abord  le  cas 
des  surfaces  de  révolution,  c'est-à-dire  celui  où  l'un  des  trois  systèmes 
partiels  se  compose  de  plans  menés  suivant  une  même  droite ,  et  les 
deux  autres  de  sin-faces  de  révolution  autour  de  cette  droite;  or,  l'in- 
tégration complète  ne  conduit  qu'aux  deux  systèmes  connus  des  sur- 
faces de  révolution  du  second  degré.  Je  considère  ensuite  le  cas  gé- 
néral, el  l'intégration  me  conduit  pareillement  aux  systèmes  triples 
des  surfaces  isothermes  du  second  ordre  ;  ainsi ,  par  le  théorème  de 
M.  J.  Bertrand,  les  surfaces  du  second  ordre  peuvent  être  partagées 
en  carrés  infiniment  petits  par  leurs  lignes  de  courbure. 

Des  résultats  aussi  simples  doivent  pouvoir  se  démontrer  d'une  ma- 
nière en  quelque  sorte  élémentaire,  à  l'aide  des  infiniment  petits  et 
en  s' appuyant  sur  la  théorie .  aujourd'hui  si  bien  connue,  des  surfaces 
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du  second  ordre  ;  mais  la  méthode  complètement  analytique  que  j'ai 
suivie  m'offrait  l'avantage  d'essayer  une  première  fois,  sur  un  cas 
simple,  l'intégration  des  équations  différentielles  qui  appartiennent  à 
tous  les  systèmes  de  surfaces  orthogonales.  Ces  équations  sont  com- 
pliquées et  d'une  forme  telle,  que  les  méthodes  d'intégration  employées 
jusqu'ici  ne  leur  sont  pas  applicables.  Je  n'ai  pu  atteindre  le  but  que 
je  me  proposais  qu'en  ayant  recours  à  des  procédés  particuliers  qui  pa- 
raissent liés  intimement  avec  cette  sorte  d'équations  différentielles,  et 
qui  doivent  mettre  sur  la  voie  pour  parvenir  à  les  intégrer  dans  des 
cas  plus  généraux. 

En  résumé,  on  connaît  maintenant  tous  les  genres  de  surfaces  or- 
thogonales dans  lesquels  les  trois  systèmes  partiels  sont  isothermes  : 
i"  celui  des  ellipsoïdes  et  des  hyperboloïdes  homofocanx,  qui  m'a  servi 
à  trouver  les  lois  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  températures 
dans  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  dont  la  surface  est  directement 
soumise  à  des  sources  constantes  de  chaleur  et  de  froid;  i°  celui  des 
paraboloïdes  elliptiques  et  hyperboliques,  ayant  même  axe  et  mêmes 
foyers;  3°  ceux  qui  comprennent  les  ellipsoïdes  de  révolution  autour 
du  petit  axe  et  autour  du  grand  axe  ;  4"  celui  où  l'un  des  systèmes  par- 
tiels se  compose  de  sphères  concentriques,  lesquelles  peuvent  être  con- 
juguées à  luie  infinité  de  cùnes  du  second  ordre  ;  5"  enfin  ceux  où  l'un 
des  systèmes  partiels  se  compose  de  plans  parallèles,  qui  peuvent  être 
conjugués  à  une  infinité  de  cylindres  isothermes. 

De  ces  cinq  genres,  les  quatre  premiers  ne  forment  réellement  qu'un 
seul  et  même  groupe,  car  le  second,  le  troisième  et  le  quatrième  peu- 
vent se  déduire  du  premier,  en  modifiant  convenablement  les  constantes 
qu'il  renferme.  11  n'en  est  pas  de  même  du  cinquième  genre,  qui  forme 
un  second  groupe  distinct  et  très-étendu  ;  car  il  existe  une  infinité  de 
cylindres  de  tous  les  degrés,  dont  les  bases  sont  des  courbes  orthogo- 
nales isothermes  :  on  démontre,  en  efFet,  très-facilement  qu'un  sys- 
tème de  courbes  planes  isothermes  a  pour  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  pareillement  isothermes. 
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§  ï- 

Rappelons  en  peu  de  mots  les  principes  établis  et  les  formules 
démontrées  dans  le  Mémoire  sur  les  coordonnées  curvilignes  [  tome  V 
de  ce  Journal,  page  3i3). 

Lorsqu'une  famille  de  surfaces  est  donnée  par  une  équation  de  la 
forme  j{a:,  j,  z)  =  p,  !e  paramètre  p,  et  les  deux  expressions  différen- 
tielles 


v^( 


£)"+©)' -(S)'  «  (2+$  +  £) 


que  nous  désignons  par  /;  et  Ao/s,  conservent  les  mêmes  valeurs  nu- 
mériques en  chaque  point,  quels  que  soient  les  axes  coordonnés.  La 
seconde  de  ces  quantités,  ou  li,  que  nous  appelons  paramètre  différen- 
tiel du  premier  ordre,  est  telle  que -r^  représente  la  distance  normale 

de  deux  surfaces  consécutives;  la  troisième,  ou  Ajp,  que  nous  appe- 
lons paramètre  différentiel  du  second  ordre,  est  telle  que  l'expression 

{- ^J  représente  la  somme  des  deux  courbures  de  la  surface  qui 

passe  au  point  que  l'on  considère. 

Lorsque  trois  familles  de  surfaces,  aux  paramètres  p,  p, ,  p2 ,  par- 
tagent l'espace  en  parallélipipèdes  infiniment  petits,  leur  ensemble  con- 
stitue un  système  de  surfaces  conjuguées  et  orthogonales.  Un  point 
quelconque  est  déterminé  par  les  trois  surfaces  qui  s'y  coupent  à  angles 
droits,  ou  par  les  valeurs  numériques  des  paramètres  p,  p, .  pj ,  qui 
leur  correspondent.  Les  trois  paramètres  différentiels  du  premier  ordre, 
h,  h,,  h.^j  vérifient  les  six  équations  aux  difierences  partielles  suivantes, 

dans  lesquelles  on  a  posé,  pour  simplifier,  -  =  H,  7-  =  H,,  ^  =  Hj  : 


(0 


d  E.    _    I  f/H  rfH,  I   rfHt/H; 

dp,dp:         H|É?p,    f/p,  Hjrfpj  rf'pi 

rf'H,   _  j_rfH,rfH,  j_dH^dB 

d^-.df  H;  df2    dp  H    dç)    da, 

d-a,     _    I    dn,  da.  i    dR,dU, 

dp  dp,  H    rfp    rfp,  H,  dp,    dp 
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d—  —         d~  — 

H.rfp,  B.    dp  i    dn    i    dH, 


dp,  dp  H:: dp,  H,  dp. 

d-—  «r-L  — 

(2                            (      H    dp  E,  dj,  J_£l;_!  15 

dp  dp.  H,  ^p,    H,  dp, 

I    rfH,  I   rfH, 

'  h",  ^  ÎT,  rf^  _^    I    rfH,  2  ^ 

dp,  dp,  '     H    dp    H  dp 


h,  dh 

1           /(,  d/t, 

I             /;  dh. 

à  dp,' 

c,   ~  h,  dp,' 

c,    ~  h,  dp  ' 

h,  dh 
Jidpl^ 

I           /(  dh, 

1            //,  dh, 
^,    ~  h,  dp,  ' 

Les  trois  fonctions  h  =:  :=,  h,  ^=  ~- ,  h^=z  --,  étant  connues  en  û, 

H  H  I  H; 

(5,.  1^2,  i".  les  formules 


(3) 


donnent  les  rayons  de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure  des  surfaces 
(3,  p^,  p^,  lesquels  sont  respectivement  (7,,  c.,),  (72,  c),  (7,  c,);  ou  bien, 
les  surfaces  orthogonales  se  coupant  suivant  leurs  lignes  de  courbure , 

-,  -,  sont  les  deux  courbures  de  l'arc  ds  =:  -r;  -,   -,  celles  de  l'arc 

c       7  h        c,      y,' 

ds,  =  -p-',  —,  —,  celles  de  l'arc  ^^0  =  -p-. 
h,      c,     f,  '         h, 

2".   Les  paramètres  différentiels  du  second  ordre  des  surfaces  conju- 
guées sont  déterminés  par  les  équations 

'/\  ^'P  _  h, h,         A,p,   _         "/i.A         û,p,  _  ^  hh, 

^^^  IF  ~       Tp     '     T]' ~~  ^^,     '     ~h\    ~     dp,     ' 

qui,  d'après  les  formules  (3),  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(4  his) 


dh 

ù,p 

1 

I 

dh, 

Ajp, 

I 

Tp  - 

"  ~h 

— 

7i 

rf^,   ■ 

h, 

~  7 

dh. 

i^ipi 

1 

I 

dp,~ 

~  ~h7 

= 

7 

H . 

3".   Toute  coordonnée  rectiligne  x,  j'  ou  z,  ou  en  général  toute 
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dpdp, 

1  f/Arfç 
h  dp,  dp 

h,  dp  dp, 

d''<f 
dp^  dp 

I  dh.  dn) 
h,  dp  dp-. 

I     </A  f/o 
//   t/pj  f/p 

rf*ç 

I  dh,  rfy 
h,  dp-i  dp, 

I  dh-.  do 

1 r      ' 

dp^dp-i 

//,  c/p,  f/p, 

*■(¥) 

'-  *;©" 

-  *'©' 
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distance  ©  d'un  point  de  l'espace  à  un  plan  fixe  quelconque,   étant 
exprimée  en  o,  p,,  p„,  doit  vérifier  les  quatre  équations  différentielles 


(5) 

I  «  (y  .1    ««,   a  a»  1    "'t? 

-r-   =     O  . 


Ainsi,  lorsqu'on  aura  intégré,  soit  généralement,  soit  dans  quelque 
cas  particulier,  les  équations  (i)  et  (a),  on  connaîtra  les  fonctions 

A  =  =,/?,==-,  ^2  —  5" î  en  p,  p,,  p2;  les  formules  (3)  donneront  les 

six  courbures  des  surfaces  conjuguées,  les  équations  (4)  leurs  para- 
mètres différentiels  du  second  ordre.  Mais,  si  l'on  veut  passer  aux 
coordonnées  rectilignes.  il  faudra,  en  outre,  intégrer  les  équations (5); 
cette  intégration  conduira  aux  valeurs  de  a^,  j-,  z  en  fonction  de  p,  p,, 
Pj  ,  et  l'élimination  de  deux  des  trois  paramètres  entre  ces  valeurs 
donnera  les  équations  générales  des  surfaces  conjuguées  en  coordon- 
nées rectilignes. 

§  II. 

Considérons  le  cas  où  les  systèmes  conjugués  sont  tous  les  trois  iso- 
thermes. On  sait  que,  pour  toute  famille  de  surfaces  isothermes,  le 
lapport  du  paramètre  différentiel  du  second  ordre,  au  carré  de  celui 
du  premier,  est  constant  sur  chaque  surface  individuelle;  d'où  l'on 
conclut  facilement  que  si  l'on  prend,  pour  paramètre  intégral,  la 
fonction  même  qui  exprimerait  la  température ,  le  paramètre  différen- 
tiel du  second  ordre  doit  être  nul.  [Mémoire  sur  les  surfaces  isothermes , 
tome  II  de  ce  Journal.) 

Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  nous  proposons  de  traiter,  les  paramètres 
peuvent  toujours  être  tels  que  l'on  ait 

A,p  =  o,        A.p,  =  o,        A2P2  —  o, 
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ou,  d'aprè.s  les  formules  (4), 


''Th.  '^hTh  ''Th, 


=  o 


dp  ''dp,  '  dp. 


OU  enfin, 


,^s  'h  '    H,  Hj 

(6)  — ; —  =  O ,      —. —  =  O ,      — 1 —  =  o , 

^    '  dp  rff,  dp, 

et  il  s'agit  de  trouver  tous  les  groupes  de  fonctions  H,  H,,  H^,  qui  pt 
vent  vérifier  à  la  fois  les  équations  différentielles  (i),  (a),  (6). 
On  aura  les  intégrales  générales  des  équations  (6)  en  posant 


H      -  *^   '          H,    -  ^" 

HH,_ 

d'où 

(7) 

H  =  Q.Q„      H,  =  Q,Q, 

H,  =  QQ 

Q)  Qn  Q2  étant  respectivement  indépendants  de  p.  />,,  ,02;  c'est-à-dire 
Q  étant  simplement  fonction  de  p,  et  Co,  Q,  de  p.  et  p,  Qo  de  p  et  p,. 
Des  fonctions  (7;  on  déduit  par  la  différentiation 


(8) 


l,a  substitution  des  valeurs  (7)  et  (8)  transforme  ainsi  qu'il  suit  les 
équations  (1)  et  (2), 

^  dp,   dp,    —  ^'dp,    dp,  "^  ^^  dp,  dp,  ' 

rfQ,  r/Q    _  rfQ^  rfQ,  rfQ,  ^, 

^'  "rfp     dp,    ~  ^^dp,     dp  "^  "^   dp,     dp  ' 


dB 

dp, 

du 

dp. 
dH 

-0    ^, 

-  ^^  dp, 

^dQ^dQ.^ 

dE,                 dQ 
'd^    ~^-dp,' 
dH,                 dQ, 
dp            ^    dp' 
d'E,  _rfQ  dQ, 
dp,  dp       dp,    dp 

dH.    __           dQ, 
dp             ^     dp 
dH,                  dQ 
dp,     ~~  ^ '    dp.' 
d'E,  _dQ,   dQ 

dp,  dp. 

dp,  dp. 

dp  dp,         dp     dp. 

^^f/p,    (ip        ^   dp  dp,  '^^'■dp  dp,' 


5i.. 
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Q'Q;     dp,    dp,  ■ 

(loV         l^   '•  QQ.     dp,     ^     ^    -  Q,Q,  dp     ^      Q;      rfQ,  ^Q  _ 


Q 

dp 

+ 

Q. 

Q= 

Ui 

4. 

+ 

Q 

dp. 

Q. 

rfQ 

_L 

Q. 

rf 

I 

rfQ, 

dp, 

4. 

(^ 

I 
Q.Q 

rfQ, 

r/p 

dp 

d 

1 
Q.Q 

rfQ 

rfp. 

q]qi  dp    dp 


Le  problème  est  maintenant  réduit  à  trouver  trois  fonctions  :  l'une, 
Q,  de  p,  et  p^;  la  seconde,  Q,,  de  p-i  et  p;  la  troisième,  Q2,  de  p  et  p, , 
qui  vérifient  les  six  équations  (9^/  et  (10). 

§  IIL 

Si  l'un  des  trois  systèmes  conjugués ,  celui  au  paramètre  p  par 
exemple,  se  compose  de  plans  parallèles,  les  deux  courbures  —,  —, 
des  surfaces  p,  sont  nulles  généralement;  il  en  est  de  même  des  deux 
courbures  -,  -,  de  l'arc  ds.  On  a  donc,  d'après  les  formules (3), 

c      7 

rfH,  rfH,  da  dR 

^=°'         -df^""^         rf^"'^'         -df.^""^ 

et  par  les  valeurs  (8  , 

rfQ,  rfQ,  rfQ,  rfQ, 

c'est-à-dire  que  les  fonctions  Q,  et  Qj  sont  constantes  ainsi  que  H. 
Il  est  facile  de  voir  que  l'on  pourra  disposer  de  l'indétermination  des 
paramètres,  de  telle  sorte  que  Q,  =  Q2  =  H  ^  i;  d'où  résultera 
H,  :r;  H,  =  Q,  seule  fonction  encore  inconnue.  Les  équations  (9)  et 
(10)  deviendront  identiques,  à  l'exception  de  la  dernière,  qui  se  ré- 
duira à 

rfJ^        rfi^ 
/     \  Q  '^Pi  Q  dp^- 
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et  qui  peut  être  vérifiée  par  une  infinité  de  fonctions  Q.  On  retombe 
ainsi  clans  la  classe  très-étendue  des  surfaces  cylindriques  orthogonales 
et  isothermes,  déjà  suffisamment  étudiée  dans  une  Note  spéciale 
'  tome  P"^  de  ce  Journal  ). 

Si  l'un  des  trois  systèmes  conjugués,  celui  dont  le  paramétre  est  ç/, 
se  compose  de  sphères  concentriques,  /•  étant  le  rayon  variable,  il  faut 

prendre  p  =  -,  pour  que  A^p  soit  nul,  et  l'on  a 

,  1  ,  ,,     .  dh  dh 

«    =    —   =  P   ,  d  OU         --  =r  O,       -r-  =   o  , 

r-  '  dp,    .  dp, 

OU,  d'après  les  formules  (3j, 

J  =  o,     ^  =  o; 


en  effet,  tous  les  éléments  ^/S  sont  des  lignes  droites,   et  les  surfaces 
orthogonales  conjuguées  au  système  sphérique  sont  des  cônes.  De  plus, 

les  deux  courbures  —,  —,  de  chaque  surface  p,  sont  égales  entre  elles 
et  à  -  =  p  ;  on  a  donc,  d'après  les  formules (3), 


ou  bien  l'on  a 

H  =  4-      (l'où 

P 

relations  qui  donnent  définitivement 

a  étant  une  constante.  Ces  valeurs  (12)  de  Q,  et  Qj  rendent  identiques 
les  équations  (gi,  ainsi  que  les  deux  premières  (10);  la  dernière  se 
réduit  à 


I    dh,  _   I    dli,  _  \  _ 
A,    dp         Aj    d:-         p 

dH 

dp, 

rfH                             I     rfH,          I    dn, 
-^'       dp,  -"'       ^^     H,    dp    ~H,.    dp 

(,3)  a'  _x,:!i^  +  -  _^-Jin  +  Q»  ==  o, 

dp,  a'       dp, 

et  peut  être  vérifiée  par  un  grand  nombre  de  fonctions  Q.  On  retrouve 
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ainsi  la  classe  des  surfaces  coniques  orthogonales  et  isothermes,  dont 
la  généralité  a  été  reconnue  dans  un  Mémoire  précédent  I  tome  IV  de 
ce  Journal,  page  126). 

§  IV. 

Supposons  encore  que  les  surfaces  f/  et  p,  soient  de  révolution  au- 
tour du  même  axe,  et  conséquemnient  les  surfaces  (i^  des  plans  méri- 
diens. Les  deux  courbures  -,  —,  de  la  surface  p^,  sont  généralement 
nulles ,  on  a  donc ,  d'après  les  formules  (3) , 


ou .  dans  les  valeurs 


7^—  ^'      dT. 


Ainsi  Q,  ne  contient  que  p  ,  nous  le  désignerons  dorénavant  par  p  ;  pa- 
reillement Q  ne  contient  que  p, ,  et  nous  le  désignerons  par  /?,;  en6n 
Q,  que  nous  remplacerons  par  F,  contient  toujours  les  deux  variables 
p  et  p, .  Ces  valeurs  rendent  identiques  les  deux  premières  équations  (g!; 

la   troisième  devient ,  en  désignant,  pour  simplifier,  --  et  ^  par  ^' 

et  p^  : 

m4)  ^^  =  z11Z  +  ^H, 

^  pp,  pV  da,  />,F    da 

et  les  trois  équations  (10)  se  transforment  ainsi 

/  ^    i    d¥  ,1     ^F 

(  d . —  d 

1       pF  dp  I       jjt¥  dp, 


p        dp  p,         dp, 


=^  o, 


p 


(l5)  ^  _i_       />__/»'  I   f/F         p,  ï   dF  

P  ~dp  pF  d^  '^  JÏF  'df,  ~  ^'■ 

1       p,  p'  \    dF         p\   i  dF  

p\    dpf  P'  F   do         p]F  dp, 
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Si  l'on  ajoiiU;  les  deux  dernières  équations  (i5),  il  vient 

(.6)  l_^+i,    -^  =  0. 

Or  p  ne  contient  que  p,  p,  que  p,;  il  faut  donc  que,  A"  désignant  une 
constante,  on  ait  séparément 

--f.  =  k       --  -^^  =  -  A, 

On  peut  intégrer  ces  deux  équations  en  les  multipliant  par  ipdp, 
■>.p,  dp,,  ce  qui  les  transforme  ainsi 

d.[^y  =  kd.p\  d.(^fy  =  -kd.pi 

d'où  l'on  conclut,  A  et  B  étant  tleux  nouvelles  constantes, 

P'  =  '!fo  =  P\^'-^,     P\^^^^  PiM^-  f'Ph 

et  enfin , 

=    f      '^^  p,  =    f      '^t"  ^. 

J  p  ijf-p-  —  A  J  p,  v'B —  Ap' 

Si  l'on  pose 

p  ~ZÔ\  A,      p,  =  w,  V  B;      A  =  -, 
ces  équations  deviennent 

y/X  r        fin  <fti 


/  — ,-  ,  —  ■  h  —     I  —7; T 


1  V   ^  ^  V  B  1 

or  on  peut  prendre  pour  paramètres  —  p,  et —  .p,,  sans  que  les 

paramètres  différentiels  du  second  ordre  cessent  d'être  nuls;  on  ne  di- 
minuera donc  en  rien  la  généralité  du  cas  actuel,  en  prenant 


ip-p^p--c-,      p,=p,\c--pt, 
p  =  f''  ^Ae^^    .  =  P'  -- ^L= 
Je      psp''  —  c'  t/o      Pi\/'-~ — p] 
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ces  valeurs  vérifient  l'équation  (i6).  Si  l'on  regarde  manitenant  F 
comme  une  fonction  de  p  et  p,,  et  qu'on  ait  égard  aux  valeurs  (17), 
l'équation  i4  et  les  deux  dernières  équations  (i5),  lesquelles  se  ré- 
duisent à  une  seule,  deviennent 


;i8) 


clF  clF 

p,  p^  —  c' rfF  c' — p]  rfF 

p       dp  pt       dp, 


La  première  de  ces  équations  réduit  la  seconde  à 

i  dF        I  dF  » 

--7-  +  -T"  =  O' 
P  dp       p,  dp, 

équation  aux  différences  partielles  dont  l'intégrale  est 

F  =  f{p-^-p-^); 
or,  si  l'on  pose 

[p'-pV>  =  -^ 

cette  valeur  générale  de  F,  substituée  dans  la  première  des  équations 
(18),  exige  que  l'on  ait 


d: 

on  doit  donc  prendre 


2Z  —  =  f,      d'où      f  =  G  \ 


'9  F  =  V/''  -/'i; 

car  la  constante  G,  qui  serait  facteur  du  radical ,  pourrait  toujours  être 
ramenée  à  l'unité  en  changeant  convenablement  le  paramètre  p^-  On 
reconnaîtra  facilement  que  cette  valeur  (19)  de  F  vérifie  la  première 
des  équations  (i5),  en  ayant  égard  aux  relations  (17). 

Ainsi,  p  et  p,  étant  déterminés  par  les  relations  (17),  on  a 


d'où 


}i  =  p^p^  —  pj,     U,=p,^p''  —  pj,     H,  =/;/;, 


et  enfin, 

(20) 
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^  =  — j=T,      h,  ^  — •      /?2  =  — 

P  \P'—P\  F'  SP'  —  p]  PP 


dp 


\lp-' 


rp>     dp, 

i/o      p,  ylc-  —  p' 


11  s'agit  maintenant  de  trouver  en  coordonnées  rectilignes  les  équations 
des  surfaces  de  révolution,  orthogonales  et  isothermes,  toutes  carac- 
térisées par  les  valeurs  fao). 

§  V. 
Les  valeurs  (20J,  substituées  dans  les  formules  (3;,  donnent 


P'  N^g'— />!  ^     1  _  Q  j^  _  —  vy 


,,,        ;         (P'-P<y  P\P-P, 

_  „  '  _  —pylp'  —  c-        I  _  —  \ip'—p] 

'         [p'—pVf         ''      P'\<^-  —  p\ 

Les  deux  limites  de/?  sont  c  et  l'infini,  celles  de^,,  zéro  et  c.  Il  ré- 
sulte des  expressions  (21)  que  les  deux  courbures  —,  —,  des  surfaces  0, 
sont  nulles,  quel  que  soit  /),,  quand  p  =  c,  ou  /i  =  o;  que  les  deux 

courbures  —,  -,  des  surfaces  0.,  sont  l'une  infinie,  l'autre  nulle    auel 
7,     c  '  1     ' 

que  soit  p  ou  (j,  quand  /?,  =  o,  ou  js,  =  o.  On  conclut  de  là  que  la  sur- 
face js,,  correspondante  à  /?,  =0,  se  réduit  à  une  droite,  laquelle  ne 
peut  être  que  l'axe  de  révolution  lui-même,  et  que  la  surface  a  corres- 
pondante à /j  =0  est  une  aire  plane,  laquelle  est  nécessairement  per- 
pendiculaire à  la  surface  /j,  =  o,  ou  à  l'axe  de  révolution. 

Cet  axe  et  cette  aire  plane,  si  intimement  liés  ati  système  orthogonal 
que  nous  étudions,  assignent  aux  coordonnées  rectilignes  leur  position 
naturelle.  En  effet,  il  conviendra  de  prendre  pour  axe  des  z,  l'axe  de 
révolution  ou  la  surface  p,  =  o,  et  pour  plan  des  xy  l'aire  plane  cor- 
respondante à  /?  :=  c,  ou  à  p  =  o. 

Ainsi,  en  intégrant  les  équations  (^5),  alin  de  trouver  les  valeurs  de 
j",  ^',  z,  en  jS,  p,,  f'j)  d  faudra  que  .x  et  ^  deviennent  nuls  ijoiirp,  =  o, 

Tonio  VUl  —  OcToDBE  1843.  Sa 
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ou  pt  =  o,  et  z  pour  js  =:  o,  ou  /?  =  c.  De  plus,  il  est  évident  que  a: 
et  y  dépendront  du  paramètre  [j^i  ou  de  l'azimut  des  plans  méridiens  , 
inais  que  z  en  sera  indépendant. 

La  première  des  équations  (5),  transformée  enp  et p,,  à  l'aide  des 
formules  (ao),  devient 

,      „  .,,      d-a  do  d'j 

^p~'P'^)di;d^,-^p^tp-Pi];  =  ''-^ 

si  l'on  y  pose  9  =  PP,,  P  ne  contenant  que  p,  P,  que/J,,  on  trouve 

=  p-i- 


[dp)  [dp,)  " 


or  le  premier  membre  ne  contient  que  p,  le  second  que  p, ,  il  faut  donc 
que  leur  valeur  commune  A  soit  indépendante  de  petp,;  on  aura  alors 
séparément 

dP  _     pdp  dP,  _    p,dp, 

^  ~ p'—  a'      TT ~/^;— a' 

d'où 


P=vy-A,     P.^vT'f-A. 

11  suit  de  là  que  l'intégrale  générale  de  l'équation    22)  peut  être  mise 
sous  la  forme 

(23)  y  =  2  vB(p^-A)(p?-A\ 

où  B  et  A.  constants  relativement  a  petp,,  varient  d'un  terme  à  l'autre 
de  la  série.  Les  trois  coordonnées  x,  y,  z,  considérées  comme  des 
fonctions  de  p-,pK,  et  pg,  seront  donc  de  la  forme  (aS). 

Mais  s'il  s'agit  de  x  ou  dej-,  comme  elles  doivent  s'évanouir  pour 
/;,  =  o,  A  sera  nécessairement  nul;  le  produit  pp^  sera  facteur  de  tous 

les  termes  de  la  série;  et  si  l'on  pose  y^yB  =  M  pour.r.  V  \B  =  N 
pour  y^  on  aura 

24)  X  —  pp^  M,     j  =  pp^'!^; 

M  et  N  étant  des  fonctions  encore  inconnues  du  paramètre  0.^  seul. 
S'il  s'agit  de  z,  comme  il  doit  s'évanouir  pour  p=:c,  il  faudra  que  A 
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soit  égal  à  c',  dans  tous  les  termes  de  la  série  (aS  ;  et  si  l'on  pose 
y, y  —  B  =   -,  on  aura 

(aS)  gz  =  v/^'  -  c'  \/C-  -pf, 

g  étant  constant,  puisque  z  doit  être  indé[iendant  de  pj. 

Il  ne  reste  plus  qu  à  déterminer  les  fonctions  M  et  N  et  la  con- 
stante g- 

§  VI. 

Les  valeurs  (u4 J,  mises  successivement  à  la  place  de  o,  dans  la  se- 
conde et  la  troisième  des  équations  (5),  les  vérifient,  quelles  que  soient 
d'ailleurs  les  fonctions  M  et  N;  la  valeur  de  z,  formule  (a5),  rend  les 
mêmes  équations  identiques,  puisque  z,  h,  h,,  h^,  sont  indépendants 
de  jOj.  Il  n'y  a  donc  plus  que  la  dernière  équation  (5)  dont  la  vérifica- 
tion nécessaire  puisse  servira  la  détermination  de  M,  N,  et  g. 

Cette  dernière  équation  5),  transformée  en  p,  p,,  k  l'aide  des  for- 
mules (20),  devient 

('«)  ^r-  c)  {^'  +  ,.■  -  Pli  igf =LP--pr,l-  {^,  ^]  ; 

si  l'on  y  svibstitue  successivement,  à  la  place  de  ç,  les  valeurs  (a 4)  de 
jc  et  j,  (p^  —  p])  devient  facteur  commun,  et  en  supprimant  ce  fac- 
teur on  a 


'M= 


^^-(■^y.  .'..■  =  .- (g)' 


d'où  l'on  conclut .  par  l'intégration ,  que  M  et  N  doivent  être  égales  à 
l'une  ou  à  l'autre  des  deux  fonctions, 

I  I 

-  cos  CfJn,        ~  SU)  co„: 

c  '  c  '  • 

car  la  constante  qu'il  faudrait  ajouter  à  l'arc  cp^  peut  être  supprimée. 
Si  l'on  prend  pour  M  l'une  de  ces  valeurs,  il  faudra  prendre  l'autre 
poTir  N,  sinon  les  valeurs  (24)  ne  vérifieraient  pas  les  équations 

eue  cix  dy  dy  dx  c/r  dy  dy 

dp  dp2  dp  f/pj  '        rfp,  rfpj  r/p,  dp.  ' 
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qui  doivent  avoir  lieu ,  puisque  les  surfaces  p,  p,-,  p^,  sont  orthogonales, 
et  que  z  ne  contient  pas  02  dans  le  système  d'axes  choisi. 

Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (26  ,  à  la  place  de  çp,  la  valeur  de  z, 
formule  (aS),  il  vient 

P^  (^'  -  Pi)  +  P\  (y  -  c')  =  (p'  -  Pi)  g\ 

ou,  en  réduisant  et  supprimant  le  facteur  commun  (/j^  —  pi), 

f-    —  O    ) 

ainsi  la  constante  g^  doit  être  égale  à  c. 

On  a  donc  enfin  ,  pour  les  valeurs  de  j?,  j^,  z,  en  p,  p,,  p^, 

;  ex  =  pp,  cos  cp2, 
(27)  cj  =  pp,  sin  cp., , 


\  CZ  =  \/p''^  —  f-  \C^  —  pi- 

L'élimination  successive  de /?,  et  p,,  de  p^  et  p,  de  ^  et  p,,  entre  ces 
trois  équations ,  donne  pour  résultats. 


p-  p—C 

c'est-à-dire  que  les  seuls  systèmes  de  surfaces  de  révolution .  à  la  fois 
orthogonales  et  isothermes ,  sont  du  second  ordre. 

§  VII. 

La  première  des  équations  (28)  ne  représente  que  les  ellipsoïdes  de 
révolution  autour  du  petit  axe.  Mais  on  peut,  en  changeant  convena- 
blement la  constante  c  et  les  paramètres,  transformer  les  équations ^^u 7) 
de  manière  à  obtenir  les  ellipsoïdes  de  révolution  autour  du  grand  axe. 
En  effet,  si  l'on  pose 

c-  =  —  h-,     p^  =  r-  —  b'\     p\  =  r\  —  b-,      û.j=z  —  i\\  —  1  • 
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les  équations  (27)  deviennent 


ibx  =  V^*  ~  ^*  V^^  ~  r\coi>br.,, 
by  ^  sjr-  —V^  \b^  —  r\  sin  br.,, 
bz    =  ITi, 

et  donnent  par  l'élimination  successive  de  deux  des  [)aranietresr,  r,,  r.>, 

/■'  r- — h- 

-  =  tangér^; 

or,  la  première  de  ces  équations  représente  des  ellipsoults  di-  icvoln 
tion  autour  du  grand  axe. 

Ainsi  les  équations  (27)  comprennent  implicitement  les  deux  liroupes 
généraux  des  surfaces  de  révolution  du  second  ordre,  à  la  fois  ortho- 
gonales et  isothermes.  Si  le  groupe  aux  ellipsoïdes  aplatis  se  présente 
ici  plus  naturellement  que  le  système  aux  ellipsoïdes  allongés,  cela 
tient  uniquement  à  la  méthode  adoptée  pour  intégrer  l'équation  iG  . 
Par  une  autre  méthode,  que  nous  allons  développer,  on  est  conduit 
directement  aux  groupes  (29)  et  (3o),  et  au  contraire  par  transforma- 
tion aux  groupes  (27)  et  (28). 

§  VIII. 

Remontons  aux  équations  (i4)  et  (i5),  dans  lesquelles/;  ne  contient 
que  p,  p,  que  p,,  et  F  est  fonction  de  p  et  p,.  En  ajoutant  les  deux 
dernières  équations  (i 5),  on  obtient  l'équation  (16),  qu'il  s'agit  d'in- 
tégrer d'une  autre  manière.  Soient  /•  et  r,  deux  nouvelles  fonctions . 
l'une  de  p,  l'autre  de  (5,,  données  par  les  équations 

Hr  =p^dû,     di\  =  p]dp,, 
d'où 
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en  regardant  maintenant^)  comme  fonction  de/',  ^,  der, ,  l'équation  i  (6) 

se  mettra  sous  la  forme 

et  k  représentant  une  constante,  on  devra  avoir  séparément 

dr-  dr  \ 

d'où  l'on  conclut,  A  et  B  étant  deux  nouvelles  constantes. 

p^  =  kl-  —  A,     ^^  =  B  —  kv'\. 
et  enrm, 

_       r       dr  _      r        dr, 

Si  l'on  pose 

r  1=  w  v'A-.     '',  =:  ^,  \  B,      /•  =  j  ■ 
les  équations  précédentes  deviennent 

\  A        i"*       as  \  B  r       da, 

or,  on  peut  prendre  pour  paramètres  jrp,  W  pi,  sans  que  les  para- 
mètres différentiels  du  second  ordre  cessent  d'être  nuls:  on  ne  dimi- 
nuera donc  pas  la  généralité  du  cas  actuel,  en  prenant 


(33 


/  r  '-       dr  T' ,         dr 

r  -J.  ;--T='   "'-  j„  -b^7 

\p  =  \r'  —  b-,      p,—  s^b^  —  r:. 


Ces  valeurs  vérifient  l'équation  1 16).  Si  l'on  regarde  F  comme  fonc- 
tion de  r  et  r,,  l'équation  (i4j  et  les  deux  dernières  équations  i5) 
donnent,  en  réduisant, 

dF  dF       ^ 


dr  '   dn 

dF  I   df 

r  dr  r,    dr. 


i_dF  i^dF  _ 
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f^t  conduisent,  par  un  calcul  déjà  fait,  §  IV.  h 

(34)  F  =  s//^"^rT, 

tonne  qui  vérifie  aussi  la  première  des  équations  (1  5). 

On  a  enfin,  pour  les  valeurs  de  h,  h,,  h^.  qu'il  s'agissait  de  trouver, 


,,._,j  yr  — b'  \jr-  —  r\  ^b' — r]  ^r^ — r]  \jr' — é'  \J h- — r' 


i      rr       dr  /•,,        ,/,.,       _ 


à  l'aide  de  ces  valeurs  on  peut  calculer  les  six  courbiues  3  ;  conclure 
de  leurs  propriétés  le  système  d'axes  rectilignes  qu'il  convient  de  choi- 
sir; intégrer  les  équations  (5),  en  suivant  identiquement  la  marche 
développée  aux  §§  V  et  VI,  et  l'on  arrive  alors  aux  équations  (29) 

et  (3o). 

^  IX. 

Abordons  maintenant  le  cas  général,  c'est-à-dire  lintégration  des 
équations  (9)  et  (10),  sans  supposer  qu'aucune  des  six  courbures  soit 
généralement  nulle.  Q,  Q,,  Qj  sont  alors  respectivement  fonctions  de 

v|û,,  P2),  de  \(i.i,  p),  de  (p,p,).  Posons,  poiu'  simplifier. 

Q   =  A^Q^   B^^, 

ûp,  rip, 

(^^^  (g.=  A.l^=B.^, 

'  «P2  rfp 


p 


Q^  -    ■^^'dt   -    ^'  do 


Les  équations '9   se  transforment  ainsi, 

■   AA,    ^-   BBj   =   AB, 
(37)  A,A,+   B.B   =   A,B,, 

f  AjA   -+-    BjB,  =   AjBj  ; 

d'où  l'on  conclut,  en  ajoutant  les  deux  premières  respectivement  niui- 
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tipliées  par  B,  et  A, 

r38)  AA.As    -^   BB.Bs    =  o. 

D'après  les  relations  (36,  A  et  B  ne  contiennent  pas  o,  A,  et  B,  pas 
(5,,  A2  et  Bj  non  pn.  Or,  les  équations  (37;,  ayant  lieu  pour  foutes  les 
valeurs  de  p,  p, ,  p.^,  auront  encore  lieu  lorsque  l'on  y  fera,  ou  p  =  o, 
ou  s,  :=  o,  ou  p2  =  o.  Désignons  ainsi  qu'il  suit  les  valeurs  que  pren- 
nent A.  B,  A,,  B,,  Aj,  B2,  quand  l'une  des  variables  qu'elles  contiennent 
est  nulle  : 

iPour  û  =0:    A=A,  B=B,  A,  =  7.2,   B,  =  b2,  A2=cr,,  Bn=f:i,: 
Pour  pt^o  :    A=a2,  B=,S2,  A,  =  A,,  B,=B,,  Ai=a,    B^^è; 
Pour  02  =  0  :    A=a,,  B=è,,  A,=a,    B,  =  ,S,    A2=^A2,  Bj^Bj  - 

a,  a,  b,  j3,  ne  contiennent  que  p;  a,,  a,,  b,,  ,';,,  que  p,  ;  a^,  o:^-,  b^,  ^2, 
que  p2-  Les  équations    37)  deviendront  alors 

Pour  (5  =  0.  Pour  p,  =  o.  Pour  c,  =  o. 

Aa,   +B/5,    =:AB,     rt2A(  +iS2^   ="2p2.     «!«   +/>,B2  =  a,A,  , 
40)  '  aort,  -i-èjB  =a2^2»    Ai»  +B,/32=A,B,.     oAj  ^^è,  =a,î. 
'  fl.A   -!-/3,^2  =«ii5ij    a«2    -^^B,    =aé,  Aja,+B2/',=A2B2. 

Parmi  ces  neuf  équations,  celles,  au  nombre  de  six,  qui  ne  contiennent 
qu'une  des  fonctions  A,  B,  A,,  B,,  Aj ,  Bj ,  donnent  pour  les  valeurs 
de  ces  fonctions 


(40 


i  A=      ^[a.  —  b^.     A,  =  — —  (è  — «ïi,     A2=      ^   a  —  b,  . 
j  B  =  -î;(a.-è2),     B,=      lib-a,,     B,=  -~(a-b:. 


et  les  trois  autres  équations  (4o)  sont  vérifiées  par  ces  valeurs. 
L'équation  :  38  devant  être  satisfaite,  il  faudra  que  l'on  ait 

^"^  00,(7,  bb,b. 
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§X. 
Les  valeurs  (4i),  substituées  dans  les  relations  (3j,  donnent 

-i  ^    —  1  _      f  '  '  '^Q  _  '  _  *! 

(^43 1       ]  -1  i^^ _L "'  '  ''Q'  '  * 

^       '        ^  Q,  r/p,  ~  A,  ~       {b  —  a,)p,'      Qi  rf^  ~  B^~       (TIT^JI' 
Q,  rfp    ~  A,  ~       («  — i,)J'       q.lo^  ~  B,  —  ~(a—h,]^,' 

ce  qui  conduit  aux  relations  différentielles  suivantes,  comme  conditions 
d'intégrabilité  : 

«  1    '/^    Ih   da^         a^  dh    _     b  da,         a  dh,     _    b,   da 

P,    da-,  a,   r/p,  '       p,   Jp  «   ^/p,'        p  ^,  %,   df^ 

d'où  l'on  conclut 

/  *:    _    .r/6_        /v    _    .  db        h,    _   .  f/A 

I  "i     -da,         a.  .   da,       a  .   da 

I,  /, ,  /'o  étant  nécessairement  constants. 

De  ces  valeurs  (44)  on  déduit,  par  l'intégration  des  équations  43K 

; 4*5^        Q  =  (a,  -  b.,  )',     Q,  =  (A  -  a,  )'■ ,     Q,  =  (a  -  *,  />  : 

en  outre,  ces  mêmes  valeurs    44^,  combinées  avec  la  relation  néces- 
saire (42),  donnent 

db  db,  db,   da  da,  da, 

dp  dç,  dp,  dp  dp.  dp,' 


équation  qui,  pour  être  satisfaite,  exige  que  Vnn  ait 

\  b  =  n( ,     A,  =  n,f, ,      A.,  —  7?jfa , 
f  ne  contenant  que  p,  f,  que  js,,  f,  que  /-..^  [*|;  m,  n,  m, ,  «,  .  m, ,  /i^ 


[*]  On  pourrait  penser  que  les  valeurs  (46,^  ne  sont  pas  les  plus  généraiw,  et  qu'il 
TomcVUl.  —  Octobre  1843.  5  ) 
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étant  des  constantes  liées  entre  elles  par  la  relation 

(/jy)  inni,w.2   =   nn,n.2 

Par   ces  valeurs  (46)   les  fonctions  Q,  Q,  ,   Q2   (45)  se   présentent 
sous  la  forme 

Q  =  (m,f,  -  ruj,  y,     Q,  =  [nï  -  m,f^  f' ,     Q.  =  (mf  -  n,f,  i'=  ; 

mais,  pour  que  ces  valeurs  vérifient  réellement  les  équations  g),  il 
faut  que  /o  =  '1  =  '•  En  effet ,  lorsqu'on  les  substitue  dans  la  première 
(9),  par  exemple,  on  trouve 

i(i^7ni,7i2  —  i,min,in.2)  ( -h  i,{i — i^  n,ln^^n^ï^  -h  /.,i^/,  — /   in„ritH.A.,  =  o; 

et,  comme  nn,Ji2  =  mm^m^  (47)»  cette  équation  ne  peut  être  satisfaite, 
quels  que  soient  f,  f,,  fj,  que  si  l'on  a  i\  =^  /,  =  /. 


manque  nne  constante  dans  chacun  des  groupes  [a,  b)  [a„  b,),  (a,,  b.);  mais  cette  plus 
grande  généralité  n'est  qu'apparente.  En  effet,  si  l'on  pose 

a  z=:  mi -'r  r,,      a,  =  m,  f,  +  /■,      a.  =:  in,f.  —  /-,  , 
b^ni,  i,  =r/2,f|,  b2  =  nti,, 

m,  /«,,  m,,  n,  ii,,  /;,  vérifiant  nécessairement  la  relation  (47)5  et  '«^s  trois  autres  con- 
stantes r,  r,,  r,  étant  arbitraires,  les  valeurs  de  Q,  Q,,  Q,  (45)  deviennent 

Q  =   /«,f,  —  «.f, -f-'-)',      Q,  =  (»f— w,f. +  r,)'.,      Q,=r-i/wf—  n,  f,  +  /-,)'  =  . 

Pour  que  ces  valeurs  puissent  vérifier  les  trois  équarions  (g),  quels  que  soient  f,  t',,  f,, 
il  faut  d'abord,  comme  le  texte  le  démontre ,  que  les  exposants  /,  (,,  /-  soient  égaux,  et 
ensuite  que  les  constantes  r,  r,,  /■,  soient  liées  par  les  équations 

in/i^r  —  n,«7r,  -+-  m^m^r^  :=o,    m.mr — mii^r,  -\-  n-.nr,^  o,    nn,r —  min,r,  -\-m,/ir;  =  o. 

Or,  on  satisfait  généralement  à  ces  relations  en  prenant 

r^m,x, — «2^3,      /•,=:/?* — /«jx.,      r,=zma.  —  «,  «,, 

X,  a,,  a,  étant  trois  nouvelles  constantes;  d'oïl  résulte 

Q=[/n,ff,4-a,)  —  n.(fj-(-a,)]',   Q,=i  [n  (f+a)— w,(f,+  a,)]',   Q,—  [m  (f+a)—  «,{f,-(-a,)y, 

ou  plus  simplement  les  valeurs  (4^))  puisque,  les  fonctions  f.  f,  f.  étant  indéterminées, 
on  peut  supprimer  les  constantes  a,  a,,  a... 
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Donc  enfin,  les  formes  les  plus  générales  des  fonctions  Q,  Q,,  Q^, 
qui  puissent  vérifier  les  équations  (g),  sont 

(48)     Q  =  Im, {,  -  n, f^)',     O,  =(n{-  m^ ïj.     Q,  -=  {m f -  /;, f,V, 

dans  lesquelles  m,  mf.  m^,  n,  n,,  n„  sont  des  constantes  liées  entre 
elles  parla  relation  (47)?  f  une  fonction  de  p,  f,  de  p,,  (^  de  jS^- 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  fonctions  f,  f, ,  fj,  l'exposant  /, 
et  les  constantes  ni,  m,,  m.,,  ri,  «,,  «,,  de  telle  sorte  que  les  va;-^ 
leurs  (48)  vérifient  les  équations  différentielles  (10). 

§  XI. 
Posons,  pour  sunplifier, 


(49) 


i. es  équations  (10),  développées,  deviennent  alors 

(5o.  L'  inî"  -  ^f--  ':^f'=)_  ^^'-!^  f'^  _  cjV  (mS,  +  ^  f-  +  i^'  f-  )  =0, 

t  )u  peut  poser 

f"^  =  F,      f?  =  F,,      f'^  =F,, 

et  regarder  F  ccmme  fonction  de  f,  F,  de  f, ,  F^  de  f^,  d  ou 

,  rdf  rdf,  rd(. 


m,f,  —  n.Ji  =  q, 

nï  —  /Hjfj  =  fy,, 

mf-  «,t,  =  72 ; 

Q  =  7'' 

Q.  =q\. 

Q.  =7;; 

Tp-*'    dp'  -^    ' 

dU        ç,      d~-(,        ,.„ 
dp,  —  *"   7^,  -*'' 

df,          f,       d'U         ..„ 

(5r) 


53. 
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Les  équations  (5o)  deviennent  alors 

Si  l'on  ajoute  ces  trois  équations,  après  les  avoir  multipliées,  la  pre- 
mière parwîj^'a,  la  seconde  par  —  vvt^qs,  la  troisième  par  mm^q,  les 

termes  en  — -,  ~    —1  se  détruisent:  de  plus,  à  l'aide  de  la  relation 

ni       ai,        rfr,  • 

(47)  et  de  l'identité  mn^q^  =z  jm^q^  +  mm^q,  on  m«t  facilement  le  résul- 
tat sous  la  forme 

(53)       ■inm,{ii~i)[m^q^'^'f  +  '^"-^qY^'-Y,  +  nlq'f*'-¥.\  =  o. 
Or,  d'après  la  relation  (47), 

//  m . 

et  le  facteur 

est  essentiellement  positif;  l'équation  (53)  ne  peut  donc  être  satisfaite 
que  par  l'annulation  du  facteur  (a?—  i). 
Ainsi  /■  =  4,  et  l'on  a 


(54)     Q  =  v'«,  f,  —  njn,     Q,  =  vrtf  —  mj..,     Q,  =  \mï  ~'n^^. 
Faisant  donc  /  =  \,  dans  les  équations  (Sa  ,  elles  deviennent 

!«)  I    »9  [S  -  (  J  +  ™.)  ^J  -  "V.,  24  F,  -  ,„.,.  [1|  +  (î^  +  ^)  F.J  =  „, 
-  ^^  -  "'■'■  ['^  -  (t-  s  ^'J  -  "■'■  [t-  (?- ~)  ".]  =  o. 
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et  l'équation  (53)  étant  maintenant  identique,  l'une  des  équations  (55  i 
est  une  conséquence  des  deux  autres. 

Le  problème  se  trouve  actuellement  ramené  à  l'intégration  des 
équations  ("iSj,  ou  à  la  détermination  des  fonctions  F  de  ï,  V,  de  1,, 
Fj  de  f„  qui  puissent  vérifier  ces  équations  (55),  dans  lesquelles  q,  f/,,  ^. 
ont,  en  f,  f,,  (^,  les  valeurs  (49). 

§  XII. 

On  peut  admettre  que  F„,  fonction  de  f^,  s  annule  pour  une  certaine 
valeur  fj  =  9^,  f^  étant  constant.  Par  cette  valeur  ç,  de  f,,  7  devient 
(in,{,  —  n^cpî)  ou  fonction  de  f,  seid,  q,  devient  («f  —  /njç;.)ou  fonction 
de  f  seul ,  et  la  première  équation  (55)  donne 


(56)  ,«f  -n,f,)\  m  -^±^2^  -  „      "'■'■■- 


jf  "I  -j?  /   —  ^"t    — î -f-  'in  ,   — — 

"'  ni,  /  nt —  TO,o.  '   /rt,  f, 

Or  la  première  équation  (55)  doit  être  satisfaite  pour  toute  valeur  de  f.; 
les  fonctions  F  et  F,,  qui  sont  indépendantes  de  cette  variable,  doivent 
donc  vérifier  l'équation  (56). 
Soit  posé,  pour  simplifier, 

F  F. 


d 


~~c "  ~ — ;; 

dl  —   '  '  Tîï,  ~  '^•' 


l'équation    56)  peut  s'écrire  ainsi 

(/nf  —  n,  {,)  ijnrf  —  «,  J, ,  =  ^ni-f^df-h  a/zf/.f,  fil, . 
et  si  on  la  diflFérentie  successivement  par  rapport  à  f  et  à  f,,  on  trouve 


<L^  _       d.y, 

di    ~   ~  'df.    ~    n,f—  «,f, 


/«.J'-H  /?, 


or,  la  valeiu  commune  de  ces  trois  quantités  ne  peut  être  qu'une 
constante,  puisque  la  première  doit  être  indépendante  de  f,,  et  la  se- 
conde de  f;  donc  les  deux  coefficients  différentiels 


,       F  F. 

— ? «  —7 

ni  —  w/jy,  m,i,  —  /j,ip, 

^77^      '  Ir. 
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sont  constants  et  de  signes  contraires.  D'où  il  suit  que  F  et  F,  sont 
(les  polynômes  du  troisième  degré,  l'un  en  f,  l'autre  en  f, .  respecti- 
vement divisibles  par  {nf  —  m^f^)  et  {m,î,  —  n^fUi);  F^  l'étant  par 

On  démontrerait  de  la  même  manière,  à  l'aide  de  la  seconde  équa- 
tion (^55),  que  F,  étant  divisible  par  (f,  —  œ>,).  F,  et  F  sont  respective- 
ment divisibles  par  [m,  cp,  —  n,L)  et  (wf  —  /.■,  ®,  );  et,  à  l'aide  de  la  troi- 
sième équation  (55\  que  F  étant  di%'isible  par  (f — <p).  F,  et  F,  sont 
respectivement  divisibles  par  (nif  —  «,f,)  et  (ucp  —  m^f^}.  De  plus, 
les  différentielles  secondes  des  quotients  obtenus  j)ar  ces  divisions  sont 
constantes,  et  l'on  doit  avoir 


Pv 


Les  fonctions  F,  Y^.  F,  sont  donc  nécessairement  de  la  forme 

F    =:  A   (f  —  (o)  {m  ï  —  n,  !p,)  :  /?  f  —  "ïoÇï)- 
F,  =  A,  (f,  —  œ,)  (;/?,f,  —  /ta 92)  ('"  ?    —  ",f,). 
Fo  =  Ai  (fo  —  (o.,,iji  0    —  iriofo!  [m,  f,  —  "2f2i; 

et,  pour  que  les  relations  (5-    soient  satisfaites,  il  faut  que  les  con- 
stantes A,  A,,  An  soient  telles  que 

A  m  =  A,  n, .     Aj  vi.^  =  A  « ,     A,  /«,  =  A^  /u  . 

conditions  qui  seront  remplies  eu  prenant 

A  =:  /?,  riç,}.,     A,  =  mn^)..     A,  ;=  inm^  À; 

la  constante   /  qui  disparaîtrait  comme  facteur  commun  ,  lors  de  la 
vérification  des  équations  (55),  peut  être  prise  égale  à  l'unité. 

Ainsi  les  valeurs  générales  de  F,  F,,  F^.  ou  les  intégrales  des  l'-qua- 


^  d'- 

F 

«f  — 

m  2 

?î 

]d 

dV- 
F. 

/?!,  Çi  — 

n 

f, 

' 

dl\ 

F, 

ma  — 

n 

f, 

rf' 

F, 

/«,f,— 

n 

¥= 

d 

di\ 
F 

m{  — 

n, 

?. 

d 

df- 
F. 

«ç  

m 

f. 

(6o) 
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fions  {55),  iloivent  être 

!F  =  w,«2  if  —  f)  t  in{  —  n,  (pf)  !  //  f  —  nu/p,), 
F,  =  mn^  (f,  —  çp,)(/«,f,  —  «2  (p..)  (m  <jp  —  «,  i,), 
F.,  =^  /?i7«,  (f.j  —  (pj)  (  /i  (j5    —  //îj  fo)  ini,(p,  —  //jf^)  ; 

&.  9,.  ijjj  étant  les  trois  constantes  introduites  par  l'intégration.  Un 
peut  supposer  que  ces  constantes  sont  les  limites  inférieures  des  inté- 
grales (5i),  en  sorte  qu'elles  correspondent  respectivement  aux  valeurs 
zéro  des  paramètres  p,  p,,  p^. 

§  XIII. 

Mais  il  est  nécessaire  de  vérifier  que  les  fonctions  (58  rendent  iden- 
tiques les  équations  (55).  Pour  faire  plus  commodément  cette  vérifica- 
tion .  posons 

^    -     ?    —   P^  f'    —    ?•=/'<  ■  fs    —     f?J    =   /^2  - 


n^p^^     m  cp  —  «,  f|  =  q.,  —  m  p, 
/tp.        iii,<pi —  «•.  fj^  7    —  '>i,p,'- 

les  fonctions  (.)8)  pourront  s'écrire  ainsi 

/  F   =  n,n^p  (V/2-h  Ti,p,)(,i,^   l'hPi), 

(59)  1      '  ^  "'  "-P'  ^'1  "^  "-P-^  ''l''~  "*  ^^' 

'   F._,  :=  rnjn,p.,{q,~  n  p     (/  —  in,p,^, 

et  l'on  déduira  aisément 

(/F 

\'j^=  m  TU  [(7  +  n.p.,)  ;</,  -  m  p  )  -f-  m,p,  17.,-  m  p  )  ~  /i,p,  (7  -t-  «a/>j)l- 

Les  valeurs  (69)  et  (60)  étant  substituées  dans  la  première  des  équa- 
tions (55),  on  trouve,  après  plusieurs  réductions  et  la  suppression  du 


m  f 

—  /i,<p,  =72 

'".f, 

—    "2?2   =   7 

n  fSf 

-  m.,  ['a  =  7, 
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facleiu- comiiuin  mn^p^. 

run/i,  q     (/2  -f-  n^  p,  —  rnp  —   — ^ — ~ i-^^ J-^ 

r         ,                                         l.mp.n^p,          m,pt{q, —  mp)"] 
.,--/        ,    —  ")  'h<](     (}-2  -+-  "i  Pi    —  Ifip  — —   —   — ^-^^ ^ 


On  peut  remplacer,  clans  le  dernier  terme,  inyjn^q.^  par  sa  valeur 
identique  ji^nn^i  —  m,/?,  cj,  le  produit  ^-^ -^-^ -^  par  son  dé- 
veloppement (  I ~  -+-  "P-'"'f'\ .  puis^  réduisant,  s' aidant  de 

la  relation  (47)  et  supprimant  le  facteur  commun  «,/?/),,  l'équation  (61  ) 


devient 
^62 


(n\n2qt — m^riiqX  /nn,q  +  nmtq2\  /'f>fn,q, — nm,q-\ 


Mais  l'on  a  identiquement,  par  les  valeurs  49'  de  q,  q,,  q2, 

"in.q,  —  m,n,q  7in,q  -\-  nnitq.  inm.q,  —  nm.q- 

— =  Mi,  /«o,       — 2 2^  =  mm.,       ' =  nn., 

'{--  '  '/.  «7 

ce  qui  réduit  l'équation  (62)  à  2  wttî,  m.^  =  ;«m,  /«„  H-  nn^  n^ ,  ou  a 
la  relation  (47)-  Ainsi  les  fonctions  (58  vérifient  la  première  des 
équations  (55  ;,  et  l'on  s'assurerait  de  la  même  manière  qu'elles  vérifient 
les  deux  autres. 

§  XIV. 

En  résumé,  on  a  les  intégrales  complètes  des  équations  (9)  et  (10) 
en  prenant 


Q=  y  mi—  «2  fo ,  Q 1  =  \  ni  —  m^  fj ,  Q  2  =  \  '«  f  —  « i  f|  5  ( '"'« ,  '/<2 = nn ,11^, 

(oi)  [pi—    I      1— 
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d'oii  l'on  conclut,  pour  les  paramètres  différentiels  du  premier  ordre 
(les  surfaces  orthogonales  toutes  isothermes, 


,  dp   


*  yjnï—mj^  y/mf  —  «,  f, 

1    ,     _  rfp,  _  I 

'^^'  ï      '  ~  ds,~  y]m{  —  nXsIm.î,  —  n,C 

^  "   rf^  ~  \fm,î  —  nj,  sjni—  m,f,  ' 

fis,  ds, ,  ds.  étant  pris  sur  les  intersections  ,  ou  sur  les  lignes  de  cour- 
bure des  surfaces  conjuguées. 

D'après  l'ordre  de  grandeur  adopté,  f,  est  numériquement  mouidre 
que  f,  ,  qui  est  lui-même  plus  petit  que  f  ;  la  limite  inférieure  Sj  peut 
(loue  être  prise  égale  à  zéro ,  et  Ton  aura 


Xf  A,d{,  


k,  A,,  X,  étant  des  indéterminées,  dont  on  peut  disposer  de  telle  sorte 
que  les  trois  coefficients  de  9  soient  égaux  ,  ainsi  que  ceux  de  s. 
En  effet,  ces  conditions  sont 

le  second  groupe  pouvant  se  mettre  sous  la  fi.rme  A"  =  A,  -  —  Aj  — -, 
ne  diffère  pas  du  premier,  puisque,  d'après  la  relation  (4:),  on  a 


mm, 
"1  "i 
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et  il  suffira  de  prendre 

A  =  iiinif ,     A",  =  m,  n,  ,     k.^^:  n,n  ^ , 

pour  vérilier  àla  fois  les  deux  groupes.  On  aura,  en  adoptant  ces  va- 
leurs des  indéterminées  k,  /-,    A.,  : 


i: 


m  m,  dî 


\liii  m,  mm,  ( (m  m,  (  —  m  m,f)  (m  m,(  —  m,  n,  ff,  ] 

Xf,  m,  «,  d{, 

^  SJm  n,  m,  n,f,  (w,  n,  f|^7n,n,çi)  (otto,(j>  —  minif,) 
Jfi^ n^n-idî-, 

Q    Jnn-,  n,  n,  f,  (mm, if  —  n,n,{,)  (n,  m,f,*'^-  n,  Wjfz) 

Si  l'on  pose  maintenant 

(7tt»w,  f  =  >.-/5^,     m,n,  f,  =X-/j^,     n^n.■,i.,  =  ').-p'l 

i65)  l 

À  étant  constant  et  indéterminé,  il  vient 

A  \fi>im,         r^  dp 

2  ^    "    Je    y/y''  —  <•'  s/p'—b'  ' 

2  J;,    v<;  =  —  /JÎ  S^/^î — b' 

>  y/n/Jj  _      f^--  dp,  . 


.66; 


P2 


=  A 


<^r'  —  p:  \b'—pl 


et  les  mêmes  valeurs  de  f,  i,,  fj  (65),  substituées  dans  les  f'ornniles(64), 
donnent 


V  n,n,m,   ds  ^pi  —  ^2  y/^'  —  pj 


(67)  '--'      '  ^^'^^ 


X'' 


«,  TO,        ds,  ^p'. — y>^   y'^;! — p\ 


n,mm,ds.  ^pi  —  p'^  ^» — pj 

Or  il  existe  une  valeur  de  la  constante  >. .  telle  que  les  coefficients 
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rie  û  et  do  ,  de  ^y,  et  <^/|S,,  de  &,_,  et  dp.^ ,  sont  respectivement  égaux  daii> 
les  équations  (6G)  et  (67  j;  cette  valeur  est 

168)  >.    z=    i  ^  ^J,  «.j  »tA/i,  , 

rar  elle  donne  identiquement 

-./"»:  1       ^        /      ~  i       ^   .    /       "  1        

V  n,n,m,         -'  •"         V  «,  m,         -  "  V  nim,/i,         ' 

si  donc   on  prend   j)our  nouveaux    paramètres  les  anciens,  respecti- 
1^.    ...  l\,'mm,       \\lmi),       '/.\Jnn.      ,  ,  ,  ,.^. 

vement  multiplies  par —î ,    — ,  — ^^ — -,  /,  ayant  la  valeur  oo  , 

on  aura  définitivement 

i  r     f =  ,    r     ^' = , . ,    r      '»-  _^ , 

,^   ,|J.-    \ip-—b^-  ^p'—e^  Jh    <^p\—b''sjc^—p\        '"       Jo      \lb'—pl\'c'~p'. 


p.- 


f/^ 


V/j= 


'>\^p''—p\    *'        '     V />!—;>'  \/p'—p^,  ''^^  s'^^^/'j  v'/'i  — /»? 


'r/o) 


|)our   rejjiésenter  tous  les  systèmes  de  surfaces  orthogonales  et  iso- 
tliermes. 

§  XA  . 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'obtenir  les  équations  des  mêmes  surlaces  en 
coordonnées  rectilignes.  Eps  valeurs  (69)  substituées  dans  les  for- 
mules (3)  donnent 

I         p^S^p] — b'^e' — p'         1  Pi  sjb' — p\  yjc^  —  p\        1 P\p  —  b*  \Jp' — e" 

''      \p'  —  pl{p'—p])^     *"'         \'p"—pUp]—p\)'     ""^         \'pI—p:  (p'—pI^^ 

t  Pt^b' — pi  \j'c- — pi        I  p  V/?' —  b'-  sjp"  —  (-'        i^ />,  ^p\ — b'-\'r^  —  p\ 

'      yJp'—pMp'—pW'     '''         ^p\—p\  {p"—pl'     '''         <p'—p\fp\—p\)~ 
Or  les  deux  courbures-,  —  des  surfaces  p.,  sont   nulles,   quels  que 

soient  />  et  p, ,  pour  p.^r=o;   les  deux  courbures  -.  -  des  surfaces  o, 
sont  nulles,  quels  que  soient  p.^  et  p.   j)our  p,  --h.  les  deux  cour- 

54.. 
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bures  —,  —  des  surfaces  c  sont  nulles,  quels  que  soient  /;,  et  p.j.  , 

pour  p=c.  Les  surfaces  conjuguées  isothermes  comprennent  donc 
trois  plans ,  correspondant  aux  valeurs  zéro  des  paramètres  ,  ou  à 
p.^  =z  o,  p^  ^  h  ,  p  ^  c.  Ces  plans  sont  nécessairement  orthogonaux, 
et  on  peut  les  prendre  respectivement  pour  plans  coordonnés  des  jz. 
zjc ,  Jcj-,  dont  les  équations  sont 

JC    =:     O,         J-    =     O,         2     =     0; 

c'est-à-dire  que  .r  devra  être  nul,  quels  que  soient  p  et  p,  ,  pour 
^2  =:  o  ou  ^2  =  0;  que  y  devra  être  nul,  quels» que  soient  p^  et  p, 
pour  p,  =:  o ,  p,  ^=  b;  enfin  que  z  devra  être  nul ,  quels  que  soient 
(5,  et  P2  ?  pour  f/  =.  o,  ou  /;  =  c. 

Cela  posé,  les  trois  premières  équations  (^5  ,  transformées  en  p,  p,  p.^, 
à  l'aide  des  valeurs  (69) ,  deviennent 


(7O 


Si  l'on  pose  9  =  PP.Pa,  P,  Pt,  P2   étant  respectivement  fonctions 
de  p,  p,  ,  Pi,  les  trois  équations  (71)  exigent  que 

/^P     _  „2  P'P<     -pi-    ^'^-    : 


W)  [dpj  [dp. 

et  comme  la  première  de  ces  trois  quantités  ne  pourrait  contenir  qnep, 
la  seconde  que  p, ,  la  troisième  que  p, ,  leur  valeur  commune  est  né- 
cessairement une  constante  A;  on  a  donc  séparément 


dP           pdp 
P    ~  p'—A' 

dV,   _     p,dp, 
P,     ~  p\—k' 

rfP,           p. .dp, 
P,    ~  p\  —  h.' 

d'où 

P  =  vy -^  »      P(  =  V  PÏ  -  A ,       P2  =  V  P\ 
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Il  suit  de  là  que  l'intégrale  générale  des  équations  ['-i    peut  être 
mise  sous  la  forme 


7^)  ?  =  2vB  :/>^-AH/>l-Ai</j^-A), 

les  deux  constantes  A  et  B  variant  d'un  terme  à  l'autre  de  la  série.  Il 
faut  maintenant  déterminer  ces  constantes ,  de  telle  sorte  que  f  dorme 
successivement  les  fonctions  cherchées  x,  jr,  z,  en  p,  p,.  p... 

§  XVI. 

Pourar,  il  faut  que /^o  =  o  l'annule,  quels  que  soient  p  et  ^,;  ce  qui  exige 
que,  dans  l'équation  (7:21,  toutes  les  constantes  A  soient  nulles;  tous  les 
termes  de  la  série  se  réunissent  alors  en  un  seul  de  la  forme  pp,p2l\  B  ; 

et  l'on  a,  en  représentant  2  \  B    par  -  , 

^  =  i]  PP'  Pi  '■> 

or,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  x  à  la  place  de  y  dans  la  quatrième 
équation   5),  qui,  transformée  en  p,  p,,  p^,  est 

{p\  -  p\)[p'  -  b^-)ip'  -en  (jy 

(73)         i^ir-pDiPi-f^mc^  -f^'^^^y 

^-  (r  -  P\)  {h'  -  Pl)ic'  -  pl  (^^' 

-"=    p-.  -  pD  ir  -  pDf  -  pV'  ■■ 

sa  vérification  exige  que  gj  =  hc  ;  on  a  donc 
(74)  hcjc  =  pp,p^. 

Pour  j",  il  faut  que  Pi=^b  l'annule,  quels  que  soient  p.^  et  p\  ce  qui 
exige  que,  dans  (p  (72),  toutes  les  constantes  A  soient  égales  à  b' : 
tous  les  termes  de  la  série  se  réunissent  alors  en  un  seul  ;  et  l'on  a ,  eu 

représentant  2v  —  B  par  —, 

J  =  7  V  p'  -  f>^   \  l>'i  -  b'   s  h-  -  pI; 
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or.    cette  vaieur  de  9   ne  vérifie   réquatioii  [■j'i)    que   si  Ton  prend 


g,  =  b  \c-  —  b-, 
on  a  donc 


75;  h  xc-  -  h-.j    =  \p'  —  b'  sp]  -  h'-  sb^  ~  pi- 

Enfin,  pour  z,  il  faut  que  p=^  c  l'annule ,  quels  que  soient  p,  et  p^  ; 
ce  qui  exige  que,  dans  (p  (72),  toutes  les  constantes  A  soient  égales 
à  c-  ;  tous  les  termes  de  la  série  se  réunissent  alors  en  un  seul  ;  et  Ion 

a,   en  représentant  1\B  par  -, 


z  =  -  \p'  —  c-  V  c'  —  pi  v/c'  —  pi  ■■ 
or,  cette  valein-  de  o  ne  vérifie  l'équation   78    que  si  l'on  prend 


g  =  CV6"  -  b^l 
on  a  donc 


(76)  c  Vf-  —  b-.z  =■  \p-  —  f*  vc'  —  p-i  yc'  —  pi- 

Si  entre  les  équations  [J^],  {j5),  (76),  on  élimine  successivement 
p,  et  P2,  P2  etys,  p  et  P),  on  obtient,  en  coordonnées  rectilignes .  pour 
les  équations  séparées  des  systèmes  conjugués, 


(77) 


h-  —  pi  c- — p 

D'où  il  résulte,  enfin,  que  les  seules  surfaces  toutes  isothermes,  qut 
ne  sont  ni  cylindriques,  ni  coniques,  ni  de  révolution,  sont  des  sur- 
faces du  second  degré  homofocales. 


P"      p'  —  *  ■ 

'     p^~c^--    '^ 

p-         p—b 

z- 

c^-p\-    '' 

X-                 J^ 

z- 
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§  XVII. 


Les  propriétés  du  système  de  surfaces  orthogonales  représenté  par 
les  équations  {Gg)  ou  (77)  ont  été  suffisamment  étudiées  dans  le  Mé- 
moire sur  les  surfaces  isothermes,  déjà  cité.  Les  constantes  on  les 
demi-distances  focales  h  et  c  sont  les  seules  indéterminées  dont  on 
puisse  disposer.  On  peut,  par  exemple,  faire  en  sorte  qu'un  ellipsoïde 
donné,  ayant  pour  demi-axes  .\,  B,  C,  fasse  partie  du  système  :  il  suf- 
fira de  prendre 

è^  =  A=  -  B^       c»  =  .\-  -  C-, 

et  l'ellipsoïde  proposé  sera  représenté  par  la  première  équation  77 
quand  le  paramètre  ^  atteindra  la  valeur  particulière  A.  Si  lellipsoide 
donné  a  deux  axes  égaux,  ou  même  s'il  se  réduit  à  une  sphère,  les 
équations  (69)  ou  (77)  peuvent  pareillement  le  comprendre;  c  est-a- 
dire  que  ces  équations  s'étendent  aux  deux  systèmes  de  révolution 
représentés  par  les  groupes  (28)  et  (3o),  et  même  au  système  de  surfaces 
coniques  signalé  au  §  IIL 

En  effet,  pour  déduire  des  équations  générales  (69)  et  (77  le  sys- 
tème de  surfaces  de  révolution  représenté  par  les  équations  (20)  et  (  28  . 
il  faut  d'abord  poser 

j).^  =  h  sin  c  9  . 

puis,  après  cette  transformation  ,  faire  b  =  o.  S'il  s'agit  de  reproduire 
le  système  des  surfaces  de  révolution  (35)  et  (3o),  il  faut  poser 


p,  =  \jb^  -+-  [c-  —  b'^)  sin'^  cô, 

puis  faire  b  =  c,  et  à  l'aide  de  quelques  changenients  de  notation,  on 
retrouve  les  équations  (35)  et  (3o(. 

Enfin,  pour  passer  au  système  de  surfaces  sphériques  et  coniques 
qui  correspond  aux  équations  (  i  n)  et  (i3y ,  il  faut  poser  d'abord 

b  =  î^,        6'  =  £7,        p=  —  r,       p,  =  ecr,,  ^^  =  sw^. 

£(3,  =  e,  ,       £,o,=  £,,    ih,  =  Y},,  £/j,=  y3j; 
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par  cette  transformation,  les  équations  (69)  et  (77)  deviennent 


78 


V^i 

—  P'  \h^  —  =f; 

ffc; 

\p'- 

—  El',    y  y' —  CTj 

?  -  .^..p 

rîv^ 


'1  V^î 


■/;,  = 


-:  =  I, 


et  si  l'on  fait  c  =  o .   on  trouve 

\  r^,  dvs,  1 

■'      1  .';3       V'^i  —  P  V7 — "1  ''V^i — ''j 


J'       _ 


X 


dvii 


0     v^p'^-t-^vY-^  "'      p'-"'     ■^'-'^^ 

équations  qui  représentent  des  sphères  concentriques,  conjuguées  à 
des  cônes  du  second  degré  orthogonaux.  Les  constantes  ^  et  y  restent 
indéterminées,  en  sorte  qu'une  même  famille  de  sphères  concentriques 
peut  être  conjuguée  à  une  infinité  de  doubles  familles  de  cônes  iso- 
thermes. En  laisant 


on  obtient  particulièrement  le  système  sphérique  orthogonal ,  dont  les 
paramétres  sont  le  rayon,  la  latitude  et  la  longitude. 

§  XYIIL 

Les  lieux  géométriques  du  second  ordre,  dont  le  centre  est  a  1  in- 
fini, possèdent  aussi  leurs  surfaces  orthogonales  toutes  isothermes; 
pour  déduire  ce  système  des  équations  générales  169    et  (77),   il   faut 
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41^ 


poser  d'abord 


80  ) 


m-  =  nù,  p]  —  m^  =  m  À,  ,     pi  —  ni'  =  oi)..^  ; 

-  ni-  =  ni^ ,  c^  —  m-  =  m-/,       jc  =  m    -h  x'  ; 
nif,=  E,  nip,_  =  î,.       mp^— i.,, 

mil  =  r, ,  mh,  =  rt,  ,      mh.,  =  yjj : 


m  étant  une  constante  indéterminée.  Par  cette  transformation  les  équa- 
tions (69)  et  (77)  deviennent 


«0 


rf>. 


v'T=ô;;s/>^^.' 


»       >!,= 


sl\—\^sj\  —  X 


y/),  _  i,  y/X,  — >, 


A    ()     - 

y' 


>  (X  -  7) 


)i,         X,  (X,  —  p)         >,  (7—  X,)         ot\X,  X,  —  p         7—). 


2j: 

T, 


f! 2:^ '- H-ï'— ^^^ ^—\  =  x- 

ï,  X,(p  —  >,)         X,(7  — X,)  ^  w\  X,  p— X,  >.  — 7' 

et  si  l'on  fait   -  =  o ,   on  obtient 
m 

,    r>  d\ I 2x^  y  z'        

\    "'  ~  'Vo    \/p  — X,\/7— x/      *~  0._X,v/>,  — >.■' 


r' 


>,(P-X,)        >,(7-X,) 


Ees  surfaces  conjuguées  sont  alors  trois  fauiiiies  de  [)araboloides, 

Tome  VIII.  -  Octobre  iS^l  55 
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ayant  mêmes  foyers,  et  leurs  axes  sur  la  même  droite.  Les  parabo- 
loides  aux  paramètres  a  et  s 2  sont  elliptiques,  et  dirigés  en  sens  con- 
traires; ceux  au  paramètre  s,  sont  hyperboliques. 

Les  fonctions  X,  X, ,  Xj,  déterminées  par  les  procédés  ordinaires  du 
calcul  intégral ,  de  telle  sorte  que  X  =  y  pour  e  =  o ,  X,  =  /5  pour 
s,  =  o,  et  Xa  ^=  o  pour  £0  =  0,  sont 


(83) 


A 

— 

7 

(- 

2 

-)  - 

-P 

>.. 

= 

/3 

cos 

=  E, 

+  7 

sin^ 

h 

= 

2\ 

py 

C-"' 

•--i-e- 
2 

-) 

■)■. 


(fi=iz:;)_(r,+.^(±riîn)"^ 


Les  fonctions  a:', ^,  z  ,  en  X,  X,  ,  X, ,  obtenues,  soit  par  l'élimination , 
à  l'aide  des  relations  (82),  troisième  colonne,  soit  mieux  en  substi- 
tuant les  valeurs  (801  dans  les  équations  (74  >  (yS)  et  (76),  et  faisant 

I 

—  =  o ,  sont 

m 

:  X  +  X,  +  X.2  —  1*5  —  V , 


(84)  i  J  V7  -  |3  =  V  X  -  fi  V  ^.  -  /3  Vp  -  X, , 

v'y  -  ^  =  V  >-  -  7  V  7  -  '^.  V7  -  ^-s- 

Le  nouveau  système  de  surfaces  orthogonales  du  second  ordre, 
toutes  isothermes,  qui  vient  d'être  défini,  se  distingue  de  celui  qui 
comprend  les  ellipsoïdes,  en  ce  que  les  fonctions  qui  expriment  les 
températures  sont  ici  plus  simples,  ou  d'une  transcendance  moins 
élevée  :  en  effet,  dans  le  système  paraboloïdal ,  comme  pour  les  ellip- 
soïdes de  révolution  ,  ces  fonctions  sont  exponentielles  et  circulaires . 
tandis  qu'elles  sont  elliptiques  pour  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 
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MEMOIKK 

SUR 

LE    MOUVEMENT    PROPRE    DU    SYSTÈME    SOLAIRE    DANS    L'ESPACE. 
Par  m.   a.   BRAYMS. 


La  question  du  mouvement  propre  du  Soleil  a  été  longtemps  un 
sujet  de  controverse  pour  les  astronomes,  et  elle  restait  encore  indé- 
cise, lorsque  récemment  le  beau  travail  de  M.  Argelander  est  venu 
dissiper  tous  les  doutes  et  prouver  avec  une  complète  évidence  la  réa- 
lité de  ce  mouvement.  Les  astronomes  avaient  presque  toujours  pris  pour 
base  des  considérations  géométriques;  ils  avaient  admis  que  toutes  les 
directions  de  mouvement  étant  également  possibles,  celle  du  mouve- 
ment solaire  devait  être  déterminée  de  manière  à  compenser  l'inégalité 
de  tendance  des  étoiles  vers  telle  ou  telle  région  de  l'espace,  (elle 
qu'elle  résulte  de  l'observation  des  mouvements  propres  apparents. 
Mais  est-il  nécessaire  que  les  mouvemen.'s  des  étoiles  se  fassent  en  tous 
sens  avec  une  égale  facilité  .'  et  si  luie  plus  grande  facilité  suivant  une  cer- 
taine direction  est  reconnue,  le  mousement  du  Soleil  en  sens  inverse  en 
est-il  la  conséquence  irrécusable?  En  toute  rigueur,  on  peut  dénier  lui 
pareil  résultat  :  il  est  donc  utile  de  rendre  la  question  du  mouvement 
solaire  indépendante  d'un  semblable  postulatuin.  D'ailleurs,  le  prin- 
cipe ci-dessus  énoncé  laisse  de  l'arbitraire  dans  son  interprétation,  c'esl- 
à-xlire  dans  la  mise  en  équation  des  conditions  i\u  problème,  et  celle-ci 
dépend,  en  grande  partie,  du  point  de  vue  particulier  auquel  se  place 
le  calculateur.  C'est  ainsi  que  W.  Herschel  a  déterminé  le  point  de  ila 
spbère  céleste  vers  lequel  se  meut  le  Soleil  dapres  la  condition,  que 
la  somme  des  produits  du  mouvement  propre  de  chaque  étoile  pai 
le  sinus  de  l'angle  compris  entre  la  direction  observée  et  Ja  direc- 
tion i)nralla€tii/ne  soit  un   minimuu).    Burckardt  a  recherché  si  les 

.55.. 
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étoiles  situées  à  90  degrés  dece  point  avaient  desarcs  de  mouvement  pro- 
pre approchant  du  parallélisme.  M.  Bessel  a  cherché  à  fixer  la  position 
du  plan  normal  au  mouvement  solaire .  de  telle  sorte  qu'il  lenfermàt 
les  pôles  des  arcs  de  grand  cercle  de  chaque  mouvement  propre.  Enfin 
M.  Argelander  s'est  imposé  la  condition  que  la  somme  des  carrés  des 
angles  compris  entre  les  directions  observées  et  les  directions  para/lac- 
tiques, multipliés  respectivement  par  le  sinus  de  la  distance  angulaire 
de  chaque  étoile  au  point  vers  lequel  tend  le  Soleil,  fût  la  plus  petite 
possible  [*]. 

La  méthode  que  je  vais  exposer  diffère  des  méthodes  antérieures 
en  ce  qu'elle  se  base  sur  des  considérations  mécaniques  ;  elle  donne 
les  composantes  de  la  vitesse  solaire  en  fonction  de  quantités  inconnues, 
il  est  vrai,  telles  que  les  masses  des  étoiles  et  leurs  distances  à  la  Terre; 
mais  au  point  de  vue  théorique  il  est  permis  de  les  supposer  connues , 
puisque  notre  ignorance  à  leur  égard  n'est  que  passagère  et  tend  chaque 
jour  à  se  dissiper.  Dans  cette  méthode,  les  pétitions  de  principe,  basées 
sur  des  probabilités,  ne  sont  pas  entièrement  éliminées;  mais  elles  y 
sont  réduites,  si  je  ne  me  trompe,  aux  termes  les  plus  simples  possible. 

Commençons  par  grouper  ensemble,  par  la  pensée,  un  nombre 
considérable  d'étoiles  occupant  l'intérieur  d'une  enceinte  idéale  qui 
contienne  elle-même  notre  Soleil ,  et  considérons  le  centre  de  gravité 
d'un  pareil  système.  Si  le  nombre  des  étoiles  est  limité,  si  l'univers 
matériel  a  ses  bornes,  nous  pourrons  aussi  considérer  le  ceiitie  de 
gravité  de  cet  univers;  nos  démonstrations  et  nos  formules  s'applique- 
ront également  à  ces  deux  cas. 

Le  centre  de  gravité  de  cette  agglomération  d'étoiles  peut  être  en 
repos  ou  en  mouvement;  je  le  supposerai  en  mouvement,  le  cas  du 
repos  n'étant  lui-même  qu'un  cas  particulier  de  ce  dernier.  Ce  qu'il 
nous  importe  de  déterminer,  c'est  le  déplacement  du  Soleil  re/a^/Vemc»/ 
à  ce  centre  de  gravité.  Une  fois  ce  déplacement  connu ,  il  restera  à 
déterminer  le  mouvement  de  ce  centre  par  rapport  au  centre  de  gra- 
vité d'un  second  groupe  beaucoup  plus  étendu,  question  distincte  de 
la  précédente  et  qui  pourra  se  traiter  entièrement  à  part.  Quant  à  la  dé- 

[*]  Transactions  philosophiques  pour  i8o5  et  1806.  —  Connaissance  des  Temps 
pour  i'annoe  1809.  —  Le  Journal  l'Institut,  6'^  année. 
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teriniiiation  de  la  translation  du  centre  de  gravité  de  ton t  l'univers,  elle 
nous  est  évidemment  inaccessible,  attendu  que  les  repères  fixes  pro- 
pres à  la  faire  connaître  nous  manquent  complètement:  peut-être  ce- 
pendant pourra-t-on  quelque  jour  arriver,  par  induction,  à  opter  entre 
l'état  de  repos  et  celui  d'une  translation  rectiligne  et  uniforme. 

Ces  préliminaires  posés,  traitons  d'abord  la  première  partie  du  pro- 
blème, et  proposons-nous  de  déterminer  le  mouvement  du  Soleil  par 
rapport  au  centre  de  gravité  d'une  réunion  d'astres  compris  dans  ime 
vaste  enceinte  et  formant  un  groupe  naturel  dont  le  Soleil  est  lui-mime 
une  des  parties  intégrantes.  Puisqu'd  ne  s'agit  que  de  mouvements  re- 
latifs, nous  pouvons  admettre  que  ce  centre  de  gravité  est  immobile; 
la  considération  de  l'immobilité  de  ce  point  forme  en  quelque  sorte  le 
principe  de  la  méthode  que  nous  allons  développer. 

Prenons  pour  origine  //xe  des  coordonnées  le  lieu  de  l'espace  oc- 
cupé par  le  centre  du  Soleil  à  l'époque  invariable  que  nous  prendrons 
pour  origine  du  temps  (par  exemple,  au  i"  janvier  i8oo>  Menons  par 
ce  point  les  axes  reclangulaires  des  jc,  des  j  et  des  z;  et  soient  x,  j,  z 
les  coordonnées  d'une  étoile  rapportées  à  ces  plans  fixes  :  l'étoile  venant 
à  se  tléplacer,  par  l'effet  de  son  mouvement  réel ,  au  bout  de  l'unité  de 
temps,  les  nouvelles  caordonnées  seront  x  +  \x.  jr  +  A 7',  z  -1-  Aï. 

Prenons  le  centre  mobile  du  Soleil  pour  origine  mo/>iie  de  nouvelles 
coordonnées  parallèles  aux  précédentes;  à  l'origine  du  temps  les  coor- 
doimées  de  l'étoile  seront  x,j,  z  dans  ce  système,  ainsi  que  dans  le 
précédent;  mais  au  bout  de  l'unité  de  temps,  les  coordonnées  rela- 
tives aux  pians  mobiles  seront  .r  +  oV,  j  -t-  ^j-.  z  -+-  ô'z.  La  carac- 
téristique A  indiquera  toujours  désormais  les  variations  relatives  à 
l'origine  et  aux  plans  coordonnés  Jixes;  la  caractéristique  c?  dési- 
gnera les  variations  relatives  à  l'origine  mobile  et  aux  plans  iiiol>itex. 

Soient  ç,  /;,  Ç  les  trois  coordonnées  de  l'origine  mobile  rapportée  à 
l'origine  fixe  :  ces  quantités  sont  les  composantes  de  la  vitesse  solaire 
suivant  les  axes  fixes;  çi  sera  la  vitesse  totale  ou  \  ;^  -t-  /;*  4-  ^^.  Nous 
nommerons  mouvements  pnin/lactùjues  les  mouvements  apparents  pro- 
duits par  le  déplacement  solaire;  \-io\e  parallactique ,  le  point  de  la 
sphère  céleste  vers  lequel  le  Soleil  se  dirige,  et  duquel  divergent  tous 
les  mouvements  précédents;  enfin  ('(piateuv  paiallaclUiuc  le  grand 
cercle  perpendiculaire  au  mouvement  du  Soleil. 
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Au  bout  de  l'unité  de  temps,  on  aura 

{x  -+-  Aa-)  =  X  -\-  âx)  -\-  I , 

ou  plus  simplement 

Ax  =-•  ^x  ■+-  q , 

ce  qui  nous  mené  aux  trois  équations 

/  Ax  =  âx  -+-  B . 
(i)  I  Ajr  ==  o>  -H  v: . 

Az   =  àz  -+-  ?. 

Soit  maintenant  m  la  masse  de  l'étoile  [x ,  j ,  2,;  soit  m'  la  masse  de 
l'étoile  (x',  y,  z'  )...;  il  résulte  de  l'immobilité  du  centre  de  gravité 
de  tout  le  système  par  rapport  aux  plans  coordonnés  fixes,  que  l'on 
ai  n'a 

2  imAx)  =r^  o , 

1  (mAj)  =  o, 

1  {mAz)  =  o. 

Ea  sonune  2  doit  s'étendre  à  toutes  les  étoiles  du  groupe.  Le  Soleil 
faisant  lui-même  partie  de  ce  groupe ,  et  M  étant  sa  masse  .  on  aura .  en 
faisant  sortir  la  quantité  de  mouvement  du  Soleil  de  dessous  le  signe  2, 

I  2  [inAx)  -H  M  S  =  o , 
(2)  I  2  [mAy)  -t-  M  ■/;  =  o  , 

(  2(mAz)-hMÇ=  o. 

Substituons  dans  ces  équations  les  valeurs  de  A .r  ,  Aj  ,  Ar.  tirées  des 
éqiiations  (1),  et  nous  aurons 

|(  2/K  +  M)  5-1-2  imùx  =0. 

■\  !  (  lin  -t-  M)  y;  -h  2  [inùj\  =  o  , 

(  (  Im  -)-  M)  Ç  -H  2  {niè  z  '  =  o  . 

équations  qui  donnent  les  composantes  de  la  vitesse  solaire  en  fonction 
des  masses  et  des  déplacements  relatifs  âx ,  dj,  dz\  déplacements  ipie 
nos  mesures  peuvent  nous  faire  apprécier,  tandis  que  ces  mêmes  me- 
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sures  ne  peuvent  nous  faire  connaître  les  déplacements  absolus  Sa.-, 
A 7,  Az. 

Prenons  maintenant  pour  coordonnées  de  l'étoilt"  son  rayon  vecteur 
K  à  l'origine  du  temps,  et  les  angles  a,  fi,  y  de  ce  rayon  vecteur  avec 
les  trois  axes,  de  sorte  que  l'on  ait 

/  jr  =:  R  cos  (z , 

(4)  7  =  RcosjS, 

(  r=  R  cos  7. 

Différentions  ces  équations  pour  avoir  les  déplacements,  au  bout  de 
l'unité  de  temps,  relativement  à  l'origine  mobile;  nous  aurons 

/  (?.r  =  —  R  sin  a(?a  +  cos  ad'R, 

^5;  j  (j>j  =  -  R  sin  fioYi  -|-  cosp  c?R, 

[  t}z  =  —  R  sin  y  o*y  •+-  cos  yo'R, 

et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  équations  (3'.  elles  de- 
viennent 

,  (M  -\-  lm)^  =  1  m  R  sin  aâa.)  —  1  du  cos  ad'R), 

\6)  \{M+lm)^  =1  {m  R  sin  ,5<?|3)  —  1  (m  cos  /3  âH,., 

\{M-\-  lm)i;  =  1  {m  R  sin  ■/c^/ )  —  1  (ni  cosyc^R). 

Si  nous  pouvions  déterminer  les  valeurs  des  quantités  m,  R,  c?R  , 
avec  la  même  facilité  que  nous  éprouvons  dans  la  mcstu-e  des  angle.s 
Ci,  ,3,  y,  et  de  leurs  variations,  les  équations  ;6j  donneraient  immé- 
diatement et  sans  arbitraire,  les  composantes  de  la  vitesse  du  Soleil. 
Pour  citer  un  exemple  à  l'appui,  je  ferai  remarquer  qu'on  pourrait 
s'en  servir  pour  déterminer  à  un  instant  donné  la  vitesse  et  la  direction 
du  mouvement  de  la  Teiro  au  milieu  de  notre  système  planétaire,  si 
l'on  n'avait  d'ailleurs  des  moyens  infiniment  préférables  pour  cette  dé- 
termination. Il  faut  pour  cela  supposer  connues  les  masses  du  Soleil  rt 
des  planètes  :  a,  /3,  y  seront  les  lieux  géocentriques,  et  o'a ,  â^,  d*y 
les  mouvements  géocentriques  diurnes;  on  conclura  les  R  d'observa- 
tions parallactiques,  onde  l'observation  des  diamètres  apparents,  les 
c?R  des  variations  de  ces  mêmes  diamètres;  nos  équations  donneront 
aussitôt  les  trois  composantes  de  la  vitesse  terrestre,  le  jour  étant  pris 
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pour  unité  de  temps.  Dans  Ja  pratique,  cette  méthode  n'est  guère  ap- 
plicable au  mouvement  de  translation  de  la  Terre;  mais  pour  le  Soleil 
et  les  étoiles,  nous  sommes  forcés  de  nous  en  contenter  dans  l'état  ac- 
tuel de  nos  connaissances. 

Les  difficultés  qui  s'opposent  en  ce  moment  à  la  détermination  des 
quantités  m,  R,  (?R,  ne  sont  pas  égales  pour  les  grandeurs  de  chacun 
de  ces  trois  ordres.  L'heureuse  application  des  méthodes  micrométriques 
à  la  détermination  àt^ parallaxes  relatives  nous  permet  de  penser  que, 
sous  peu,  nous  connaîtrons  les  distances  de  la  Terre  à  un  assez  grand 
nombre  d'étoiles.  La  détermination  des  masses  stellaires  offre  un  avenir 
bien  moins  favorable;  nous  ne  pouvons  guère  espérer  connaiire  pro- 
chainement que  les  masses  des  étoiles  binaires,  lesquelles  forment,  il 
est  vrai,  une  fraction  importante  parmi  les  étoiles  les  plus  rappro- 
chées de  nous;  pour  les  autres  astres,  nous  serons  longtemps  encore 
obligés  de  nous  en  tenir  à  une  vague  appréciation  de  leur  masse , 
fondée  sur  la  comparaison  de  leur  splendeur  et  de  leur  dislance,  ap- 
préciation que  la  connaissance  des  masses  des  étoiles  doubles  pourra 
peut-être  rectifier  à  un  haut  degré.  Quant  aux  c?R ,  l'absence  de  tout 
diamètre  apparent  et  l'incertitude  des  mesures  parallactiques  s'oppo- 
sent à  toute  tentative  de  mesures  à  leur  égard ,  et  nous  sommes  forcés 
d'ajourner  celle-ci  à  l'époque  indéfiniment  reculée  où  les  lois  qui  règlent 
les  mouvements  propres  des  étoiles  nous  seront  connues. 

Il  paraît  plausible,  au  premier  abord,  d'admettre  que  .  sur  un  grand 
nombre  d'étoiles,  les  termes  de  la  forme  mcosa^R  doivent  se  com- 
penser et  s'entre-détruire;  mais  il  n'en  est  rien,  et,  poiu"  le  montrer, 
faisons  coïncider  un  instant  le  pôle  parallactique  avec  l'extrémité  de 
l'axe  des  x,  et  avec  le  pôle  boréal  de  l'équateur  céleste  :  cos  a  se 
change  en  sinD.  D  étant  la  déclinaison  de  l'étoile.  Considérons  luie 
zone  comprise  entre  deux  cercles  parallèles  boréaux;  pour  toutes  les 
étoiles  de  cette  zone,  sinD  peut  être  considéré  comme  positif  et  à  peu 
près  constant.  Le  signe  des  termes  /«sinDo'R.  correspondants  à  cette 
zone,  dépend  donc  du  signe  de  c?R.  Mais,  puisque  le  Soleil  marche 
vers  le  pôle  nord ,  c?R  sera  généralement  négatif.  A  l'équateur  sin  D 
est  nul,  et  (?R  peut  y  être  indifféremment  positif  ou  négatif.  Enfin,  dans 
l'hémisphère  austral,  sinD  devient  négatif,  et  o*R  "énéra/ement  posi- 
tif: de  sorte  que  les  deux  facteurs  sinD  et  d'R  changent  de  signe  à  la 
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lois  dans  le  passage  d'un  hémisphère  a  l'autre,  et  la  soinme  >;nisinDo'H, 
loin  de  tendre  à  devenir  nulle,  convergera  vers  une  certaine  valeur  né- 
gative. Ces  remarques  prouvent  qu'il  n'est  pas  permis  de  supposeï' 
^B.  —  o  dans  les  formules  (6). 

Les  astronomes  qui  ont  traité  la  question  actuelle  ont  admis  im- 
plicitement que  le  mouvement  propre  des  étoiles  a  lieu  suivant  le 
pian  tangent  à  la  surface  de  la  sphère  céleste  héliocentrique.  Cette 
erreur  agit  sur  la  quantité  du  mouvement  solaire,  en  l'atténuant; 
n)aiselle  n'influe  pas  sur  la  direction  de  ce  mouvement.  Car,  en  con- 
tmuant  à  placer  le  pôle  parallactique  sur  l'axe  des  x,  il  n'est  pas 
permis,  il  est  vrai,  de  supposer  2 /n cos  a o'R  =  o;  mais  les  supposi- 
tions 2otcos/5c?R  =  o,  v,„cosvo*R  =  o  sont  légitimes,  ce  que  Ion 
reconnaîtrait  de  même  en  plaçant  le  pôle  parallacrique  sur  l'équa- 
teur  céleste.  On  aura  donc  /î  =  o,  Ç  =  o  dans  l'hypothèse  o^R  =  o, 
aussi  bien  que  dans  le  cas  de  la  nature  où  (?R  est  laissée  à  sa  valeur  : 
auisi  la  direction  du  mouvement  est  la  même  dans  les  deux  hy- 
pothèses; mais  l'ordonnée  ^,  qui  représente  alors  la  vitesse  solaire, 
étant  déterminée  par  la  condition  c?R=o,  sera  nécessairement  infé- 
rieure à  la  même  ordonnée  déduite  des  valeurs  réelles  de  c?R,  puisque 
le  terme  négligé   —  2(mcosac?R)  est  nécessairement  positif. 

On  ])eut  éluder  cette  difficulté  en  remplaçant  o*R  par  sa  valeur  en 
AR;  poiu-  cela,  différentions ,  par  rapport  à  l'origine  fixe,  l'équation 

R2    =    JC»    -^  JÏ    +    Z»  ; 

nous  aurons,  après  avoir  divisé  par  2R, 

AR  =  ces  a  ^x  +  cos  /5  47  -i-  cos  y  Az  ; 

en  différentiant  par  rapporta  l'origine  mobile,  on  aurait  obtenu  dt- 
même 

c?R  =  cosao'x  -+•  cos/5oy  +  cos  70*1. 

Retranchant  ces  équations  l'une  de  l'autre,  en  ii\aut  égard  aux  .qua- 
tions(i),  on  trouve 

(7)  AR  —  ô'R  =  S  cos  a  -t-  y;  cos  ,'5  -4-  Ç  cos  7. 

On  pourrait  arriver  directement  a  cette  dernière  équation  par  des  con- 
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sidérations  géométriques  ;  car  son  second  membre  n'est  autre  chose  que 
la  projection  du  chemin  p  parcouru  par  le  Soleil  sur  le  rayon  vecteur  R. 
Si  nous  tirons  de  là  la  valeur  de  âR  pour  la  substituer  dans  les  équa- 
tions (6\  et  si  nous  réunissons  dans  le  premier  membre  tous  les  termes 
en  S,   /j   et  Ç,   celles-ci  deviennent 


(8) 


/'  [M  +  2  [m  sin-  a)]  ?  —  2  (m  cosa  cosfi)  /j  —  2  [m  cos  a  cos  7)  Ç 
=  1  (niR  sin  uâcc)    —  I  {m  cosaAR), 
[M  -+-  1  (m  sin*  /3)]  y)  —  1  [m  cos  a  cos/3)2  —  2  {m  cos  ,6  cos  7)  'Ç 

=  l{mR  sin  ^âfi)   —  2 (m  cos  fi^K  , 
[M  +  2 1  »t  sin^  7)]  Ç  —  2  (m  cos  «  co6y)^  —  2  (?n  cos  f:i  cos  7I  y; 
=  2  (mR  sin  70*7)    —  2 (m  C0S7AR  . 


On  trouve,  introduite  dans  ces  formules,  la  quantité  AR,  c'est-à-dire 
la  variation  de  la  distance  de  l'étoile  à  l'origine  fixe  :  cette  quantité  est 
tout  aussi  difficile  à  déterminer  directement  que  l'était  la  quantité  (?R. 
Mais  nous  pouvons  admettre  comme  très-probable  que  les  augmenta- 
tions et  diminutions  des  divers  rayons  vecteurs  se  compensent,  et  que 
les  termes  des  sommes  2(??i  cos  aAR),  2  (/«  cos  p  AR),  2  /rtcos7AR), 
tendent  à  s'entre-détruire.  L'opinion  de  W.  Herschel,  qui  admettait 
dans  la  matière  un  pouvoir  permanent  de  concentration ,  peut  être  ob- 
jectée à  cette  manière  de  voir  ;  mais  dans  le  cas  même  où  tous  les  AR 
seraient  négatifs .  le  changement  de  signe  du  cosinus  dans  le  passage 
d'un  hémisphère  à  l'hémisphère  opposé  n'entraînerait  pas  moins  la 
compensation  demandée,  pourvu  que  le  pouvoir  de  concentration  agisse 
avec  une  égale  énergie  dans  les  deux  hémisphères ,  ce  qui  ne  paraît 
pas  pouvoir  être  refusé ,  si  le  Soleil  occupe  la  partie  centrale  du  sys- 
tème stellaire  que  l'on  envisage. 

Si  l'on  projette  chaque  étoile  sur  son  rayon  vecteur  initial,  les  trois 
sommes  2  (m  cos  a  AR) ,  2  [m  cos  |S  AR) ,  2  hn  cos  7  AR"*  représenteront 
les  quantités  de  mouvement  du  centre  de  gravité  des  étoiles  ainsi  pro- 
jetées par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés  L'hypothèse  AR  =  o 
revient  donc  à  supposer  que  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des 
étoiles  projetées  participe  à  l'immobilité  du  centre  de  gravité  de  l'en- 
semble des  étoiles  projetantes  ,  supposition  qui  doit  être  très-peu  écar- 
tée de  la  vérité. 
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Le  Soleil  a  aussi  son  mouvement  AR=(5,  lequel,  projeté  sur  les  trois 
axes,  donne  les  quantités  de  mouvement  M£,  Mï;,  MÇ.  Nous  les  conî- 
prendrons  dans  les  sommes  des  termes  destinés  à  se  compenser,  et 
nous  écrirons 

M|+2(/ncosaARj=o,  M/5  +  2(mcos/BAR)=o,  MÇ-i-2(/ncos-/AR)=o. 

Posons  maintenant,  pour  simplifier, 

;2(//2  sin^  a)    =  A,     l[m  sin^  fi)      =  B,    l{m   sin'' 7  j     =C, 


"  (  2(/ncosjjCOS7J=  fl,      Ihncosv.  cosy)^=  b,     2(mcosacos/3)  =  c. 
Les  formules  (8j  se  changent  en 

iAç  —  br^  —  c'Ç  =  2(wRsinaoV.), 
Ry?  —  c«  —  aÇ,  =  I{ml\&mfiaYi), 
CÇ  —  h'E  —  a-r]  =  limRsiny  ây). 

Ces  trois  équations  linéaires  déterminent  complètement  les  trois  incon- 
nues ^,  Y],  Ç,  du  moins  dès  que  l'on  suppose  connues  les  masses  et 
les  distances  dos  étoiles. 

Si  nous  projetons  chaque  étoile  sur  une  sphère  dont  le  centre  est  a 
l'origine  mobile,  et  qui  a  pour  rayon  le  rayon  vecteur  de  cette  étoile, 
&K  sera  nul  pour  l'étoile  projetée,  considérée  comme  mobile  elle-même. 
Faisons  donc  o'R  =:  o  dans  les  équations  (5),  et  remplaçons  y  c?x, 
&)',  âz  par  {&x),  {àj),  (<^z)j  les  parenthèses  indiquant  que  les  varia- 
tions se  rapportent  aux  étoiles  projetées  ;  on  aura 

tèx)  =  —  R  sin  a  c?a ,     ((?j)  =  —  R  sin  /3  â(i ,     (c?z)  =  —  R  sin  7  'iy. 

On  peut  trouver  encore  un  autre  équivalent  des  quantités  R  sin  aoV.. 
H  smfjùfj,  R  sin  70*7.  En  effet,  soit  ùs  l'angle  correspondant  au  mou- 
vement propre,  tel  qu'il  est  observé  de  la  Terre;  Rô'.y  sera  l'arc  parcouru 
par  la  projection  de  l'étoile  sur  la  sphère  héliocentrique  de  rayon  R. 
Soient  u,  t',  iv,  les  angles  formés  par  la  tangente  à  cet  arc  avec  les 
demi-axes  des  .r,  des  y  et  des  z  positives:  on  aura  évidemment 

î^x)  =  R  cos«  d*.y, 
(^j-)  =  R  cos  t-  as, 

(^(?2)  =  R  COS(t'C?.f. 

56.. 
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On  a  donc ,  pour  exprimer  les  derniers  membres  des  équations  (^  lo) , 
les  doubles  égalités 

il  (/nR  sina  âa)  =  —  2  [ira  (t?x)]  =  —  2  {mB-Cosu  oV}, 
1  (/raR  sin/3  â^)  =  —  l[m  l&j)]  =  —  2  (inRco^u  &s), 
2  (/raR  siny  â-/)  =^  —  l[m  (ô^z)]  =  —  2  (mRcosw  oV). 

Ainsi  ces  derniers  membres  sont,  aux  signes  près,  les  quantités  de 
mouvement  obtenues  dans  la  supposition  ô'R  =  o,  et  projetées  sur 
chacun  des  trois  axes  fixes. 

D'un  autre  côté ,  considérons  la  sphère  de  rayon  i  ,  et  dont  le  centre 
est  au  Soleil;  rapportons  par  la  pensée  chaque  étoile  au  point  où  son 
rayon  vecteur  héliocentrique  vient  percer  cette  surface.  Soient  x' ,  j', 
z'  ce  que  deviennent  alors  les  coordonnées  x,  j,z  de  l'étoile;  on 
aura  évidemment 

cos  a  =  x',  cos  p  =  y,  cos  y  =  z', 

sin-  oc  =  f^  -+-  2'-,     sin*  Ci  =  af^  +  z'%    sin^  y  =  x'^  +  j''\ 

La  quantité  A  [voir  les  équations  (9)]  prendra  la  forme  ^m{y*  +  z'=), 
et  représentera  le  moment  d'inertie  de  la  sphère  à  surface  étoilée  et  de 
rayon  i  ,  par  rapport  à  l'axe  des  .'c;  B  sera  le  moment  d'inertie  des 
mêmes  étoiles  par  rapport  à  l'axe  des  j,  et  C  par  rapport  à  l'axe  des  z. 
Les  termes  a,b,c  correspondront  aux  sommes  de  rectangles  Imy'i', 
2  mx'z',  2  mx'y,  sommes  qui ,  comme  on  le  sait ,  jouent  un  grand  rùle 
dans  la  théorie  des  moments  d'inertie.  Concevons  donc  que  l'on  ait 
déterminé  les  trois  axes  principaux  de  cette  surface  sphérique  étoilée , 
et  prenons  ces  axes  pour  axes  coordonnés;  remplaçons  en  conséquence 
Ç,  /j,  'Ç  par  ^',  ri',  Ç;  les  moments  A,  B,  C  par  les  trois  moments 
principaux  A',  B',  C,  et  a,  |3,  y  par  a',  fi',  y';  les  sommes  de  rec- 
tangles s'évanouiront  dans  ce  nouveau  système  d'axes,  et  l'on  aura 
simplement 

,  A'I'  =  2  (raR  sin  a't?a'), 
(12)  B'  /j'  =  2  (;»  R  sin  p'o\S' j , 

(  C'Ç'=  2(/«Rsiny'o'y')- 

On  arrive  à  une  équation  semblable ,  si  l'on  fait  coïncider  l'axe  des  x 
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avec  la  droite  suivant  laquelle  se  ment  le  Soleil  ;  car,  en  faisant 

dans  la  première  des  équations  (lo),  on  trouve 

(i3^  Ap  =  IfmB.  sina(?a). 

On  peut  maintenant ,  en  tenant  compte  des  équations  (  1 1) ,  (i2j  et  (  i  3  , 
énoncer  ces  derniers  résultats  sous  la  forme  du  théorème  suivant  : 

«  Si,  d'une  part,  on  rapporte  les  étoiles  sur  une  surface  sphérique 
»  de  rayon  i,  en  leur  conservant  leurs  masses  et  leurs  positions  rehi- 
»  tives  angulaires;  et,  si  d'antre  part,  on  projette  sur  un  axe  pas- 
»  sant  par  le  Soleil  leurs  quantités  de  mouvement  normales  aux 
»  rayons  vecteurs  héliocentriques  ,  la  somme  de  ces  quantités,  divisée 
»  par  le  moment  d'inertie  que  possède  autour  du  même  axe  la  surface 
»  sphérique  étoilée  de  rayon  i  ,  donnera ,  après  avoir  changé  son  si- 
»  gne,  la  composante  de  la  vitesse  du  Soleil  suivant  ce  même  axe,  si 
»  celui-ci  est  d'ailleurs,  ou  l'un  des  trois  axes  j)rincipaux  de  la  surface 
»    sphérique,  ou  la  droite  suivant  laquelle  se  meut  le  Soleil.    » 

11  est  cependant  plus  simple,  dans  la  pratique  ,  de  ne  point  effectuer 
de  changement  d'axe,  et  de  prendre  pour  plans  coordonnés  l'éqnateur 
et  les  deux  colures,  les  axes  des  x,  des  j  et  des  z  positives  venant 
percer  la  sphère  céleste  au  premier  point  du  Bélier,  au  point  équato- 
rial  de  6  heures,  et  au  pôle  nord. 

Nommons  D  et  -R  la  déclinaison  et  l'ascension  droite  de  létode 
{■x:,j,  z);  nous  aurons 

icosa  =  cosD  cos/R  , 
cos  (5  =  cos  D  sin  .iV , 
C0S7  ^=  sin  D. 

Prenons  l'aïuiée  pour  unité  de  temps;  les  variations  c?D,  ùJfy  repré- 
senteront les  mouvements  propres  annuels  de  l'étoile  en  déclinaison  er 
en  ascension  droite  ,  et  l'on  aura 

isin  a(Ja  =  cos  D  sin  yRc?^  -1-  sin  D  cos  /R  c?D. 
sin  |3  (?,3  =  —  cos  D  cos  .1lc?/R  h-  sin  D  sin  /R  (?D, 
si  n  7  c?7  =  —  cos  D  o'D . 


ii6i 
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Les  équations  (i4  et  (  1 5)  suffisent  pour  éliminer  complètement  les  an- 
gles a ,  |S,  Y  des  équations  (  i  oj. 

Pour  pouvoir  les  appliquer,  malgré  notre  ignorance  des  distances  et 
des  masses  des  étoiles,  j'ai  supposé  les  masses  constantes,  ce  qui  fait 
disparaître  le  facteur  commun  m  des  équations  (lo).  J'ai  supposé  en 
outre  la  distance  R  constante  et  égale  à  la  distance  moyenne  des  étoiles 
qui  composent  le  gronpe.  On  trouve  alors 

I   1  —  cos-D  cos^  .R)  I  —  2  i^cos^  D  sin /R  cosiR)/;  —  2(cosD  sin D  cos  R  . 

I  =R2i^cosD  sin.ïlo\R  +sinDcos.'Rr?D  , 

)  1[\  -  cos-'Dsin-^)>/  —  2  (cos-D  sin  A  cos  iR.)?  —  2  cosDsinDsin^) 
\  =R2(—  cosDcoSiR<?J\^-f-  sin  D  sin  yRc?D  , 

[   2(cos='D;Ç  —  2(cosD  sinD  cos-R.)ç  —  2(cosD  sinD  sin.R^)/; 
\  =R2(— cosDo^D). 

En  appliquant  ces  formules  aux  soixante  et  onze  étoiles  à  mouvement 
propre  supérieur  à  o", 5,  dont  M.  Bessel  adonné  le  catalogue  dans  ses 
Fundnincnta  Astroiiomiœ,^.  3io,  j'ai  obtenu 

i  41,949?  —  3,376  •/: -I-  1,200  Ç=  —  6",i4o.R, 
45,149  r,  —  3,376  ?  +  4,299  r  =  —  20, 928. R, 
54,901  Ç  -f-  i,aoo  I  -1-  4^299  r,  —  -^  i5",8o7.R. 

II  est  visible  qu'en  opérant  ainsi,  chaque  étoile  intervient  dans  le 
résultat  définitif  proportionnellement  à  la  grandeur  de  son  mouvement 
propre.  La  plupart  des  astronomes,  et  notamment  M.  Argelander,  ont 
opéré  différemment,  et  ont  assigné  à  chaque  étoile  une  part  d'influence 
égale  dans  la  formation  des  moyennes  et  des  sommes ,  quel  que  soit 
d'ailleurs  son  mouvement  propre.  Soit  toujours  i^s  le  mouvement  propre 
annuel ,  abstraction  faite  de  tout  signe  :  l'hypothèse  de  ces  auteurs  re- 
vient à  supposer  que  la  distance  R  est  en  raison  inverse  de  oV,  que  l'on 

a  R  =  -,  /■  étant  la  distance  moyenne  des  étoiles,  dont  le  mouvement 

propre  est  i",  Or,  s'il  est  certain,  d'un  côté,  que  R  croît  généra- 
lement à  mesure  que  r)s  diminue,   il  est  pareillement  certain  que  R 

croit  généralemeuf  avec  une  rapidité  moindre  que  celle  de  ^  ;  car  les 
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causes  qui  déterminent  un  mouvement  propre  lent  ou  rapitle  sont  au 
nombre  de  trois:  distance  à  la  Terre,  valeur  absolue  du  inouvemciit . 
et  obliquité  du  mouvement  sur  le  rayon  visuel  de  l'étoile.    Admettre 

l'exacte  proportionnalité  de  R  à    - ,  on  de  c?5  à   -,    serait   donc   fiier 

l'existence  des  deux  dernières  de  ces  trois  causes.  La  vérité  est  donc 
entre  les  deux  hypothèses  de  R  constant  et  de  R  inverse  du  mouvement 
propre.  Les  résultats  de  cette  deuxième  hypothèse  sont  déjà  connus  par 
l'important  travail  de  M.  Argeiander.  J'ai  dû  adopter  ici  la  première 
hypothèse,  afin  de  parvenir  à  renfermer  les  inconnues  de  la  question 
entre  deux  lunites  dont  les  erreurs  soient  ffjrcéincnt  de  signes  con- 
traires. 

La  résolution  des  équations  (17)  donne 

/  S  =  —  o,  1969.R. 

(18)  I  jj  —  _  o",  jogg.R, 

'  Ç  ^  -4-  o",3322.R. 

Prenons  maintenant  pour  coordonnées  du  mou^eineiit  solaire  ^a 
vitesse  p  =  y^*  -(-  yj*  +  Ç*,  et  les  coordonnées  astronomiques  Do.  .1\„ 
du  pôle  parallactique;  ces  coordonnées  se  déduiront  facilement  des 
valeurs  de  5.  r,.  Ç,  et  l'on  aura 

jDo  =  -f-3i"i7', 

19!  ^0=  248°  5;v, 

f      p  =  o",6397.R. 

Si  fou  ramène  les  valeurs  de  Do,  ^0  ^  l'époque  1792,5  adoptée  par 
M.  Argeiander,  elles  se  changent  en  -(-  3i°  la'  et  249"  i4'- 

Les  soixante  et  onze  étoiles  que  j'ai  considérées  correspondent  aux 
classes  I  et  II  de  M.  Argeiander.  En  prenant  la  moyenne  entre  les 
résultats  que  chacune  de  ces  deux  classes  a  fournis,  et  tenant  compte 
du  nombre  différent  d'étoiles  dans  chacune  de  ces  classes,  je  trouve 
que  pour  ces  soixante  et  onze  étoiles  fondamentales  les  résultats  des 
calculs  de  M.  Argeiander  sont  les  suivants  : 

(  D„  =-t-38°5o', 
/R„  =  257"  34'. 
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La  position  du  pôle  parallactique  de  M.  Argelander  diffère  donc  de 
io°,2  de  celle  que  lui  assignent  nos  calculs.  Cette  différence  paraîtra 
sans  doute  peu  importante,  si  l'on  songe  à  la  dissemblance  des  hypo- 
thèses faites  par  les  deux  calculateurs  sur  les  valeurs  des  distances  R. 
Il  n'est  pas  inutile  de  rappeler  à  ce  sujet  que  l'inexactitude  de  l'hypo- 
thèse âR  =  o  n'influe  pas  sur  la  position  du  pôle  parallactique. 

Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  le  groupe  formé  par  soixante 
et  onze  étoiles  et  le  Soleil;  or  il  est  certain  qu'à  des  distances  moindres 
que  la  plus  éloignée  de  ces  étoiles,  il  en  existe  un  assez  grand  nombre 
d'autres,  disséminées  dans  l'espace,  et  dont  le  mouvement  propre  est 
inférieur  à  o",5.  Il  est  naturel  de  les  faire  entrer  en  ligne  de  compte; 
car  il  est  médiocrement  utile  de  connaître  le  mouvement  du  Soleil  par 
rapport  au  centre  de  gravité  du  système  de  soixante  et  onze  étoiles 
prises  çà  et  là  dans  l'espace;  mais  il  importe  de  déterminer  le  mouve- 
ment de  ce  centre  par  rapport  au  centre  d'un  groupe  naturel  stellaire 
compris  dans  l'intérieur  d'une  enceinte  sphérique  dont  le  Soleil  occupe 
la  partie  centrale.  Si  les  distances  des  étoiles  nous  étaient  connues,  il 
serait  facile  de  combler  cette  lacune ,  et  d'adjoindre  au  groupe  étudié 
toutes  celle.s  dont  la  distance  à  la  Terre  est  inférieure  à  une  limite 
donnée.  Ne  pouvant  opérer  ainsi,  tâchons  du  moins  d'apprécier  le 
sens  dans  lequel  sera  modifiée  la  vitesse  du  Soleil. 

Pour  cela,  différentious  les  équations  4  i  en  considérant  les  varia- 
tions relatives  à  l'origine  fixe;  nous  aurons 

/  Ajc  =  —  R  sin  y.  \rj.  -+-  cos  a  A  R . 

(21)  I  Aj-=  —  R  sin  j5A,5 -+- cosjSAR. 

(  Az  =  —  R  sin  '/  Ay  -h  cos  •/  AR. 

Retranchons  des  équations  ,21  les  équations  5'.  en  ayant  égard  aux 
équations  ^i)  et  à  l'équation    7);  il  viendra 

il  ^  R  sin  ac?a  —  R  sin  a  Aa-^-  cos  a  |  cos  a  -^  r,  cos^  -1-  Çcosy  , 
■//  =  R  sin  p  0*^  —  R  sin  ^  A,?  +  cos  |3  (^  cos  a  -l-  /;  cos  ]S  -f-  Ç  cos 7), 
^  Ç  =  R  sin  7 0*7  —  R  sin  7  A7  ^  cos  7  ''S  cos  a  -1-  77  cos  (5  -t-  ?  cos 7'. 

Multiplions  ces  équations  par  m,  et  étendons-les  a  toutes  les  étoiles  du 
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groupe,  nous  aurons,  après  avoir  formé  la  somme  1, 

j  1  {m  sin*  a)  I  —  2  [m  cos  a  cos  p)  /)  —  2  [m  cos  a  cos  7)  Ç 
[  =  i(niRsinac?a)  —  2(mRsinaAa) , 

U  ()H  sin^  fi)  r,  —  1  (m  cos  a  cos  /5)  *  —  2  {m  cos  ^  cos  7)  Ç 
^'^-  '  =2  fy»  R  sin  fi  (?/5)  -  2  (m  R  sin  fi  Afi) , 

I  2  (m  sin=  7)  Ç  —  2  (m  cos  a  cos  7)  ?  —  2  (/«  cos  p  cos  7)  r? 
\  =2  (77iR  sin  7o''7)  —  2  (mR  sin  7A7). 

Si  l'on  nomme  U,  V,  W  les  angles  formés  par  la  tangente  à  l'arc  de 
mouvement  propre  sur  la  sphère  à  centre  fixe,  avec  les  trois  axes  coor- 
donnés, on  aura 

2  7«R  sin  aAa  =  —  2(/hR  cosUAv). 

L'angle  U  pouvant  avoir  indifféremment  toutes  sortes  de  valeurs,  de 
o  a  1 80  degrés,  on  est  conduit  à  supposer  2  m  R  cos  UA^  =  o.  On  arri- 
verait au  même  résultat  en  admettant  que  les  projections  des  quantités 
de  mouvement  perpendiculaires  au  rayon  vecteur  s'entre-détriiisent 
sur  un  axe  fixe.  On  retombe  alors  sur  les  équations  (10)  par  une  voie 
bien  différente  de  la  première. 

L'hypothèse  qui  conduit  à  2mRsinaAa=o  n'est  applicable  qiit- 
dans  le  cas  où  la  somme  2  comprend  en  effet  toutes  les  étoiles  du 
groupe,  ou  A\\  moins  un  certain  nombre  d'étoiles  prises  entièrement 
au  hasard.  Or,  la  condition  as  >  o",5,  d'après  laquelle  ont  été  choisies 
nos  soixante  et  onze  étoiles,  empêchera  généralement  les  divers  termes 
des  sommes  2/nRsinaAa,  2  m  R  sin /3 A /3 ,  2/nRsin7A7,  de  s'entre- 
détruire. 

Pour  le  démontrer,  prenons  pour  axe  des  x  la  droite  suivant  laquelle 
se  meut  le  Soleil,  et  supposons,  pour  simplifier,  que  cet  axe  soil  im 
des  axes  principaux  du  système.  Les  équations  (a'3)  deviendront 

!'2(msin=a)?  =  27nRsina(?a  —  2mRsiiiaAa, 
2  ini  sin*  ,6)  >7  =  2/rîR  sin  fi$f>  -  2o/R  sin  /3  Ap  ^  o. 
2(;nsin»  yÇ  =  2mR  sin  70' 7  —  2  m  R  sin  7A7  =  o, 

et  la  première  des  équations!  22 mIomuc,  en  \  faisant  >7  =0,  Ç  =0,  ?  =  p, 

sin  a 
oV  —  A  a  =  û  —^ 

Tou>e  VIII,  —  NovEdiiRE  1843.  -^7 
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La  quantité  c?a  —  Aa  est  le  déplacement  paiallactique  de  l'étoile,  le- 
quel a  lieu  suivant  un  méridien  parallactique,  c'est-à-dire  dans  un  plan 
passant  par  l'axe  des  œ  et  par  l'étoile.  Soit  o-  le  déplacement  angulaire 
de  l'étoile  normalement  à  ce  méridien.  Il  est  clair  que  l'on  aura 

oV-  =  !7'  +  èrj}  —  a'  +  [^  — h  Aa  \   ■ 

La  condition  oV>o",5  suppose  donc  que  l'on  ait 

2    ,       »  sin-  a  .    „  sin  2  .      ^     ,   ,,  _,„ 

T    +  P     rT  +  ^a'  +  ■^P'r"  ^^  >  (o%5)-. 

Deux  valeurs  égales  de  Aa,  mais  de  signes  contraires,  ne  satisferont 
pas  également  bien  à  cette  inégalité;  si  Aa  =  —  \  Aa-  satisfait  à  l'iné- 
galité, à  plus  forte  raison  y  sera-t-il  satisfait  par  Aa  =  +  v^^^î  niais 
il  se  peut  très-bien  que  la  valeur  -f-  y  Aa^  y  satisfasse,  et  que  —  v  ^^a" 
n'y  satisfasse  pas.  Concluons  de  là  que  pour  les  soixante  et  onze  étoiles 
déterminées  d'après  la  condition  es  >  o",5,  la  valeur  de  Aa  est  le 
plus  ordinairement  positive.  Donc  le  terme  2;«sinaAa  est  positif, 
a  étant  nécessairement  compris  entre  o°  et  180°.  Donc  la  valeur  '%  =  0, 
déterminée  d'après  la  supposition  Aa  =  o  est  trop  forte.  Ainsi  l'intro- 
duction des  étoiles  à  mouvement  propre  <  o",5  devra  diminuer  la  va- 
leur de  la  vitesse  solaire  conclue  seulement  des  étoiles  à  grand  mouve- 
ment propre.  Si  la  supposition  I/wRsin  aAa  =  o  est  illégitime,  il  est 
légitime  toutefois  de  supposer 

2  wR  sin  (î  AjS;  =  0,     3  ^mR  sin  7A7)  =  o. 

En  effet,  l'inégalité  conclue  de  es  >  o",5  devient,  relativement  à  l'axe 
desjr, 

et  cette  dernière  inégalité  est  aussi  bien  satisfaite  par  des  valeurs  posi- 
tives que  par  des  valeurs  négatives  de  A^S,  à  cause  des  changements  de 
signe  du  facteur  cos  a  cot  jS.  Ainsi,  que  l'on  ait  égard  ou  non  à  ces  termes 
dans  les  équations  (a4)>  que  l'on  tienne  compte  ou  non  des  étoiles  pour 
lesquelles  as  <  o",5,  on  aura  également  /;  =0,  Ç  =  o;  et  la  position 
du  pôle  parallactique  restera  la  même.  Toutefois,  ce  dernier  résultat 
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n'est  rigoureux  que  dans  le  cas  où  le  Soleil  parcourt  l'un  des  troi.s 
axes  principaux  du  système.  Dans  le  cas  général ,  la  position  de  ce  pôle 
pourra  être  un  peu  modifiée. 

Convenons  maintenant  de  réserver  la  notation  1  pour  les  étoiles  à 
mouvement  propre  >  o",j  et  la  notation  I'  poin-  les  étoiles  à  mouve- 
ment moindre.  Nous  pourrons  mettre  la  première  des  équations  (1/4  ] 
sous  la  forme 

l2msin*a  +  l'msin-  a)  f,  =  2  mRsin  ac?a  +  2'/«Rsin  aoV. 
—  (2/«R  sin  œ  Aa  -f-  l'inB.  sin  aAa). 

La  quantité  fonction  de  Aa  est  nulle,  puisqu'elle  représente  la  projec 
tion  sur  l'axe  des  ac  des  quantités  de  mouvement  de  tout  le  groupe; 
ainsi,  en  changeant  sin  aâa  en  —  cos  woV,  nous  aurons 

SmR  cos  u  Ss  -t-  S'otR  cos  u  Ss 

"  lm  sin'  a  +  "Z'm  sin'  y. 

Soient  N  le  nombre  des  étoiles  a  mouvement  propre  >  o",5,  et  N'  le 

nombre  inconnu  des  étoiles  à  mouvement  propre  <  o'  ,5  ;  soit  S  =^  l^s 

la  somme  des  mouvements  propres  des  N  premières;  soit  S'  =  l'as  la 

somme   des   mouvements  propres  des  N'  secondes,    le   mouvement 

S' 
moyen—   de  ces  N' étoiles  étant  nécessairement  bien  inférieur  au  moii- 

g 
vement  moyen  —  des  N  autres.  On  pourra  écrire 

(a5)  N'  =  /N,     S'  =  eiS, 

e  étant  un  nombre  plus  petit  que  1 ,  et  /  un  autre  nombre  plus  grand 
ou  plus  petit  que  1.  Ceci  posé,  remarquons  qu'avant  l'introduction 
des  N'  étoiles,  on  avait 

%mB.cos  uos 

"  ïwsin-'a 

L'introduction  des  étoiles  N'  augmentera  le  dénominateur  dans  le  rap- 
port deN  à  N  -f-  N'.  Mais  dans  quel  rapport  variera  le  numérateur:' Ce 
rapport  dépend  évidemment  de  la  loi  de  possibilité  qu'offrent  des  va- 
leurs de  plus  en  plus  grandes  de  Aa;  si  les  probabilités  diverses  des 
valeurs  Aa  =  ±  o",i,  Aa=  ±  o",2,  Aa  =  ±:  o",3,...  étaient  connues, 
il  serait  possible  de  traiter  les  équations  (2/I    sous  ce  point  de  vue. 

5-.. 
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Mais  cette  loi  est  inconnue;  en  conséquence,  je  me  suis  borné  à  ad- 
mettre que  le  numérateur  augmente  dans  le  rapport  de  S  +  S'  à  S,  ce 
qui  revient  à  dire  que  la  valeur  moyenne  du  facteur  cos  u  dans  la 
somme  liriKQO^uàs  reste  la  même  dans  la  seconde  somme  2',  hypo- 
thèse qui  pourrait  à  la  rigueur  ne  pas  être  entièrement  conforme  à  la 
vérité  [*].  D'après  cette  manière  de  voir,  l'introduction  des  TN'  étoiles 
dans  nos  calculs  introduit  dans  la  valeur  de  p  le  facteur 


'+T«> 


On  aura  donc  «. 

(26)  p  =  o",6397.R  '-^- 

La  quantité  —  est  connue  et  a  pour  valeur  o  ",g4o.  On  aura  donc  aussi 

(27)  p  =  o,68o5.R  ^^^' 


N  +  N' 


Ces  équations  montrent  qu'il  n'est  pas  possible  de  déterminer  la  vitesse 
solaire  p  dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances;  mais  l'on  peut  cepen- 
dant comparer  cette  vitesse  inconnue  avec  la  vitesse  moyenne  pareille- 
ment inconnue  des  étoiles  qui  nous  avoisinent,  et  déterminer  assez 
exactement  le  rapport  de  ces  deux  vitesses. 


[*]  Voilà  la  seule  objection  sérieuse  qui  me  paraisse  pouvoir  être  faite  à  la  détermi- 
nation du  rapport  existant  entre  la  vitesse  du  Soleil  et  la  vitesse  moyenne  des  étoiles. 
Le  seul  moyen  possible  d'éluder  cette  difficulté  sera  sans  doute  de  grouper  les  étoiles, 
non  plus  d'après  l'intensité  de  leurs  mouvements  propres,  comme  l'ont  fait  MM.  Bessel 
et  Argeiander,  et  comme  je  l'ai  fait  pareillement  dans  ce  Mémoire ,  mais  bien  d'après 
l'ordre  de  leurs  grandeurs  optiques,  indépendamment  de  la  considération  de  la  grandeur 
du  mouvement  propre;  de  réunir  dans  un  premier  groupe  les  étoiles  de  première  et  de 
deuxième  grandeur,  celles  de  troisième  dans  un  second  groupe ,  et  ainsi  de  suite.  On 
aura  alors 

—  S  -f-S'  _  S^. 

'^  "  '  '     N  -t-N'  ~  N  ' 

et  la  restitution  idéale  des  étoiles  comparativement  obscures  ne  tendra  plus  alors  à 
modifier  la  vitesse  de  translation  du  Soleil. 
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Dans  ce  but,  je  représenterai  par  A©  la  moyenne  des  mouvements 
propres  que  paraîtra  avoir  le  Soleil  successivement  envisagé  des  divers 
points  de  la  sphère  des  étoiles,  ou  plus  simplement  de  la  distance 
moyenne  R  à  laquelle  ces  étoiles  sont  situées.  Je  représenterai  de  même 
par  6'if  le  mouvement  moyen  des  étoiles  vues  du  Soleil,  et  par  A^  le 
même  moyen  mouvement  lorsqu'on  considère  les  étoiles  non  plus  du 
-Soleil  mobile,  mais  de  notre  origine  fixe  des  coordonnées 

Rapportons  le  point  d'où  nous  regardons  le  Soleil  à  l'équateur  pa- 

rallaclique  et  au  pôle  parallactique;  soit  £  la  distance  de  ce  point  à 

l'équateur  parallactique,  mesurée  sur  un  arc  de  grand  cercle  normal  à 

cet  équateur,  et  soit  E  la  dislance  du  pied  de  ce  grand  cercle  à  un  point 

fixe  de  l'équateur   parallactique.    Le    mouvement   propre   du   Soleil 

S  +  S' 
vu  du  point  (s,  E)  sera  égal  à  o,68o5  cos  £  j^ — ^,- 

Le  facteur  cos  £  variant  avec  la  position  de  l'observateui',  il  faut 
obtenir  sa  valeur  movenne  ;  or  l'élément  différentiel  de  \a  surface 
sphérique  est 

cos  c  cU  (lE. 
On  l'obtiendra  donc  par  la  formule 

-H- 
/         (     I  COS  £  .  cos  £  ^£  I  (lE 


et  l'on  trouve 


On  aura  donc 


fil       cos  £  di)  dE 
valeur  innjennp  de  cos  £  ^  ^7:. 


(28)  AO  =  0,5345  1^  =  0,5345  ai,. 

S'il  était  permis  de  supposer  o'-jV  =  A-^^  ,   cette  formule  résoudrait  im- 
médiatement la  question  proposée. 

Pour  déterminer  le  rapport  -ttt»   reprenons  les  équations  (ai),  et 
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nommons  X  l'angle  formé  par  la  route  du  Soleil  avec  le  rayon  vecteur 
de  l'étoile.  En  observant  que  l'on  a 

(29)  p  cos  ).  =  ^  cos  a  -t-  ■/;  cos  /5  +  Ç  cos  7 , 

nous  trouverons 

I  R  sin  a  Aa  =:  R  sin  a&a.  +  p  cos  a  cos  )  —  £, 
(3o  R  sin  pA,3  =  R  sin  pt?/?  +  p  cos  jS  cos  X  —  /; , 

f  R  sin  y  Ay  =  R  sin  70*7  H-  p  cos  y  cos  ).  —  Ç. 

Formons  la  somme  des  carrés  de  ces  trois  équations:  en  tenant  compte 
de  la  suivante 

sin  a  cos  aâa  -+-  sin  ,3  cos  p  ^fi  +  sin  y  cos  y  o'*y  =  o , 

nous  trouverons 

W-As-  =  R^âs^  +  p2  cos^  1-h  p^ 
—  aR  (g  sin  ada  +  ri  sin  |5(?,5  +  Ç  sin  yoY'  —  ^p^  cos^  À. 

Multiplions  par  m,  et  étendons  cette  équation  à  toutes  les  étoiles  an 
système  ;  nous  trouverons 

^    '  ^  I  —  2  [g  2  (777  R  sin  a  oV.  i  -\-ril  niR  sin  ^à[i)^'Çl(  m  R  sin  y  (J'y")]. 

Soit  maintenant  G  le  moment  d'inertie  des  étoiles  rapportées  à  la 
sphère  de  rayon  i ,  et  relatif  à  l'axe  qui  coïncide  avec  la  route  du  Soleil  ; 
on  aura,  en  ayant  égard  aux  équations  (lo)  et  à  la  théorie  connue  des 
moments  d'inertie, 

^2  (/nR  sin  aJc/)  -4-/32  (tkR  sin  ]Sc?|3)  +  Ç2  (twR  sin  y  oY 
=  AS'+  Ry;^  ^Cr"  -  ia-nZ  —  ibi^  -  ic^r,  -=  Gp\ 

2  777  sin'  /  =  G. 
Donc  on  a 

(i-2)  2(777R'A5')  =  2(77îR'c?.v')  -  Gp'; 

777 R' Ai"  est  la  force  vive  de  l'étoile  parallèlement  à  la  sphère  fixe,  et 
772R'c?5'  est  sa  force  vive  parallèle  à  la  sphère  mobile.  L'excès  de  la  se- 
conde somme  sur  la  première  est  donc  absolument  indépendant  de  la 
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grandeur  et  de  la  direction  des  mouvements  propres;  il  ne  dépend 
que  du  mouvement  du  Soleil  et  du  mode  de  distribution  des  étoiles 
sur  la  sphère.  On  est  ainsi  conduit  à  ce  théorème  : 

«  L'excès  de  la  somme  des  forces  vives  des  étoiles  dues  à  leurs  niou- 
»  vements  propres  apparents  sur  la  somme  des  forces  vives  des  mou- 
))  vements  propres  absolus,  est  une  quantité  qui  reste  constante,  quelle 
»  que  soit  la  direction  et  l'intensité  de  ces  mouvements;  cet  excès  a  pour 
»  mesure  le  moment  d'inertie  des  étoiles  projetées  sur  la  sphère  qui  a 
»  pour  rayon  la  vitesse  du  Soleil ,  l'axe  de  ce  moment  d'inertie  étant 
»    la  droite  suivant  laquelle  se  meut  ce  dernier  astre.   » 

Si  maintenant  dans  l'équation  (3i)  on  remplace  //^  sin*).  par  sa  va- 
leur tirée  de  l'équation  (29),  c'est-à-dire  par 

ï-  sin^a  +  r,'-  sin*/3  ■+-  'Ç  sin^^ 
—  icxi  cosa  cosjS  —  a^Çcosacosy  —  -iri'Ç  cos/3  cosy, 

si  l'on  différentie  cette  équation  (3i\  en  y  considérant  les  \i  ou  les 
mouvements  propres  sur  la  sphère  à  centre  fixe,  comme  étant  fonction 
des  quantités  ç,  y;,  Ç  que  l'on  supposera  variables  et  indépendantes 
entre  elles,  et  si  de  plus  l'on  pose 

d[l\lriK'^s'')\  —  o. 

l'on  devra  égaler  séparément  à  zéro  les  coefficients  différentiels  par 
rapport  à  ^,  yj,  Ç,   et  l'on  trouvera 

^ni\p.^  sin'a  —  -ir,  cosa  cos|3  —  2Ç  cosa  cosy)  —  il/«Rsina(?a  =  o, 
27k(2)7  sin'/3  —  l'Z,  cosa  cosjS  —  2Ç  cos/5  cosy)  —  22mRsin,Sc?|3  =  o, 
2m(2Ç  sin*  y  —  2^  cosa  cosy  —  2*3  cosjS  cosy)  —  22wRsinyd"'y  =  o, 

équations  (pu  coïncident  parfaitement  avec  les  équations  (10).  Pour 
s'assurer  si  ces  équations  correspondent  à  un  maximum  ou  à  un  nu- 
nimum  de  la  fonction  i  //tR-Ai^),  formons  la  différentielle  seconde 
qui  aura  pour  expression 

ik{d^f  +   2B(^yî)=  +  2C(c^Ç)'  -  kad^dr,  -  lAbd^cit-  f\cdEjk- 

Cette  quantité  représente  le  double  produit  de  (</^)^-i-(rfy;)*-+-(^Ç)"  parle 
moment  d'inertie  de  la  sphère  éloilée  de  rayon  i  autour  d'un  axe  fai- 
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sant  avec  les  trois  axes  coordonnés  trois  angles  dont  les  cosinus  respec- 
tifs sont 

rf|  dn  dX, 


\/rfÇ=+cf«-+rfÇ-  \ldl^-^di{'-^  dV  Sjdl^-^drr-^-dV 

Cette  quantité  sera  donc  toujours  positive;  ainsi  «  les  composantes 
»  S  ,  rj,  Ç  jouissent  de  la  propriété  remarquable  de  rendre  un  minimum 
»  la  somme  des  forces  vives  des  étoiles  parallèlement  à  la  sphère  fixe  »; 
et,  réciproquement,  on  peut  déterminer  le  mouvement  du  Soleil  d'a- 
près la  condition  d'atténuer  autant  que  possible  la  somme  des  forces 
vives  apparentes  qui  s'exercent  parallèlement  à  la  surface  de  la  sphère. 
Revenons  maintenant  aux  quantités  moyennes  A -^j  è^;  on  a  d'abord 

A-^  :  o'-jîr  ::  2Aj  :  ic?^; 

d'tui  autre  côté,  on  doit  avoir,  à  fort  peu  près, 

\^^sf  :  {^èsf  ::  2(/nR-Ai^^,)  :  ij/hR^oV^), 

d'où  nous  conclurons,  en  ayant  égard  à  l'équation  (Sa), 

Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  changeons  G  en  G  -i-  G', 
le  moment  G  se  rapportant  au  groupe  2 ,  et  le  moment  G'  au  groupe  2'. 
Changeons  de  même  2wR^o\^  en  l.m^às^  -(-  ^inWàs^.  Supposons 
R  constant,   m  constant  et  égal  à  i;  nous  trouverons 

G  =  415875,        ^miScès-  =  I  io,o58  R^  sin^  i'. 

Mais  puisque  l'on  a,  d'après  l'équation  l'aS), 

S'  S  l^s  zSs 

ir,  =  ^  ^-        OU        — —  =  e  ——, 

^'         IN  ■  N'  ^ 

les  mouvements  moyens  dans  les  deux  groupes  sont  entre  eux  dans  le 
rapport  de  i  à  e,  et  les  moyennes  de  leurs  carrés  seront  entre  elles  à 
fort  peu  près  :  :   i  :  e-.  On  ama  donc 

2'  3s- j  ï  Ss' 

2mRV*^  +  l'mR'âs''  =  (i  +  e^i)  i  io.o58R=  sin*  i". 
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et  l'on  aura  aussi,  à  très-peu  près, 

G  -(-  G'  =  (i  +  041,875. 
L'équation  (26)  donne  ensuite 

Si  maintenant  nous  substituons  ces  trois  valeurs  dans  le  second 
membre  de  l'équation  33),  la  quantité  sous  le  radical  deviendra 

1  -  o  i557  _A±fiz__ 

Le  facteur  ^_)_ -^^^  '+  ey)  ^  ""  minimum  égal  à  -,         .,  ,   et    corres- 
pondant a  i  =  ~;  de  sorte  qu'il  est  nécessairement  compris  entre  i  et 

{,-+.e)'-  ■'^  '^  supposerai  égal  a  ^  +  ,^\y . 
Faisons  successivement 

nous  aurons,  à  cause  de  -  =o",94o, 

S'  „  ..  „     „ 

jj,  =0  ,.^1.,     o  ,a3,     o",i9,     o",i6. 

11  n'est  guère  permis  de  supposer  |,  <  o",i6;  car  ^,  est  la  moyenne 
des  mouvements  propres  inférieurs  à  o",5,  et,  d'un  autre  côté,  a  cause 
du  mouvement  propre  du  Soleil,  et  des  déplacements  parallactiques 
qu'il  occasionne,  oV  =  o  n'est  pas  la  valeur  la  plus  probable  d'im 
mouvement  propre  isolé.  Notre  facteur  devient  alors  égal  à  0,87,  0,82, 
O'?^,  0,74»  à  un  cinquième  près  de  sa  valeur,  et  le  radical  de  l'équa- 
tion (33)  devient  lui-même  égal  à  l'un  des  nombres  0,930,  0,93.'), 
0,937  et  0,940.  Si  l'on  fait  abstraction  du  groupe  1'  des  étoiles  à  mou 
vements  propres  inconnus  et  plus  petits  que  o",5,  on  supposera  /  =0, 
et  le  même  radical  est  alors  égal  à  0,919.  Ainsi  l'introduction  de  ces 
étoiles  modifie  peu  ce  radical ,  et  l'on  peut  adopter 

(M)  A-A-  =  0,93  o'-A-. 

Tome  vin.—  Novembkf.  iS^3  58 
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Ai 

Le  rapport  -=— -  pourra  donc  être  considéré  comme  exact  à  ^  près 

(le  sa  valeur.  Ainsi,  «  le  mouvement  propre  du  Soleil  augmente  en 
»  apparence  les  mouvements  propres  des  étoiles  d'un  quartorzieme  de 
»   leur  grandeur.    » 

Si  l'on  transporte  dans  l'équation  (28)  la  valeur  de  c^-^,  tirée  de 
l'équation  (34),  on  aura  enfin 

(35)  A©  =  o,56  Mr. 

Le  même  rapport  o,56  :  i  doit  pareillement  exister  entre  la  vitesse 
du  Soleil  et  la  vitesse  moyenne  des  étoiles  qui  l'entourent.  Concluons 
donc  que  le  Soleil  est  une  étoile  à  faible  mouvement  propre,  et  que  sa 
vitesse  égale  à  peine  les  ^  de  la  vitesse  moyenne  des  étoiles  qui  l'en- 
vironnent. 

S'il  existe,  dans  les  espaces  interstellaires,  des  astres  dépourvus  de 
lumière,  et  dont  la  distance  à  la  Terre  soit  inférieure  à  celle  de  quel- 
ques-imes  de  nos  étoiles  N  ou  N',  nous  devons  les  mentionner  théori- 
quement dans  nos  formules.  Toutefois,  si  dans  les  équations  (^3)  on 
applique  l'indice  1  aux  seules  étoiles  lumineuses,  5,  /j,  'Ç  continuant  à 
leprésenter  les  vraies  composantes  solaires,  on  voit  qu'il  est  permis  de 
supposer 

SwRsinaAa  =  o,      27«R  sin  fB  A/3  :=  o,      lmB.sin  yAy  ^=  o, 

dans  ces  équations,  pourvu  que  l'on  admette  que  l'égale  facilité  de 
mouvement  en  tous  sens  et  la  compensation  des  signes  qui  en  est  le  ré- 
sultat se  retrouvent  et  dans  le  système  des  astres  lumineux  et  dans  le 
système  des  astres  obscurs  considérés  chacun  isolément ,  hypothèse 
qui  est  d'une  haute  probabilité.  Les  équations  desquelles  se  déduisent 
la  vitesse  et  la  direction  solaires  restent  donc  les  mêmes;  ainsi  les  astres 
obscurs  ne  peuvent  pas  modifier  sensiblement  les  résultats  auxquels 
conduisent  les  mouvements  propres  des  seuls  astres  lumineux. 

Le  résultat  obtenu  ci-dessus  pour  la  vitesse  du  Soleil  est  contraire 
à  celui  qu'a  obtenu  M.  Argelander.  Je  pense  toutefois  que  cette  diffé- 
férence  peut  être  expliquée,  du  moins  en  grande  partie. 

M.  Argelander  partage  en  trois  classes  les  étoiles  à  mouvement 
propre  bien  avéré.  Ses  classes  I  et  II  correspondent  à  nos  soixante  et 
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onze  étoiles  fondamentales.  Il  assimile  la  différence  de  direction  entre 
le  mouvement  propre  et  le  mouvement  parallactique  à  une  erreur 
d'observation,  et  trouve  pour  la  valeur  probable  de  cette  différence 
(celle  dont  la  probabilité  est  |)  un  angle  d'environ  Sa"  10'.  Il  réduit 
cet  angle  à  3o°,  dans  la  pensée  que  les  erreurs  commises  sur  la  me- 
sure des  mouvements  propres  ont  dû  tendre  à  l'augmenter;  mais,  si 
je  ne  me  trompe,  ces  erreurs  peuvent  agir  indifféremment  dans  les 
deux  sens,  et  je  crois  devoir,  en  conséquence,  conserver  cet  angle  de 
32°  10'.  Le  calcul  des  probabilités  donne  entre  l'erreur  probable  et 
l'erreur  mojetme\e  rapport  connu  o,8453:i.  La  valeur  mojenne  de 
l'angle  compris  entre  le  mouvement  observé  et  le  mouvement  paral- 
lactique sera  donc 

0,8453  ~        ^  ■ 

D'tm  autre  côté,  M.  Argelander  pense  que  pour  les  étoiles  situées  sur 
l'équateur  parallactique,  et  dont  le  mouvement  de  translation  égale 
celui  du  Soleil ,  la  valeur  moyenne  de  cet  angle  doit  égaler  la  moitié 
de  l'angle  droit  ou  45  degrés  :  sans  doute  il  en  sera  ainsi  si  nous  ne 
considérons  que  la  vitesse  de  translation  des  étoiles,  parallèlement  à  la 
surface  de  la  sphère  céleste;  mais  une  partie  du  mouvement  total  se 
fait  suivant  le  rayon  vecteur.  Pour  déduire  du  mouvement  moyen  de 
translation  des  étoiles  perpendiculairement  au  rayon  vecteur,  leur 
mouvement  moyen  dans  l'espace,  il  faut  multiplier  le  premier  par  la 
valeur  moyenne  de  la  sécante  de  l'angle  formé  par  la  surface  de  la 
sphère  et  par  la  direction  du  mouvement  absolu.  On  déterminera  ce 
nombre  par  un  procédé  analogue  à  celui  déjà  employé  pour  obtenir 
la  valeur  moyenne  des  cosinus  de  l'angle  £  (page  4^3  ),  et  Ion  trou- 
vera pour  la  valeur  moyenne  de  cette  sécante 

ijT  =     1.5708. 

C'est  la  vitesse  moyenne  de  translation  des  étoiles  auxquelles  corres- 
pond la  moyenne  différence  angulaire  de  4'»  degrés  entre  le  mouve- 
ment observé  et  le  mouvement  parallactique,  la  vitesse  du  Soleil  étant 
prise   pour  unité.  Si  la  vitesse  absolue  de  translation  est  égale  à   i,la 
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différence  angulaire  sera  réduite  dans  le  même  rapport,  et  deviendra 
égale  à  32°29'.  Cet  angle  est  donc  inférieur  à  l'angle  38°  Zj'  donné  par 
l'observation.  La  comparaison  des  tangentes  trigonométriques  de  ces 
angles  donne  le  rapport  0,8 1 :  1  pour  la  vitesse  du  Soleil  comparée  à 
celle  des  étoiles.  Ce  rapport  surpasse  encore  considérablement  le  rap- 
port o,56:  j  que  j'ai  obtenu  :  il  reste  à  savoir  si  cette  différence  peut 
s'expliquer  complètement  par  la  différence  des  deux  hypothèses  adop- 
tées par  les  deux  calculateurs  sur  la  valeur  des  distances  R,  M.  Arge- 

lander  ayant  supposé  R  =  — ,  tandis  que  j'ai  considéré  R  comme  con- 
stant En  attendant  un  nouvel  examen  de  la  question,  on  peut  adopter 
comme  probable  le  rapport  simple  A©  =  -^  A-jl^. 

Les  mouvements  propres  des  étoiles  du  ciel  austral,  au  delà  du 
trentième  degré  de  déclinaison  australe,  nous  sont  presque  tous  incon- 
nus. Cette  zone  représente  le  quart  du  ciel  étoile  :  c'est  une  Jacune  im- 
portante à  combler;  mais  il  est  impossible  de  prévoir  dans  quel  sens 
les  nouvelles  étoiles  modifieront  l'ancien  résultat,  à  moins  que  l'on 
n'admette  le  pouvoir  de  concentration  d'Herschel,  ou  une  tendance 
générale  de  toutes  les  étoiles  du  groupe  vers  le  centre  de  gravité  de 
l'ensemble,  c'est-à-dire  à  peu  près  vers  le  Soleil.  Pour  apprécier  l'eftét 
de  cette  cause,  reprenons  les  équations  (16),  lesquelles  dérivent  des 
équations  rigoureuses  (8)  par  la  suppression  des  termes  en  AR.  Réta- 
blissons ces  termes  dans  les  équations  (1  6),  en  remplaçant  cos  a,  cos  jS, 
cos  Y  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i  4),  les  derniers  membres 
des  équations  (16)  se  changeront  en 

R 1  (  cos  D  sin  .R  c?iîl  4-  sin  D  cos  iîl c?D)  —  2  (cos  D  cos  /Pl  AR), 
R2(— cosDcoSiR(J*J\.+  sinDsiniïle?D)  —  2(cosDsin  ^AR) . 
R2(-cosD(?D)  -  2(sinDAR), 

et  supposons-y  tous  les  AR  négatifs.  Les  termes  2  cos  D  cos 'R  AR  1  et 
2(cosD  siUiîlAR)  doivent  continuer  à  s'entre-détruire  malgré  la  sup- 
pression des  étoiles  australes,  à  cause  de  l'égale  possibilité  des  valeurs 
positives  et  des  valeui-s  négatives  des  facteurs  cos  M.  et  sin  JR  ;  ainsi  | 
et  Y}  ne  varient  pas.  Mais  le  terme  2  sin  DAR  sera  généralement  négatif, 
sin  D  étant  généralement  positif,  à  cause  de  la  prédominance  des  étoiles 
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boréales.  I-a  restitution  des  étoiles  australes  permet  seule  de  supposer 
SsinDAR  =  o. 

Ainsi,  en  continuant  à  admettre  l'hypothèse  de  W.  Herschel ,  la 
troisième  des  équations  (i6)  ne  peut  être  considérée  comme  vraie  qu'à 
la  condition  de  comprendre,  par  la  pensée,  les  étoiles  australes  dans 
le  groupe  général  d'étoiles  dont  le  centre  de  gravité  sert  de  repère  fixe 
pour  la  détermination  de  la  translation  du  Soleil.  Si  l'on  excluait  ces 
étoiles  australes,  et  généralement  si  le  Soleil  était  placé  excentrique- 
ment  dans  le  système  dont  il  fait  partie,  la  concentration  produirait 
un  mouvement  du  Soleil  vers  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble, 
mouvement  que  l'observation  des  mouvements  apparents  serait  tout  à 
tait  insuffisante  pour  dévoiler. 

.l'ai  dit  ci-dessus  d'après  quelles  hypothèses  sur  les  valeurs  de  m  et 
de  R  mes  calculs  avaient  été  effectués;  je  suis  loin  de  regarder  ces 
suppositions  comme  étant  les  plus  plausibles  que  l'on  puisse  faire  sur 
ces  quantités.  Il  est  certainement  moins  invraisemblable  d'admettre 
l'égale  densité  des  corps  célestes  et  leur  égalité  de  pouvoir  éclairant 
sur  l'unité  de  surface,  que  de  supposer  m  et  R  constants.  En  substi- 
tuant ces  nouvelles  hypothèses  aux  anciennes,  et  nommant  /l'intensité 
lumineuse  d'une  étoile  vue  de  la  Terre,  on  aura  entre  les  quantités 
inconnues  m,  R  et  la  quantité  /,  que  des  mesures  directes  pernietlenf 
de  connaître ,  la  relation 

m  =  Ki^  R^ 

K  étant  un  coefficient  constant  que  les  masses  des  étoiles  doubles 
permettraient  de  mesurer,  mais  qui,  du  reste,  s'éliminera  de  lui-même 
dans  les  équations  (lo),  de  sorte  que  l'on  peut  se  borner  à  écrire 

361  /«  =  /'R'. 

Nous  avons  vu  que  la  valeur  de  R  était  comprise  entre  R  constant  mi 
R  =  r&s"  et  R  inverse  de  as  ou   R  :=  r^s~'.   Posons  donc 

(37)  B.  =  iâi-"; 

l'exposant  /<  <  1  devra  se  conclure  de  la  comparaison  d  un  certain 
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nombre  de  quantités  R  avec  les  o\  correspondants,  et  le  coefficient  / 
continuera  à  représenter  la  distance  moyenne  des  étoiles  dont  le  mou- 
vement propre  oV  égale  i".  On  aura  alors 

(38)  lu  —  V  r'  âs-^",       mR  =  l'  r'  âs'*". 

Cette  dernière  formule  prouve  que  l'on  ne  doit  pas  supposer  n  su- 
périeur à  ~;  sans  cela  les  termes  des  sommes  l[m'R.cosu^s),  équa- 
tions (il),  deviendraient  infinis  pour  as  =^  o ,  et  les  quantités  de 
mouvement  des  étoiles  sans  mouvement  propre  seraient  infinies,  ré- 
sultat tout  à  fait  impossible.  Provisoirement,  on  peut  admettre  comme 
probable  la  valeur  n  =  {.  Substituons-la  dans  les*  formules  (38),  et 
divisons  les  seconds  membres  de  ces  formules  par  le  facteur  7'^,  qui, 
conservant  la  même  valeur,  disparaîtra  de  lui-même  des  équations  (  i o)  : 
nous  trouverons 

(39)  m  =  l^â's'^,     wR=r.rc?j"\ 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  équations  (10),  leur  résolutior. 
conduira  aux  équations 

(40)  ?  =  H./-,     r,=3.i,     Ç  =  L.r, 

H ,  J  et  L  étant  trois  nombres  fort  petits. 

On  en  conclura  la  position  du  pôle  parallactique ,  sans  avoir  be- 
soin de  déterminer  r,  et  la  vitesse  du  Soleil  sera  donnée  par  la 
formule 


(40  p  =  \W +  J"- -hU.r, 

et  pourra  être  calculée  en  myriamètres  dès  que  la  distance  movenne  r 
des  étoiles,  dont  le  mouvement  propre  égale  i"  {b  Aigle,  r,  Cas- 
siopée,  etc.),  sera  connue  de  nous;  mais,  à  cause  des  remarques  faites 
ci-dessus,  remarques  que  résume  l'équation  (26),  nous  n'obtiendrons 
ainsi   qu'une  limite  supérieure  de  cette  vitesse,   à  cause  du  facteur 

inconnu  — -—  <i,  lequel  entre  dans  la  valeur  définitive  de  la  vi- 
tesse p. 
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Dans  les  étoiles  doubles,  soit  6  le  temps  de  la  révolution  de  la 
petite  étoile  autour  de  la  grande ,  conclu  de  l'observation  et  exprimé 
en  années  sidérales;  soit  w  le  demi-grand  axe  en  secondes  de  l'ellipse 
relative  que  la  petite  étoile  décrit  autour  de  la  grande  supposée  fixe; 
m  étant  la  somme  des  masses  des  deux  étoiles  partielles  ,  M  la  niass»- 
du  Soleil,  on  aura 

(42)  ;„    =    !^L4^R3. 

Cette  équation  donne  la  masse  ni  si  R  est  connu ,  et  peut  dans  tous 
les  cas  sei'vir  à  l'élimination  de  m.  Je  ferai  remarquer  que  la  déter- 
mination des  valeurs  de  — p-^  peut  nous  donner,  sur  la  valeiu-  re- 
lative de  la  distance  R,  des  présomptions  qui  peuvent  guider  les  astro- 
nomes dans  leurs  recherches  sur  la  parallaxe  des  étoiles.  Puisque  l'on  a 

(43)  ■?;=:  (Msin»i"^V 

une  grande  valeur  du  terme  —  indiquera  généialenient  une  grandt- 
valeur  de  la  distance  R;  je  dis  généralement,  à  cause  du  diviseur 
variable  m  qui  altère  la  régularité  du  rapport—  :  R'.  Voici  la  valeur 

de  —  pour  quelques  étoiles  doubles  : 

P  Ophiuchiis   —  =  8i 

a  Gémeaux :=    1 54 

7  Vierge =:    i6?. 

I  grande  Ourse =  3o5 

»    Couronne =    1 1  1 3 

ff   Couronne =::    1 589 

a  Gémeaux  et  p  Ophiuchus,  étoiles  douées  d'ailleurs  d  un  tort  mou- 
vement propre,  sont  donc  des  étoiles  probablement  peu  éloignées  de  la 
Terre.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'équation  (42)  donnera  le  moyen  d'éliminer 
la  masse  m  des  termes  relatifs  à  ces  étoiles  doubles. 
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Etudions  maintenant  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  notre 
groupe  slellaire,  par  rapport  à  un  système  beaucoup  plus  étendu  dont 
le  groupe  précédent  occuperait  la  partie  centrale,  et  ferait  lui-même 
partie.  Nous  pouvons  admettre  que  le  centre  de  gravité  du  groupe 
total  est  immobile,  et  chercher  quel  est,  par  rapport  à  ce  dernier,  le 
mouvement  propre  du  Soleil. 

Nous  agrandirons  alors  le  rayon  de  l'enceinte  sphérique  qui  servait 
de  limite  à  nos  soixante  et  onze  étoiles  à  mouvement  propre  >  o",5, 
et  nous  embrasserons  dans  la  nouvelle  enceinte  toutes  les  étoiles  dont 
le  mouvement  propre  surpasse  o",  i . 

Nous  pourrions  de  même  reculer  encore  les  bornes  de  l'enceinte 
stellaire,  et  considérer  toute  la  catégorie  des  étoiles  pour  lesquelles 
oV  >  o",o5.  11  est  difficile,  il  est  vrai,  de  répondre  avec  certitude  de 
mouvements  propres  plus  petits  que  o",i  ;  mais  les  erreurs  commises 
pourront  néanmoins  se  compenser,  à  cause  du  grand  nombre  d'étoiles 
qui  intei'viendront,  et  le  mouvement  propre  du  Soleil  devra  encore  en 
ressortir  avec  évidence.  Enfin  ,  on  pourrait  considérer  toutes  les  étoiles 
du  catalogue  deBradley,  et  je  regarde  comme  très-probable  que  le  mou- 
vement du  Soleil,  que  Ion  obtiendrait  en  supposant  exactes  les  diffé- 
rences des  catalogues  même  les  plus  minimes,  serait  peu  éloigné  de  la 
vérité,  à  cause  de  la  compensation  des  erreurs  et  de  la  tendance  qu'ont 
les  causes  constantes  à  ressortir  des  moyennes  d'un  très-grand  nombre 
d'observations  même  médiocrement  exactes. 

Soient  S,  ç',  =",...  les  composantes  successives  du  mouvement  so- 
laire ,  parallèlement  à  l'axe  des  x ,  et  relativement  aux  centres  de  gravité 
du  premier,  du  deuxième,  du  troisième  .  etc.,  de  ces  systèmes;  soient 
vî,  •/?',  y;",  ..,  Ç,  Ç',  r',...  les  composantes  du  même  mouvement  pa- 
rallèlement aux  deux  autres  axes.  Les  quantités  ;,  |' — ^,  |"  —  S',...  re- 
présenteront donc,  la  première,  la  composante  de  la  vitesse  du  Soleil 
relativement  à  la  sphère  des  étoiles  ùs  >  o",5  ;  la  deuxième,  la  compo- 
sante de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  de  cette  sphère  par  rapport  à  la 
sphère  des  étoiles  es  >  o",i  ;  la  troisième,  la  composante  de  la  vitesse 
du  centre  de  cette  dernière  par  rapport  au  groupe  ^s  >  o",o5,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'aux  dernières  limites  des  mouvements  observables. 

Il  est  fort  à  croire  que  les  quantités  2 ,  H'  —  | ,  :  —  ç', . . . ,  y; ,  r,'  —  r, , 
yj"—  /;',.••»?;  ?'—  Çî  ?  —  ?>•■•>  fl^i  représentent  cette  suite  de  mou- 
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vetnents  relatifs,  vont  en  diminuant  rapidement  de  grandeur  à  mesure 
que  nous  nous  élevons  d'une  sphère  à  une  autre  sphère  stellaire  plus 
étendue,  et  que  la  rapidité  de  ce  décroissement  est  au  moins  aussi 
grande  que  celle  du  décroissement  des  mouvements  propres  des  étoiles 
les  plus  reculées  de  chaque  groupe.  Cette  décroissance  rapide  est,  en 
effet,  indiquée  par  les  calculs  de  M.  Argelander,  et  par  la  comparaison 
qu'il  a  étahlie  entre  les  trois  classes  d'étoiles  pour  lesquelles  on  a  suc- 
cessivement 

■<  I  ,0  <;  o  ,5 

Il  résulte  en  effet  de  ces  calculs,  que  les  quantités -,   -.,  -r,,---  ont  à  peu 

T  -1  p     p     p  r 

près  la  même  valeur;  qu'il  en  est  de  même  des  quantités-,  -, ,  —,... 

p    p     p 

comparées  entre  elles,  ainsi  que  des  quantités  -.   -, ,  —,■•■,  P,  p',  p" 

p     p      p 

étant  les  vitesses  solaires  correspondantes  ;  d'où  il  est  naturel  d'inférer 
que  l'on  a  à  peu  près  ?  =  I' =  S",...,  n  = /;'  =  y,",...,  Ç  =  Ç'=r,..., 
./3  =  (3'=p",...,  et  que  les  quantités  v(?'  —  |)^  +  {yi'  —  >3)'  +  (Ç' —  Ç  )*, 
v(|"—  I')*  +  (*?"—  '^'Y  -+■  (Ç"—  'Cy  sont  d'un  ordre  de  grandeur  fort 
inférieur  à  la  quantité  \J S,^  -\-  yj*  +  ^'. 

On  pouvait  s'attendre  à  priori  à  ce  résultat  :  les  forces  accélératrices 
qui  peuvent  déplacer  le  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps  libres 
sont  nécessairement  extérieures  à  ce  système,  eu  vertu  du  principe  gé- 
néral de  la  réaction.  Le  centre  de  gravité  reçoit  ici  l'action  de  ces  forces 
dans  une  multitude  de  directions  variées,  de  sorte  qu'elles  tendent  en 
grande  partie  à  s'entre-détruire,  tandis  que  la  masse  à  mouvoir  s'ac- 
croit  sans  cesse  à  mesure  que  le  nombre  des  composantes  du  système 
devient  plus  grand.  Mais,  outre  les  forces  accélératrices ,  il  existe  géné- 
ralement en  Mécanique  d'autres  causes  de  vitesse  :  ce  sont  les  impul- 
sions initiales  dont  l'intensité  ne  saurait  être  calculée  d'avance,  (.es 
impulsions  auraient  pu,  des  l'origine  des  temps,  donner  au  groupe 
des  étoiles  les  plus  rapprochées  de  nous  un  mouvement  commun  de 
translation.  Or,  c'est  là  précisément  ce  que  les  recherches  de  M.  Ar- 
gelander semblent  tout  à  fait  infirmer,  et  ce  résultat  est  certainement 
liin  des  plus  curieux  parnu  ceux  auxquels  il  a  été  conduit. 

To.'neVIU    —  >0VBiiBivE   iS-jî.  -^9 
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S'il  devient  possible  un  jour  de  constater  par  les  observations  la  loi 
suivant  laquelle  décroissent  les  composantes  Ç,  2' — £,  S" — ?',..,  /j,  /j' — /;, 
yj"  —  vî',...,  Ç,  Ç' —  Ç,  Ç"  —  Ç',...  à  mesure  que  l'enceinte  stellaire 
augmente  de  diamètre,  on  pourra  supposer  ces  séries  prolongées  à 
l'infini,  en  faire  la  somme,  et  les  résultats  de  ces  sommations  représen- 
teront les  composantes  de  la  vitesse  du  Soleil  par  rapport  au  centre  de 
gravité  du  monde  sidéral.  Alors  seulement  nous  connaîtrons  le  véritable 
mouvement  de  translation  du  Soleil  par  rapport  à  l'univers  matériel. 

Si  un  groupe  restreint  d'étoiles,  groupe  dont  le  Soleil  ferait  lui- 
même  partie,  se  mouvait  d'un  mouvement  commun  par  rapport  au 
reste  de  l'univers ,  on  pourrait  le  reconnaître  dansja  loi  de  succession 
des  quantités  |,  S' — ?,-••,  "/? ,  19' — ^Jv-i  ?>  ?' — Çv?  <î"i  cesserait 
d'offrir  une  série  décroissante  et  régulière.  Toutes  ces  recherches  se 
feraient  d'ailleurs  bien  plus  sûrement  si,  au  lieu  de  classer  les  étoiles 
d'après  la  rapidité  de  leurs  mouvements  propres  apparents,  nous  par- 
venions à  pouvoir  les  distribuer  d'après  le  véritable  ordre  de  leur 
éloignement  de  la  Terre. 

Nnte  sur  la  distribution  des  étoiles  à  inoin>ement  propre  dans  l'espace. 

Le  résultat  de  nos  calculs  assigne  aux  moments  d'inertie  A,  B,  C.  et 
aux  sommes  de  rectangles  a,  b,  c,  les  valeurs  suivantes  [voir  les 
équations  (10)  et  (17)], 

/  A  =  4 1 ,949 ,     a=  —  4,299  , 

(A)  <  B  =  45,149?     b  =  —  1,210, 
'  C  =  54,901 ,     c  =  -\-  3,376. 

Si  les  étoiles  à  grand  mouvement  propre  étaient  uniformément  distri- 
buées sur  la  surface  de  la  sphère  céleste,  en  tenant  compte  de  l'ab- 
sence des  étoiles  voisines  du  pôle  austral  qui  tend  à  rendre  le  moment 
C  plus  grand  que  A  et  que  B,  on  devrait  avoir 

(B)  a  =  ^>  =  c  =  A-B  =  o. 

L'uniformité  de  distribution  n'existe  donc  pas,  et  se  manifeste  sur- 
tout dans  la  valeur  —  4>299  de  la  quantité  a.  Sur  les  soixante  et  onze 
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tonnes  qui  composent  la  somme 

2  (cos  D  sin  D  sin  /R;  =  « , 

quarante-sept  sont  négatifs,  et  seulement  vingt-quatre  ont  une  valeur 
positive;  ce  qui  indique  une  tendance  marquée  des  facteurs  sin  D  et 
sin  /R  à  être  de  signe  contraire  ;  ainsi  les  étoiles  à  grand  mouvement 
propre  sont  généralement  boréales  entre  1 80  et  36o  degrés  d'ascension 
droite,  et  sont  plus  volontiers  australes  dans  l'autre  hémisphère. 

Le  défaut  d'uniformité  est-il  assez  marqué  pour  faire  admettre  l'exis- 
tence d'une  cause  spéciale  qui  l'ait  produit?  Cette  question  pourrait 
être  complètement  résolue,  si  la  lacune  que  nous  offre  encore  l'hé- 
misphère austral  était  comblée.  Néanmoins  l'existence  de  cette  cause 
est  assez  probable.  L'explication  la  plus  simple  qui  se  présente  con- 
siste à  admettre  que  les  étoiles  à  fort  mouvement  propre  sont  distri- 
buées de  préférence  suivant  un  grand  cercle  de  la  sphère.  Il  reste  alors 
à  déterminer  les  noeuds  et  l'inclinaison  de  ce  grand  cercle. 

Pour  pouvoir  exprimer  algébriquement  la  tendance  que  peuvent 
avoir  eue  nos  soixante  et  onze  étoiles  à  se  ranger  sur  un  grand  cercle 
de  la  sphère,  je  supposerai  que  ces  étoiles  sont  distribuées  de  la  manière 

suivante:  une  partie  représentée  par  la  fraction — ^ — sera  distribuée 

uniformément  le  long  de  ce  grand  cercle,  de  sorte  que  la  masse  de  ces 
étoiles  pourra  être  considérée  comme  formant  un  anneau  solide  de 
même  centre  que  la  sphère,  et  d'une  section  transversale  infiniment 
petite;  la  deuxième  partie,  représentée  par   la  fraction  — - — ,   sera 

répartie  à  son  tour  sur  la  surface  de  la  sphère ,  et  sa  masse  sera  censée 
y  former  une  couche  sphérique  infiniment  mince.  La  .sphère  sera  tron- 
quée par  le  parallèle  austral  dont  la  déclinaison,  abstraction  faite  du 
signe,  sera  désignée  par  A.  I/anneau  pourra  être  tronqué  lui-même,  si 
son  inclinaison  sur  le  plan  de  l'équateur  surpasse  l'angle  A.  Il  s'agit 
d'obtenir  les  moments  d'inertie  et  les  sommes  de  rectangles  d'un  svs- 
tème  ainsi  constitué,  de  les  comparer  avec  les  nombres  «les  équa- 
tions (A},  et  d'établir,  s'il  est  possible,  l'identité  entre  les  nombres 
calculés  et  les  nombres  observés,  dont   les  équations  ^  A  .  offrent  les 

59.. 
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valeurs,  en  disposant  convenablement  des  trois  paramètres  arbitraires, 
l'inclinaison  ,  le  nœud  de  l'anneau  ,  et  le  nombre  q. 

Je  ferai  remarquer  d'abord  que,  dans  un  pareil  système ,  la  ligne 
des  nœuds  de  l'anneau  doit  être  l'un  des  axes  principaux ,  l'axe  du 
plus  petit  moment  d'inertie ,  puisqu'elle  jouit  de  cette  propriété  et 
pour  la  couche  sphériqiie  tronquée  et  pour  l'anneau,  que  ce  dernier 
soit  ou  non  tronqué  lui-même.  Ainsi ,  parmi  les  trois  axes  principaux 
du  système  fourni  par  les  équations  (A),  celui  du  moment  mininiuin 
doit  être  couché  sur  le  plan  de  l'équateur. 

Ceci  posé ,  menons  par  le  centre  de  la  sphère  un  axe  qui  vienne  la 
couper  en  un  point  arbitraire,  et  soient  D',  J^',  les  coordonnées  as- 
tronomiques de  ce  point.  Les  cosinus  des  angles*formés  par  cet  axe 
avec  les  trois  axes  qui  correspondent  au  point  équatorial  o'',  au  point 
équatorial  de  &,  et  au  pôle  nord  ,  seront 

cos  D'  cos  J9J,     cos  D'  sin  ITM,     et     sin  D'  ; 

et,  en  nommant  P  le  moment  d'inertie  relatif  à  cet  axe,  on  aura,  par 
une  formule  connue , 

P=  A  cos^D'cos^^'  +  Bcos^D'sin^yR'  +  Gsin=D' 
—  2«cosD'sinD'sin^'  — aècosD'sinD'cos^'— accos^'D'sin.^l'cos.K'. 

Cette  expression  peut  être  simplifiée  par  l'introduction  des  quantités 
auxiliaires  f\  g,  ©,   <];.  Posons,  en  effet, 

a  =^  j  cosç  , 

h  =  y  sin  <p , 

(C)  {  B-A 

—  =êrcos|, 

c  =  g  sin  (]>; 

les  quantités  j\  g  sont  essentiellement  positives  :  9  et  '|  peuvent  va- 
rier de  o  à  36o  degrés.  Nous  trouvons  maintenant 

^^^        1  P  =  C  +  cos^D'  ^^  +  ^-^^  _  ^C0S(2^'  -  +)] 
I  —  2/ sin  D' COS  D' sin  (yR'  +  y). 

Pour  obtemr  les  axes  principaux,   différentions  successivement  cette 
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équation  par  rapport  à  D'   et  par  rapport  à  /R.',  et  faisons 


rfP  _  dv^ 

dD'~~^'        dR' 


nous  aiu'ons 


A4-B— 2C   ,  ,     .      ,, 

^ h  g  COS  (2»    —  -if) 


(E)  cot  D'  -  tang  D'  = y,i„(^.  +  ,) ' 

^,         s  sin(2m'  —  i!() 

(F)  tangD'=^J^^,^^)  ■ 

En  ajoutant  ces  équations,  et  posant,  pour  abréger, 

(  -A  +  B-2C  _^  ^  ^^g  ^^^^  +  ^)=  h  cosx , 

(G)  j  ^ 

\  g  sin  (2  <p  +  ({^)  =  A  sin  /  , 

A  et  /  étant  deux  nouvelles  auxiliaires,  on  trouvera,  toute  réduc- 
tion faite, 

_       Acos(iR'  +  y  — x) 
cot  U    —  ysin(3i'4.^)cos{m'+î)' 

Cette  équation  étant  multipliée  par  l'équarion  (F),  nous  aurons  enfin 

sin  (2  Ji'  —  ^^)  C05  (jR'  +  <p —  X  )  _  /;  . 
(  ")  sin  (;-r'  4-  ?)  cos^  (iR'  -I-  ?)  ?'' 

Si  dans  cette  équation  développée  en  ^' ,  on  change  sni  /R'  en 
cosiR'  tangiR',  on  obtient  une  équation  qui  ne  renferme  plus  que 
tang/R',  et  qui  est  du  troisième  degré.  Ce  résultat  est  connu  depuis 
longtemps  des  géomètres;  mais  l'équation  (H)  me  paraît  préférable 
dans  la  pratique  à  l'équation  algébrique  du  troisième  degré,  à  cause  de 
la  facilité  avec  laquelle  elle  se  prête  au  calcul  logarithmique. 

Une  fois  /R.'  coniui,  on  déterminera  D'  et  P  par  les  équations  iF)  et 
(D).  Au  moyen  des  équations  (H),  (F)  et  (D),  j'ai  trouvé  pour  l'axe  du 
moment  minimum  ,  les  éléments  suivants  : 

ly  =-(-    ii^S&f 

I9J  =     2 16°  56', 

P    =     39,069. 
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Cet  axe  n'étant  pas  situé  dans  le  plan  de  l'équateur,  notre  hypothèse 
ne  saurait  représenter  parfaitement  le  cas  de  la  nature.  J'ai  alors  altéré 
les  valeurs  de  A,  B,  C,a,  h,  c  ,  de  manière  à  ramener  cet  axe  dans  ce 
plan.  Pour  cela,  j'observe  que  la  supposition  D'  =  o  dans  les  équa- 
tions (E)  et  (F)  exige  que  l'on  ait 

JK'  —  —  (f  -h  t  1 80", 
^'=       |  +  ^'i8o°, 

t  et  t'  étant  des  nomlires  entiers.  Or.  le  calcul  des  angles  o  et  'ii  prouve 
que  l'on  a 

i  -!-  o  =  227° 55'  =  180°  +  47° 55'. 

En  conséquence,  j'ai  diminué  l'angle  cp  de  3i°56',7,  et  j'ai  effectué  la 

B  -t-  A 
même  diminution  sur  <^  ;  les  quantitésy,  g,  et  C  n'éprouvent  au- 
cun changement.  Je  trouve  ainsi  le  nouveau  système  de  valeurs 

A  =  4o,4o5  ,  a  =  —  4,28  , 
B  =  46,69  ,  b  ^  -h  1,^6, 
C  =  54,90 ,       c  =  -f-  3,o5. 

Avec  ces  éléments,  je  trouve  pour  la  position  de  l'axe  du  moment 
minimum  , 

J3'  =  o  ,  jÎV.'  =  106"  21'  rîz  90°. 

.Sans  changer  l'axe  des  r,  faisons  comcider  l'axe  des  jc  avec  l'axe  du 
moment  minimum  que  nous  venons  d'obtenir.  Les  quantités  A,  B,  C, 
a,  h  ,  c  deviennent 

iA  =  39,81  .      «  =  -I-  4>46, 
B  =  47.28:.,     /'  =  o, 
C   :=  54,90  ,  f  =  o. 

Le  demi-axe  des  x  positives  vient  alors  aboutu-  au  point  M' ^  i96°2i', 
et  le  demi-axe  des  jc  négatives  au  point  jX)ur  lequel  -^'  =  16°  2 1'. 
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des  deux  derniers  points  donnent  donc  la  position  de  la  ligne  des 
nœuds  de  l'anneau  étoile  sur  le  plan  de  l'équateur. 
Cherchons  maintenant  les  moments  d'inertie 

et  la  somme  des  rectangles  Ijz  du  système  mixte  formé  par  l'anneau 
et  la  couche  sphérique  supposés  tous  les  deux  tronqués  à  la  hauteur 
du  parallèle  austral  dont  la  déclinaison  est  A ,  et  comparons-les  aux 
valeurs  A,  B,  C,  «,  déduites  des  équations  (1).  Dans  ce  but,  je  nom- 
merai l  l'inclinaison  de  l'anneau  sur  l'équateur,  ip  l'arc  troncpié  de 
l'anneau,  son  rayon  étant  supposé  égal  à  i;  cet  angle  -xp  sera  déterminé 
par  la  formule 

iv  \  sin  A 

(K)  cosp  =  ^-. 

Si  I  est  plus  petit  que  A  ,  on  devra  supposer  p  =  o  ,  et  l'anneau  n'é- 
prouvera aucune  troncature.  Faisons  maintenant,  pour  simplifier. 

I  n  —  p  —  sin  »  cos  »  =  ty , 
(  ;r  —  ^  +  sm  ^  cos  /j  =  FI . 

Posons  ensuite  A  =  3o  degrés,  ce  qui  diffère  peu  de  la  vérité:  nous 
trouverons  que  le  résidtat  de  la  comparaison  entre  les  moments  cal- 
culés et  les  moments  observés  pevit  se  résumer  par  les  formules 

^K  ra-(-||7t(/  n -|-nsin'I-f--|-|;r^   __  fi -t-oCOS'I+lTti;  cisinicosi 

,Mj  ^^  _  g  _  -  _  -         . 

Dans  ces  équations,  les  termes  contenant  le  facteur  (j  proviennent  de 
la  couche  sphérique  tronquée;  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  ce 
facteur  proviennent,  au  contraire,  de  l'intégration  des  moments  de  l'an- 
neau. Si  l'on  voulait  conserver  à  la  quantité  A  une  v^Iimii  indétenni- 
née,  il  faudrait  dans  ces  formules  remplacer 

Wnq     par     iCj  -t-  3 sin  A  -t-  sin'A)^, 
er 

\nq     par     ^i/j  -i-  6 sin  A  —  asin'A. ^. 
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Le  dernier  memijre  des  équations  fM)  prouve  que  I  est  plus  petit  que 
90  degrés,  a  étant  une  quantité  positive.  Ainsi,  l'anneau  étant  censé 
parcouru  par  un  astre  à  mouvement  direct,  on  aurait  pour  ses  noeuds 

Q  =  196"  21',      y  =  i6°2i'. 

L'élimination  de  q  entre  les  équations  (jNI^  les  change  en 

211  —  cj  —  CT  cos  2I  211  -(-  cT —  II  cicosal  zj  sin  2I         acj 

B^IÂ  ~  6B  — 5C  ~        ~a         -^  T' 

l'inégalité  qui  termine  ces  équations  étant  destinée  à  exprimer  que  la 
quantité  éliminée  est  nécessairement  positive.  * 

La  valeur  1  =  39  degrés  satisfait  à  fort  peu  près  à  ces  équations,  et 
les  représente  sans  erreur,  si  l'on  applique  à  A  ,  B,  C,  /2  les  corrections 
—  0,12,  4-0,12,  — OjOget —0,10:  on  trouve  ensuitefacilement^=:2, 35. 

Ainsi  on  parviendra  à  représenter  la  distribution  des  étoiles  à  mou- 
vement propre  supérieur  à  o",5,  et  à  reproduire  approximativement 
la  position  des  axes  principaux  et  la  valeur  des  moments  principaux 
(lu  système,  en  prenant  un  nombre  arbitraire  d'étoiles,  mille  par 
exemple,  en  en  répartissant  sept  cent  luie  uniformément  sur  l'in- 
tégralité de  la  surface  de  la  sphère ,  et  les  deux  cent  quatre-vingt- 
dix-neuf  autres  sur  la  circonférence  d'un  grand  cercle,  dont  le  pôle 
boréal  sera  situé  par  5i  degrés  de  déclinaison  et  106  degrés  d'ascen- 
sion droite,  enfin  en  tronquant  la  sphère  étoilée,  ainsi  que  l'anneau  à  la 
hautein-  du  3o'^""'  degré  de  déclinaison  australe. 

Le  grand  cercle  auprès  duquel  paraissent  prédominer  les  forts  mouve- 
ments propres  offre  cela  de  remarquable,  qu'il  n'est  incliné  que  de  20  de- 
grés sur  cet  autre  grand  cercle  que  M.  Mœdier  a  nommé  Véquateuist pi- 
laire (i),  et  qui  représente  la  position  dominante  des  plans  des  orbites 
elliptiques  des  étoiles  doubles;  en  outre,  il  passe  fort  près  du  point  de 
la  sphère  vers  lequel  s'avance  le  système  solaire  ;  des  rapprochements 
dece£;enre  pourront  un  jour  ne  pas  être  sans  importance  dansletndc 
cosmogonique  de  notre  luiivers. 


[*]   Comptes  rfridifi  de  l' Aradémie  de<~  Sriences,  tome  VI,  page  920. 
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S'il  reste  encore  des  doutes  sur  l'existence  d'une  cause  spéciale  qui 
ait  présidé  à  l'arrangement  dans  l'espace  des  étoiles  à  mouvements  ra- 
pides, la  connaissance  complète  des  mouvements  propres  du  ciel  aus- 
tral pourra  seule  les  dissiper.  La  détermination  i\u  grand  cercle  près 
duquel  les  mouvements  rapides  prédominent,  et  celle  de  ses  pôles  que 
l'on  pourrait,  par  contraste,  désigner  sous  le  nom  de  points  de  repos, 
se  feront  sans  difficulté,  la  ligne  qui  joint  ces  deux  points  devant  coïn- 
cider avec  l'axe  d'inertie  auquel  correspond  le  moment  maximum  de 
la  sphère  des  étoiles  à  mouvements  propres.  Si  l'on  mesure  alors  la 
distance  moyenne  angulaire  des  étoiles  aux  pôles  de  ce  grand  cercle, 
en  la  comparant  avec  la  distance  moyenne  57"!  8'  qui  correspond  au 
cas  de  la  distribution  uniforme,  on  aura,  par  des  méthodes  connues, 
la  probabilité  de  l'existence  d'une  cause  spéciale  qui  ait  produit  l'ar- 
rangement observé ,  et  il  sera  convenable  alors  de  rechercher  quelle 
a  pu  être  la  nature  de  cette  cause. 

Le  tableau  suivant  contient,  pour  chacune  de  nos  soixante  et  onze 
étoiles  rangées  par  ordre  d'ascension  droite,  la  valeur  des  trois  com- 
posantes du  mouvement  propre  parallèles  aux  trois  axes  coordonnés, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  perpendiculaires  aux  trois  plans  du  co- 
lure  des  solstices,  du  colure  des  équinoxes,  et  de  l'équateur.  Ces  mou- 
vements sont  relatifs  à  Tannée  1755,  époque  du  catalogue  de  Bradiev, 
donné  par  Bessel  dans  ses  Fundamenta  Astronomiœ.  La  première  co- 
lonne contient  les  termes  sin  aoV  =  —  cosMo^9;  la  deuxième  colonne 
renferme  les  termes  sin^ô'/B^  —  coscfJj,  et  dans  la  troisième  sont 
inscrits  les  termes  sin  y  (?-y  =  —  cos  wâs. 


Tome  VIII.— ^ovEl^BRE  1843  Qq 
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JIOIVEMENT  PROPRE   ANMEL 

MUIVEMLM  PROPRE  A.NMEL       j 

PEBPE 

VDICOLAIBE    AC    PL4.X 

NOMS 

r>ES   ÉTOILES. 

du  colure 

NOMS 

DES   ÉTOILES. 

du  colore 

i 

do  colure 

du  colure 

des 

des 

des 

des 

solstices. 

éqnlDoxes. 

l'éqaalear. 

solstices. 

éqainoxes. 

réqaateur. 

54  Poissons   . 

— o',i5o 

-t-o"4i9 

-1-0,267 

42  Bérénice... 

-Ho, 073 

-o",463 

— 0,l32 

V]  Cassiopée. 

—  0,237 

— i,o56 

-HO  ,260 

43  Bérénice. . . 

—0,208 

— i,oi3 

-0,835  1 

/t  Cassiopée. . . 

—0,421 

-3,568 

-1-0,891 

61  A  ierge 

-HO  ,020 

-.,117 

-t-o,97' 

29  Baleine. .    . 

+0,027 

—0,1 35 

-i-0,469 

70  \  ierge 

-H), 197 

—0,157 

-Ho,5oo 

107  Poissons. . 

-0,299 

-1-0,225 

-1-0,554 

T  Bouvier 

-HO, 189 

-o.M 

—0,082 

T  Baleine 

-0,930 

H-i  ,483 

-o,8;6 

0  Centaure.. .. 

—0,164 

— o,5oo 

+0.540 

ifili  Baleine. .. 

^-0,370 

—0,545 

-HO, 040 

Arcturus 

-Hi,i67 

-0,623 

+  1,8x3 

i  Triangle. . . . 

+0,438 

-0,981 

-HO, 201 

9  Bouvier 

-HO,  ^76 

—0 ,076 

+0,265 

12  Eridan 

-1-0,011 

— 0,541 

— 0,606 

44  Bouvier.. . . 

-HO, 371 

-0,404 

— 0,012 

s  Eridan 

-0,738 

-1-0,624 

-HO,o55 

5  Serpent 

-HO,o32 

+o,oo5 

+0,533 

10  Taureau   . . 

—0,129 

-i-0,I0.1 

-HO.  473 

/  Hercule  .... 

-0.496 

—0,190 

-0,404 

0  Eridan 

-0,117 

—0,104 

-0,773 

•/  Serpent 

— 0,106 

+0,486 

+1,166 

27  Eridan 

-l-o,o4o 

-l-0,24'2 

-'-o.49''> 

;:  Hercule 

-HO,  325 

—0,432 

-0.444  1 

d  Eridao 

—1 ,692 

-HI  ,481 

-H3,3fio 

s  Scorpion.  .. . 

+0,471 

-0,371 

T-0,258 

1  Oriou  .  . . .    . 

-1-0.583 

—  0,225 

-HO, 022 

-A^  Ophiuchus. . 

+0,2.5o 

-0,558 

+0,965 

\ni  Taurea\i..  .  . 

-(-0,828 

—0,217 

— o,o65 

u  Hercule 

+o,o3o 

+o,523 

+o,8o3 

/  Cocher 

-<-o,33i 

— o,5i4 

-Ho,496 

u.  Hercule  .... 

+0,481 

+0 ,289 

+0,634 

y  Lièvre 

-o,33i 

+0,184 

-Ho,35i 

p  Ophiuchns . . 

-0,233 

+o,o58 

+  1,121 

0  Lièvre. .    . . . 

-i-0,235 

-<-0,2l6 

-HO, 614 

)I  Serpent 

+0,604 

—0,008 

+0,601 

Sirius 

-o,.53i 

-HO, 262 

-f-'.49 

■/  Dragon 

-o,5i6 

-HO,27I 

-Ho,ioa 

Proevou  

—0,576 

-0,335 

-t-0,977 

b  Aigle 

—0,620 

-o,363 

— o,73o  ! 

,3  Gémeaux. . . 

-0,596 

-0,278 

-Ho,o5i 

3  Cygne 

-HO,T25 

+o,3io 

-HO, 554  ! 

i  grandeOurse. 

—0,208 

-0,470 

-H0,I92 

T  Dragon 

—  I  ,062 

+1 ,401 

+0,646 

—  Cancer 

— 0,423 

—0,277 

-0,3.52 

y.  Aigle 

—0,482 

-0,294 

—0,451 

S  grande  Ourse. 

—0,272 

—1 ,067 

-HO, 363 

2  Flèche 

-1-0,476 

-HO, 225 

+0,217 

II   petit Linn.. 

-0,378 

-0,673 

-HO, 187 

I''  Cygne 

+0 ,260 

+0,355 

+0,258 

20  petit  Lion.. 

-o,i38 

-o,63i 

-HO, 354 

£  Cygne 

— 0,110 

-0,393 

-o,36i 

20  Sextant 

—0,292 

-0,533 

-0,113 

ri  Ccphée 

+0,463 

—0,541 

—0,39: 

'/.  Coupe 

—0,118 

-0,509 

-0,147 

61  Cygne 

—1 ,528 

-4,180 

— 2,53i 

f  grandeOurse. 

-i-0,208 

-0,569 

-HO,  520 

T  Cygne 

+0,182 

—0,327 

-0,4/4 

83  Lion  

—0,184 

—0,817 

—0  ,25o 

7  Pégase 

— 0,160 

-0,496 

—0,128 

,j  Vierge 

-i-0,086 

-1-0,727 

-HO, 277 

y  Poissons 

—0,176 

-0,714 

— o,oî7 

8  Lévriers  . .    . 

— 0,159 

-0,734 

-0,248 

i  Poissons  .... 

—0,093 

—0,430 

+o,4'4 

/  Vierge 

-T-0,066 

-o,5ii 

-4-0,018 

85  Pégase 

— o,5o6 

—0,748 

-^,9:4 

10  Lévriers.. .  . 

—0,040 

-0,573 

—0,143 

fi  Cassiopée. . . 

-o,i83 

—0,452 

-HO, 011 

33  Vierge 

-i-o,o38 

-i-0,345      -1-0,458  1 

Le  signe  -*-  iodtq 

le  UDedirectic 

n  da  point  équatorlal  0  heu 

■e  au  point  éqoatori 

1 12  heures.. 

..   Premières  colonnes. 

do  point  éqoatorial  6  beor 

es  au  point  équalori 

il  18  henres.. 

. .  Deuxièmes  colonnes. 

da  nord  a 

1 
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Tableau  général  des  notations  employées  dans  le  Mémoire  précédent. 

a,  b,  c,  sommes  de  rectangles  de  cosinus  [î"?//- équations  (9)]. 
e,   nombre  plus  petit  que  i  [vo/r  équation  '  25)]. 

/,  g,  h,  quantités  auxiliaires  de  l'ordre  des  moments  d'inertie  [i'i-//>  équations  (C)enG)]. 
/ ,   rapport  numérique  \yoir  équation  (aS;]. 
/,   intensité  de  la  lumière  d'une  étoile. 
m,  m',  niasses  des  étoiles. 

/>,   moitié  de  l'angle  de  troncature  d'un  anneau. 

</,   rapport  numérique  dépendant  de  la  distribution  des  étoiles  doubles. 
r,  distance  moyenne  à  la  Terre  des  étoiles  dont  le  mouvement  propre  est  égal  à  1    . 
y,  Ss,  as,  arcs  de  mouvements  propres. 
Ss,  mouvement  propre  angulaire  apparent. 
A.ç,   mouvement  propre  angulaire  absolu, 
t,  1! ,  nombres  entiers  arbitraires,  positifs  ou  négatifs. 

u,  V,  tv,  angles  formés  par  l'arc  de  mouvement  propre  apparent  avec  les  trois  demi- 
axes  des  coordonnées  positives, 
.r,  y,  z,  coordonnées  d'une  étoile. 

.\,  B,  C,   sommes  de  carrés  de  sinus,  moments  d'inertie  \yuir  équations  (gjj. 
a,  ascension  droite  d'une  étoile. 

D,  déclinaison  d'une  étoile. 

.Ro,  Du,   ascension  droite  et  déclinaison  du  pôle  parallactique. 

E,  longitude,  ou  ascension  droite,  comptée  sur  l'équateur  parallactique. 
G,   moment  d'inertie  autour  de  l'axe  suivant  lequel  se  meut  le  Soleil. 

H,  J,  L,   petits  nombres  servant  à  mesurer  les  composantes  de  la  vitesse  solaire  \yuir 

équations  (4o)]. 
1,  inclinaison  du  plan  d'un  anneau  sur  l'équateur. 
Iv,   coefficient  constant  de  l'ordre  des  masses. 
RI,  masse  du  Soleil. 

X,  N',  nombres  indiquant  le  nombre  d'étoiles  d'un  groupe  stellaire. 
P,   moment  d'inertie  autour  d'un  axe  quelconque. 
R,  distance  d'une  étoile  à  la  Terre. 

5,  S',  sommes  de  mouvements  propres. 

U,  V,  'W,  angles  formés  par  l'arc  de  mouvement  propre  absolu  avec  les  trois  demi-axe> 

des  coordonnées  positives, 
a,  fi,  7,  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  d'une  étoile  avec  les  trois  demi-axes  des 

coordonnées  positives. 
;,  latitude  ou  déclinaison  comptée  par  rapport  au  pôle  parallactique  et  à  l'équateur 

parallactique. 

6,  temps  de  la  révolution  de  deux  étoiles  d'un  système  binaire,  l'une  autour  de  rauiic. 
).,  angle  d'un  rayon  visuel  stellaire  avec  la  route  du  Soleil. 

rr,  n,  au.xiliaires  [voir  les  équations  ^L  ]. 

60.. 
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p,  vitesse  du  Soleil. 

T,  composante  du  mou\fement  propre,  perpendiculairement  au  plan  passant  par  l'axe 

des  x  et  par  l'étoile. 
1',  composante  perpendiculaire  au  plan  passant  par  l'axe  des  y  et  par  l'étoile. 
Ç,  /;,  ?,  composantes  de  la  vitesse  solaire. 
■f ,  j^,  41,  angles  auxiliaires  [vo/>les  équations  (C)  et  (G)]. 

w,  demi-grand  axe  en  secondes  de  l'orbite  relative  de  deux  étoiles  d'un  système  binaire. 
A,   déclinaison  du  parallèle  austral  qui  limite  les  étoiles  à  mouvements  propres  connus. 
n  indique  les  variations  par  rapport  à  la  sphère  héliocentrique  mobile. 
^  indique  les  variations  par  rapport  à  la  sphère  héliocentrique  iixe. 
2,  î'  indiquent  les  sommes  des  termes  fournis  par  chaque  étoile  du  groupe. 


SUPPLEMENT.! 

Après  avoir  donné,  dans  le  précédent  Mémoire,  les  formules  fonda- 
mentales qui  doivent  servir  à  déterminer  le  mouvement  de  translation 
du  Soleil ,  j'ai  ajouté  que  le  problème  restait  encore  indéterminé,  au 
moins  dans  de  certaines  limites,  à  cause  de  l'ignorance  où  nous  sommes 
au  sujet  des  masses  et  des  distances  des  étoiles  qui  nous  environnent. 
Le  seul  moyen  que  nous  possédions,  en  cet  état,  pour  arriver  à  une 
solution  au  moins  approchée  de  la  question,  est  de  faire  différentes 
hypothèses  sur  ces  éléments,  et  de  combiner  de  diverses  manières  les 
étoiles  auxquelles  nous  devrons  coiuparer  le  mouvement  du  Soleil. 

Une  première  méthode  consiste  à  grouper  ensemble  les  étoiles  a 
grand  mouvement  propre  sans  tenir  compte  de  l'éclat  de  leur  lumière; 
c'est  celle  qui  en  général  a  été  suivie  jusqu'ici,  et  notamment  par 
M.  Argelander,  qui  a  traité  avec  beaucoup  de  soin  cette  question.  On 
peut  alors,  ou  bien  supposer  que  toutes  les  distances  des  étoiles  à  la 
Terre  sont  égales,  ou  bien  faire  varier  cet  élément  en  raison  même  de 
la  grandeur  du  mouvement  propre  observé,  et  suivant  une  certaine  loi 
conventionnelle  fondée  sin-  des  considérations  à  priori.  On  obtient  ainsi 
pour  les  éléments  de  la  translation  solaire,  selon  que  l'on  adopte  l'une 
ou  l'autre  de  ces  deux  hypothèses,  deux  systèmes  divers  de  valeurs 
qui,  comme  je  l'ai  montré  dans  le  Mémoire  précédent,  diffèrent  assez 
peu  l'un  de  l'autre. 

Dans  la  seconde  méthode,  au  contraire,  la  considération  de  la  gran- 
deur du  mouvement  propre  de  l'étoile  est  sacrifiée  à  celle  de  son  éclat  ; 
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on  associe  les  étoiles  d'après  l'ordre  de  leur  grandeur  optique,  et  l'on 
conçoit  que  celles  de  la  première  grandeur  soient  les  plus  proches  de 
nous,  que  celles  de  seconde  viennent  après  dans  l'ordre  des  distances,  et 
ainsi  de  suite.  En  comparant  le  Soleil  au  groupe  artiOciel  ainsi  formé, 
on  en  déduit  pareillement  les  circonstances  tle  son  mouvement  propre, 
et  il  importe  beaucoup  de  savoir  si  les  résultats  ainsi  obtenus  coïnci- 
dent, au  moins  approximativement,  avec  ceux  que  fournit  la  méthode 
précédente.  Si  cette  coïncidence  existe,  la  chance  de  vérité  de  la  solu- 
tion en  est  singulièrement  augmentée.  On  pourrait  concevoir  en  effet 
que  l'apparence  de  mouvement  du  Soleil  vers  la  constellation  dllercule, 
qui  ressort  de  l'examen  des  étoiles  à  grand  mouvement  propre,  est  due 
principalement  à  quelques  étoiles  de  faible  éclat,  peut-être  peu  impor- 
tantes dans  le  système  du  monde,  et  qui  ne  se  distinguent  que  par  cette 
singularité  curieuse  d'un  déplacement  rapide  sur  le  ciel.  On  sait  eu 
effet  que  ce  ne  sont  pas  les  étoiles  les  plus  brillantes  qui  occupent  le  pre- 
mier rang  sous  ce  dernier  point  de  vue  :  Gi  du  Cygne,  u.  Cassiopée, 
cl  Éridan,  etc.,  dont  le  mouvement  est  si  rapide,  sont  seulement  de  qua- 
trième à  cinquième  grandeur,  et  l'on  peut  s'attendre  d'avance  à  ce  que 
leur  introduction  dans  le  groupe  circumsolaire  ,  ou  leur  élimination  de 
ce  groupe,  altérera  puissamment  le  résidtal  du  calcul. 

Or,  l'expérience  faite  prouve  le  contraire,  et  la  considération  du  sys- 
tème des  étoiles  brillantes  mène  aux  mêmes  conséquences  que  celle 
du  système  des  étoiles  à  mouvements  rapides,  quoique  les  deux  groupes 
artificiels  ainsi  formés  soient  composés  d'étoiles  fort  différentes,  à  tel 
point  que,  si  l'on  compare  la  liste  des  soixante  et  onze  étoiles  du  pré- 
cédent Mémoire  avec  celle  des  soixante-deux  étoiles  les  plus  bril- 
lantes, que  l'on  trouvera  à  la  fin  de  ce  Supplément,  on  trouve  que  sept 
seulement  figurent  à  la  fois  sur  l'une  et  sur  l'autre  de  ces  deux  listes. 

Dans  le  travail  actuel ,  j'ai  pris  seulement  en  considération  les  étoiles 
de  première  et  de  seconde  grandeur  situées  au  nord  du  vingt-sixième 
parallèle  de  déclinaison  australe:  elles  sont  au  nombre  de  soixante-deux. 
Je  me  suis  servi,  pour  la  détermination  des  mouvements  propres,  du  ca- 
talogue Rradiey-Bessel  Fundaïucitta  ÀstronomicB\  pourl'année  1735,  et 
du  catalogue  récent  de  cinq  cent  soixante  étoiles  pourl'année  \S^o,  pu- 
blié par  M.  le  professeur  Argelander.  Lorsque  ce  catalogue  ma  fait  dé- 
faut, j'y  ai  suppléé  par  le  second  catalogue  de  Piazzi  :  jai  alors  intro- 
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duit  clans  les  catalogues  de  Bradley  et  de  Piazzi  les  corrections  con- 
stantes des  ascensions  droites  qui  ont  été  ultérieurement  reconnues  né- 
cessaires, c'est-à-dire  que  j'ai  ajouté  i"  à  celles  de  Piazzi.  retranché 
o",5  de  celles  de  Bradley,  et  adopté  les  nouveaux  coefficients  de  pré- 
cession que  M.  Bessel  a  fait  connaître  dans  le  n°  92  des  Nouvelles 
astronomiques .  J'ai  pu  ainsi  calculer  les  mouvements  propres  qui  ne 
m'étaient  pas  fournis  diiectement  par  le  catalogue  de  I\I.  Argelander. 

Ceci  posé ,  je  pars  des  équations  démontrées  dans  mon  précédent 
Mémoire , 

Ki  —  cr,  —  bÇ  —  M. , 

By;  -  cS  -  «Ç  =  ]N  , 

Cç-  b:-an  =  V. 

dans  lesquelles  | ,  v; ,  'Ç  représentent  les  trois  composantes  de  la  vitesse 
annuelle  du  Soleil,  parallèlement  aux  trois  demi-axes  coordonnés  menés 
du  centre  de  la  sphère  au  premier  point  du  Bélier,  au  premier  point  de 
l'heure  III  sur  l'équateur,  et  au  pôle  horéal  de  ce  dernier.  Les  coeffi- 
cients A,  B,  C,  a ,  è ,  c  sont  donnés  par  les  formules 

A  =  I /«( I  —  cos ^  D  cos*  yR) ,  a  ^  1  m  cos  D  sin  D  sin  ^îl , 
B  =  2  m/i  —  cos-  D  sin*  --îV^i,  b  =  Im  cos  D  sin  D  cos  -^  , 
C  =  2  /?2  cos  *  D .  c  ^=  1m  cos^D  sin  iî\.  cos  -^ , 

où  m ,  D  et  .î\.  représentent  pour  chaque  étoile  sa  masse ,  sa  déclinaison 
et  son  ascension  droite,  la  somme  1  s'étendant  à  toutes  les  étoiles  du 
groupe  considéré.  Les  seconds  memhres  M,  N  ,  F  se  déterminent  par  les 
équations 

M  =  2  m  R  cos  D  sin  .'R  o'/R  -h  sin  D  cos  JK  àYi) , 
N  —  2mR(—  cosDcos.R(?.^  +  sin  D  sin  -îVc?D), 
P    =2mR(-  cosDo'D): 

R  est  la  distance  de  l'étoile  au  Soleil,  o^R  son  changement  propre  annuel 

en  ascension  droite,  o^D  son  changement  propre  annuel  en  déclinaison. 
J  ai  considéré  la  masse  m  et  la  distance  R  comme  constantes  pour 

tontes  les  étoiles  du  groupe  que  j'ai  embrassé,  et  supposant  déplus  m 

égal  à  I ,  j'ai  été  conduit  aux  trois  équations 

41,299!  —  3,858/7  ^  o,i53Ç  ^  —  i",5o6R, 
36,393-^  -  3,858 S  -  0,539  c  =  -  4%63oR, 
46,307  c  -f-  0,1 55!  —  0,539  >5  —  4-  5",o42R. 
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La  résolution  de  ces  équations  donne 

?  =  —  o",o49i  R, 
ïj  =  —  o",i3o8R , 
Ç  =  +  o",  1 102R. 

Nommons  maintenant  Do  et  M^  la  déclinaison  et  l'ascension  droite  du 
pùle  parallactique,  c'est-à-dire  du  point  de  la  sphère  vers  lequel  tend 
la  marche  du  Soleil;  nommons  p  la  vitesse  linéaire  de  cet  astre;  on 
trouve  facilement,  pour  l'année  1792,5  , 

Do  =  +38°i6',5, 

yRo  =    249°  2  5',  5, 

p   =    o",i78oR. 

La  position  de  ce  point  diffère  peu  des  anciennes  positions  obtenues;  c'est 
toujours  dans  la  constellation  d'Hercule  qu'il  se  trouve  renfermé  :  cette 
fois  il  tombe  à  petite  distance  de  r,  Hercule.  Le  coefficient  o",  1 78  prouve 
qu'à  la  moyenne  distance  des  étoiles  de  première  et  de  seconde  gran- 
deurs, leSoleil,vu  normalement  à  la  trajectoire  qu'il  décrit,  doit  paraître 
se  mouvoir  annuellement  d'une  quantité  angulaire  égale  à  o",  178. 

Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  que  M.  Othon  Struve,  le  fils  du 
célèbre  astronome  de  ce  nom ,  vient  d'obtenir  dans  un  travail  récent 
et  fort  étendu  sur  cette  même  question.  Au  lieu  de  se  borner  comme 
moi  aux  étodes  des  deux  premières  grandeurs,  M.  Struve  en  a  pris,  il 
est  vrai,  un  nombre  beaucoup  plus  considérable  (  quatre  cents),  de 
sorte  que  ses  résidtats  et  les  miens  ne  sont  pas  rigoureusement  com- 
parables; mais  nous  savons  déjà  ,  par  les  recherches  de  M.  Argelander 
que,  passé  une  certaine  limite  numérique,  par  exemple  trente  a  qua- 
rante, le  nombre  plus  ou  moins  grand  des  étoiles  qui  composent  le 
système  circiunsolaire  ouquel  on  s'arrête  influe  peu  sur  la  direction 
obtenuepour  le  mouvement  cherché.  M.  Struve  et  moi  avons  donc  dû 
arriver,  à  peu  de  chose  près ,  à  des  résultats  identiques. 

Nommons  R,  la  distance  moyenne  des  étoiles  de  première  grandeur, 
Rj  celle  des  étoiles  de  seconde  grandeur,  et  admettons,  avec  M.  Struve, 
que  l'on  ait 

Rj  —  1,71  R,  ; 
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soit  toujours  R  la  distance  moyennepour  le  groupe  des  soixante-deux 
étoiles  que  j'ai  considérées,  et  qui  se  compose  de  treize  étoiles  de  pre- 
mière et  de  quarante-neuf  étoiles  de  seconde  grandeur,  on  aui'a 

R  —  49R:  -H  i3R. 
^  —  fia 

cette  valeur  et  celle  de  Rj,  substituées  dans  l'équation  en  p,  donneront 

p  =  o",278R,. 
M.  Struve  trouve 

p  =  o",339R,. 

La  différence  est  de  l'ordre  de  celles  auxquelles  on  pouvait  s'attendre, 
et  si  l'on  adopte  poiu*  p  la  valeur 

p  =  o",3i  R,  , 

intermédiaire  entre  les  deux  précédentes,  l'erreur  o",029  surpassera  î\ 
peine  l'erreur  probable  o",025,  que  M.  Struve  assigne  lui-même  à  sa 
détermination . 

Je  passe  à  l'examen  du  rapport  de  grandeur  entre  le  mouvement 
propre  du  Soleil  et  le  mouvement  propre  moyen  des  principales  étoiles 
qui  l'entourent.  Pour  cela ,  je  nomme  rh  le  mouvement  propre  observé , 
et  As  le  mouvement  propre  réel ,  c'est-à-dire  tel  qu'il  serait  vu  du  So- 
leil fixe  :  j'ai  démontré,  dans  mon  précédent  Mémoire,  que  l'on  avait 

zmR^As-  =  Im'R^&s-  —  Gp\ 

G  représentant  le  moment  d'inertie  des  étoiles  supposées  placées  à  la  dis- 
tance 1 ,  et  pris  autour  de  l'axe  qui  se  confond  avec  la  trajectoire  solaire. 
Ce  nombre  G  est  lié  aux  quantités  A,  R,  G,  a,  è,  c ,  Dp  ,  îV„  ,  par  la  re- 
lation suivante , 

G  =  G  -I-  cos-Dq gcoi,[iifs.^  —  6) 

—  2/ sin  Dq  cos  Do  sin  (^o  +  9^ 

Dans  cette  équation,  j,  g,  ç,  ij/  sont  des  auxiliaires  qui  se  déduisent 


I 
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préalablement  des  équations 

f  ,        B  — A 

J  cos  ç  =  a ,       g  cos  (|/  =  , 

y  sin  (p  =:;  6,      g  sin  (j;  z=  c. 
On  trouve,  tout  calcul  fait,  clans  le  cas  présent, 
G  =  39,444. 
Le  calcul  de  2/mR'c?^*   n'offre  aucune  difficulté,  et  donne 

lmV.''às-  =  ii,2238R=sin^  i", 
et  l'on  trouve  enfin 

2/?iR-Ai''*  =  9,9746  R^  sin- I  '  ; 

de  telle  sorte  que  le  mouvement  propre  du  Soleil  augmente,  mais  en 
apparence  seulement,  la  somme  des  forces  vives  stellaires  dans  le  rap- 
port de  8  à  9. 

Ceci  nous  permettra  de  déterminer  avec  un  degré  suffisant  d'exacti- 

tude  le  rapport  —r--  Lorsque  l'on  a  deux  séries  parallèles  de  termes 

positifs , 

a,  /3,  7,.  ..,       a',  |3',  y,.  .., 

termes  que  l'on  peut  concevoir  rangés  entre  eux  par  ordre  df  ^al(  ur 
décroissante,  on  a  aussi,  à  fort  peu  prés, 


g'+  P'  +  7'.-.  _   /g  -+-  ^  -t-7--y 


SI  le  nombre  de  ces  termes  est  considérable,  et  si  les  rapports  binaires 

ji  ^»  — ,  •  ■  •  ne  s'éloignent  pas  beaucoup  d'être  égaux  entre  eux  ;  cette 

proposition  n'est  d'ailleurs  vraie  d'une  manière  générale  que  dans  le 
cas  où  l'on  aurait  rigoureusement 

a_   _  £    _    7_ 
Tome  VIU.  —  Novembbe  i843-  gl 
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Nous  aurons  donc,  dans  le  cas  présent , 

ih  -\  11,2238  ~  "'9427- 
Or,  le  calcul  direct  de  I^s  donne 

lâs  =  i4",5i5; 
donc  aussi, 

làs  =  1 3",683  ; 

d'où  l'on  déduit  enfin 

i3",683 
A-j^  =  — ^ =  o  ,2207, 

02  '         /  ' 

% 
en  représentant  par  A 7V  le  mouvement  propre  mojen  des  étoiles,  vu 

du  Soleil  en  repos.  Il  s'agit  ici  du  seul  mouvement  parallèle  à  la  surface 
héliocentriqiie;  l'autre  composante  du  mouvement  absolu  d'une  étoile, 
celle  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  héliocentrique ,  échappe  totale- 
ment à  nos  observations.  Il  faut  donc  ,  pour  obtenir  le  mouvement  to- 
tal, multiplier  A^i^  par  un  facteur  A'  plus  grand  que  l'unité.  Mais  quelle 
est  la  valeur  de  ce  facteur?  Pour  la  déterminer,  on  peut  employer  les 
considérations  suivantes.  Décomposons  l'un  quelconque  des  mouve- 
ments propres  à.s  en  deux  composantes  perpendiculaires  au  rayon  vi- 

suel  et  égales  entre  elles;  chacune  d'elles  aura  pour  valeur  -r::  la  troi- 
sième, normale  aux  deux  autres,  peut  être  indifféremment  plus  grande 

OU  plus  petite;  nous  la  supposerons  égale  à  -p ,  et  la  résultante  générale 

\  -^ 
devient  alors 

Le  facteur  cherché  sera  donc  A-=i,225.  Par  d'autres  considérations, 
on  trouverait  k—  1,27.  On  voit  qu'il  reste  de  l'arbitraire  dans  cette 
détermination;  mais  en  adoptant  A=  i,25,  on  s'écartera  peu  de  la 
vérité.  Donc,  pour  la  moyenne  vitesse  angulaire  des  étoiles  observées 
suivant  les  normales  à  leurs  trajectoires,  et  à  une  distance  moyenne 
R,  on  aura,  en  nommant  Mr  cette  vitesse  moyenne, 
Aiir  =  o",276. 
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Nommons  de  même  A©  la  vitesse  angulaire  du  Soleil  observé  à  une 
distance  R  et  suivant  un  rayon  visuel  normal  à  sa  route;  nous  aurons 


A0=£ 


o",i78; 
donc  enfin  , 

à-fr  :  àQ  ::  o",-276  :  o",i78  ::  i,55  :  r. 

11  est  digne  de  remarque  que  ce  rapport  diffère  à  peine  du  nombre 
que  j'avais  obtenu  dans  le  Mémoire  précédent,  en  introduisant  les 
seules  étoiles  à  grands  mouvements  propres  dans  le  calcul  de  la  marche 
du  Soleil. 

M.  O.  Struve  a  trouvé  pour  le  rapport  A-f^  '.  AO  un  nombre  plus 
grand  encore,  puisque,  selon  lui,  ce  rapport  égalerait  2,4.  Ne  con- 
naissant de  son  Mémoire  que  la  courte  analyse  donnée  dans  le  n"  4^5 
des  ]\ouvciles  astronomiques ,  il  m'est  difficile  de  pouvoir  dire  d'où  peut 
provenir  une  telle  différence,  si  elle  rt-sulte  de  la  diversité  de  nos  modes 
de  groupement  des  étoiles,  ou  si  elle  ne  dériverait  pas  plutôt,  soit  de 
quelque  erreur  de  calcul  commise  par  l'un  de  nous,  soit  des  mé- 
thodes ou  hypothèses  différentes  que  nous  avons  adoptées.  On  doit 
aussi  se  rappeler  que  M.  Argelander  avait  conclu  de  ses  recherches  que 
ce  rapport  était  au  contraire  plus  faible  que  l'unité.  Ces  divergences 
dans  la  détermination  de  cet  élément  prouvent  combien  cette  partie 
de  la  question  est  délicate;  elles  doivent,  ce  me  semble,  attirer  sur  ce 
point  l'attention  des  calculateurs. 

Quant  aux  résultats  relatifs  à  la  direction  du  mouvement  solaire,  ils 
peuvent  être  considérés  comme  concordants.  Je  réunis  ici  les  cinq 
systèmes  de  valeurs  que  l'on  a  déduits,  pour  l'an  1800,  de  la  considé- 
ration d'un  nombre  un  peu  grand  d'étoiles  circumsolaires 


D« 


-VRnEI.ANDF.r.  , 

par  7 1  * 
à  mouvcmeDt 
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>.57<'54' 
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M.  O.  Strnve  a  supposé  dans  ses  calculs  que  les  distances  des  étoiles 
étaient  précisément  celles  nécessaires  pour  qu'à  égalité  d'éclat  absolu, 
elles  brillent  dans  le  ciel  avec  l'éclat  relatif  que  nous  leur  connaissons. 
Dans  les  miens,  au  contraire,  m'étant  borné  aux  étoiles  de  première  et  de 
seconde  grandeurs,  j'ai  supposé  toutes  les  distances  égales  entre  elles; 
comme  les  différences  en  éclat  absolu  diminuent  un  peu  la  constance 
de  la  loi  qui  lie  la  distance  à  l'éclat  relatif,  la  vérité  doit  se  trouver 
entre  les  résultats  de  ces  deux  méthodes.  Pour  le  prouver,  en  prenant 
un  cas  très-simple ,  concevons  que  les  étoiles  se  partagent  en  deux 
séries  de  même  force  numérique  :  l'une  à  éclat  absolu  égal  à  t,  l'autre 
à  éclat  absolu  égal  à  |^,  et  qu'elles  soient  réparties  autour  du  Soleil 
sur  des  surfaces  de  sphères  concentriquement  emÎDoîtées,  et  dont  les 
rayons  soient  successivement  égaux  à  i ,  2,  3,  4)  ••  •  ?  de  telle  sorte  que 
le  nombre  des  étoiles  réparties  sur  la  première  surface  soit  in,  celui 
des  étoiles  de  la  seconde  4-2n  ^  8«;  celui  de  la  troisième  g.an  =  i8^*, 
et  ainsi  de  suite.  Nous  obtiendrons  le  mode  suivant  de  groupement 
des  étoiles  disposées  suivant  l'ordre  de  leur  éclat  relatif,  savoir  : 
Éclat  relatif  =    i    .  . . .        n  étoiles  à  la  distance   i . 

=:   j    .  .  .  .         n  étoiles  à  la  distance    i    et     4"^  '*  '•''  distance  2. 

=  ^    ....      9«  étoiles  à  la  distance  3. 

:=r  7g  . .  .  .     4  "  étoiles  à  la  distance  2  et  1 6  /?  à  la  distance  4- 

=  yj  ....  25  «  étoiles  à  la  distance  5. 

=  y^  .  . .  .     g/2  étoiles  à  la  distance  3  et  36 «  à  la  distance  6, 
etc. 

Les  distances  moyennes  des  étoiles  appartenant  à  ces  six  classes  seront 
respectivement  1,(1,8),  3,(3,6),  5,(5,4),  au  lieu  d'être  égales  à  1,2,  3, 
4 ,  5,6,  comme  le  veut  la  loi  du  carré  des  distances  rigoureusement 
interprétée.  On  peut  faire  une  multitude  d'hypothèses  différentes  sur 
l'amplitude  des  variations  de  l'éclat  absolu ,  et  sur  le  mode  de  distri- 
bution des  étoiles  suivant  les  diverses  valeurs  de  cet  éclat;  quel  que 
soit  le  mode  qui  représente  la  nature ,  les  carrés  des  distances  moyennes 
réelles  des  étoiles  classées  par  ordre  de  grandeur  optique  décrois- 
sante devront  toujours  suivre  une  progression  ascendante  moins  ra- 
pide que  la  raison  inverse  de  cette  grandeur  optique;  de  la  sorte,  si 
l'on  nomme  R  la  distance  moyenne  des  étoiles  à  éclat  apparent  égal 
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à  l,  la  formule   qui  lie  R  à  /  clans   le  système  du   monde,    doit  se 

trouver  comprise  entre  les  deux  formules    R  =:  — p^    et   R  =  const. 

'  S' 

Mais  probablement  le  véritable  mode  de  la  nature  se  rapproclie  beau- 
coup plus  de  celui  qu'indique  la  première  de  ces  deux  formules. 
M.  O.  Struve  a  basé  ses  calculs  sur  la  première  de  ces  deux  hypo- 
thèses; j'ai  au  contraire  adopté  la  seconde,  et  l'on  remarquera  que  les 
résultats  déduits  de  ces  liyj)othèses  extrêmes  s'accordent  assez  exac- 
tement entre  eux  :  les  vrais  éléments  de  la  translation  solaire  devront 
donc  être  compris  entre  les  limites  ainsi  obtenues,  mais  plus  rappro- 
chés cependant  des  nombres  auxquels  M.  O.  Struve  est  arrivé. 

La  faible  incertitude  qui  règne  encore  à  l'heure  actuelle  sur  le  coef- 
ficient de  la  précession  des  équinoxes  peut  aussi  influer  sur  l'exacte 
détermination  du  mouvement  solaire.  Je  nommerai  ts  la  valeur  admise 
pour  ce  coefficient,  savoir,  jo",a235  pour  l'an  1800,  et  (1rs,  l'erreur 
dont  il  reste  affecté.  Eji  introduisant  dans  le  calcul  des  mouvements  pro- 
pres le  nouveau  coefficient  r^  +  drs,  les  ascensions  droites  des  étoiles, 
calculées  pour  l'époque  du  second  catalogue  d'après  les  nombres  du 
premier  que  je  supposerai  précéder  celui-ci  de  n  années,  augmente- 
ront de 

Jidzs  (cos  w  +  sin  m  sin  ^  tang  D  , 

et  les  déclinaisons  augmenteront  de 

ndis  sin  w  cos  J9\. , 

w  étant  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur  l'équateur. 

Les  mouvements  propres  annuels  c^^îV  el  c?D  de  l'étoile  que  l'on 
considère  se  changeront  donc,  par  suite  de  l'introduction  du  petit 
terme  dzs ,  en 

(?yR  -I-  <;/c?yR  =:  «"-/R  —  drx  (COs  w  +  sin  w  sin  /R  tang  Di, 
et 

(?  D  -f-  r/c?D  =r  (?D  —  f/w  sin  ',j  cos  .1\ . 

Ces  changements  altéreront  les  termes  connus  M,  N,  P  de  nos  équa- 
tions fondamentales,  et  les  corrections  f/3I,  r/N,  dV  seront  données 
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pai  les  formules 

riyi^  —  cos(.yclzôl}nRsin  M.  cosD  —  sinM  HzalmRsinD, 
^N  =  +  cos  u  dzô  1  m  Rcos  M  cos  D , 
dp  =  -\-  sin  'ji dzô  1  inRcos JK  cosD. 

Sans  eEFectuer  les  calculs  indiqués  par  ces  équations,  il  est  facile  de 
voir  que  les  facteurs  SmRsiniîl  cosD,  I/ziR  siD.îV.sin  D  ne  sauraient 
être  des  nombres  considérables,  à  cause  du  passage  successif  de  ^îV  par 
toutes  les  valeurs  possibles  de  o  à  36o  degrés ,  et  des  alternances  de 
signe  qui  en  résultent;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  somme 
I/raRsinD,  parce  que  l'angle  D,  à  cause  de  l'omissipn  d'une  partie  des 
étoiles  australes,  varie  seulement  entre  —  3o  degrés  et  +  90  degrés. 
Pour  un  nombre  K  d'étoiles  également  réparties  sur  la  zone  céleste  que 
nous  observons,  ce  terme  doit  converger  à  peu  de  chose  près  vers  la 
valeur  j  K  niR,  m  et  R  étant  supposés  constants.  Les  coefficients  a,  b,  c 
de  nos  équations  fondamentales  étant  petits  comparativement  à  A,  B,  C, 
lesquels  convergent  (A  du  moins)  vers  la  valeur  0,61  R«i,  les  correc- 
tions dr, ,  dÇ  seront  presque  nulles,  et  l'on  aura  assez  exactement 

,^        rfM        — sinw.  rfd.-j-Km  R  /- /  tv    i 

ai  =  — —  = ^-;r^ =  —  0, 104  R  «ar. 

^  A  0,61  K/« 

Ainsi,  pour  dzs  =:  o",oi,  on  aurait 

d%-=  —  o',oo33  R, 
et,  par  suite, 

I  =  —  o",o49i  R  —  o",oo33  R  =  —  o",o524  R- 

L'augmentation  du  coefficient  de  la  précession  tend  donc  surtout  à 
augmenter  la  composante  solaire  dirigée  vers  le  point  équinoxial  d'au- 
tomne ,  et  l'on  peut  calculer  qu'à  chaque  centième  de  seconde  d'aug- 
mentation, l'ascension  droite  du  pôle  parallactiqne  diminuera  d'en- 
viron 38',  et  sa  déclinaison  de  -';  ainsi,  nous  pouvons  affirmer  que 
cette  cause  produit  au  plus  un  degré  et  demi  d'erreur  dans  la  posifion 
de  ce  point. 

Je  terminerai  en  rappelant  que,  pour  détermmer  exactement  le  coef- 
ficient de  la  précession ,  il  faut,  comme  l'a  prouvé  31.  O.  Struve,  tenir 
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compte  delà  translation  du  Soleil.  En  effet,  cette  translation  occasionne 
dans  les  étoiles  un  mouvement  relatif  inverse  dont  les  composantes 
sont  ~  ^,  —  yj  ,  —  Ç.  De  ce  mouvement  relatif  peut  naître  une  pré- 
cession  apparente,  qui  se  manifesterait  lors  même  que  l'équateur  et 
l'écliptique  seraient  parfaitement  6xes.  Il  faut,  pour  la  détruire,  ra- 
mener les  étoiles  en  arrière  précisément  de  cette  "même  quantité  ;  de 
ce  déplacement  dans  l'espace  il  résultera  un  changement  d'.'K  dans 
l'ascension  droite,  et  un  changement  rl'T)  dans  la  déclinaison;  on  les 
obtiendra  par  les  formules 

d'M.  ^  —  sin  jî^  —  -h  cos  yR  ^ , 

d'D  =  —  sin  D  cos  ^  ^  —  sin  D  sm  /R  -  -h  cos  D  }• 
R  R  R 

On  devra  ajouter  ces  quantités  aux  variations  annuelles  observées  de 
l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison.  Ce  sont  ces  variations  ainsi  cot- 
rigées  que  l'on  devra  introduire  dans  les  équations  de  condition  des- 
quelles se  déduit  le  coefficient  de  la  précession  :  il  en  résulte,  d'après 
M.  O.  Struve,  une  correction  positive  de  ce  coefficient  ,  laquelle  aug- 
mente sa  valeur  de  o",oi  3  ;  cette  fraction  est  tres-appréciable  dans  l'état 
actuel  de  précision  des  déterminations  astronomiques. 

Le  tableau  suivant  offre,  poiu-  chacune  des  soixante-deux  étoiles  <le 
notre  groupe  circumsolaire,  les  trois  composantes  de  leur  mouvement 
propre  annuel.  Ce  tableau  est  d'ailleurs  entièrement  semblable  à  celui 
tie  la  page  474  <!*?  c''-  vohune. 
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1 

MOr»THEXT  PROPKE  .\>M-EL. 

1 

MOL  VEME.NT  PROPRE  A.NNCEL       || 

! 

PERrE^DICCLAïaE    AC 

PL4X 

PEEPE 

NDICCLAIBE  AC 

p,j^^ 

.NOMS 

T       ^         - 

^ 

.NOMS 

_ 

_           ,             _ 

_ 

I»ES   ÉTOaEâ. 

da  colore 

da  colore 

DES    ÉTOILES. 

do  colore 

do  colore 

des 

des 

des 

des 

solslices. 

êqnînoxes. 

reqaatcar. 

solsrtces. 

êqoiDOies. 

l'éqnaleor 

'  ;  Cassiopée     . 

-o"l66 

-0:514 

-HO, 102 

S  Lion ...... 

-T-o",o99 

-HO, 075 

-rO,I27 

•/  Pégase 

— 0,O02 

—0,043 

-HO, OU 

'i  Lion 

—0,021 

-0,498 

-HO, 090 

î  Baleine 

-r-o.oig 

—0,193 

—0,027 

7  grandeOurse. 

-1-0,014 

-HO, 110 

-HO,  004 

'l'olaire. 

-i-o.-.3i 

-o,03; 

— 0,001 

^  Corbeau. . . 

—0,009 

—0,181 

-HO, 068 

:  Andromède  . 

—0,009 

— 0,201 

-i-o,o6i 

£  grande  Ourse. 

-HO, 080 

-Hî,o83 

-Ho,o6r 

■/  Andromède  . 

—0,020 

— o.oSg 

-t-0,041 

12  Lévriers. . . 

-HO  ,012 

— 0,23l 

—0,042 

V.  Bélier 

-i-o,o5o 

-0,199 

-1-0,127 

a  Vierge 

-1-0,008 

-0,375 

-HO,  028 

y.  Baleine 

— 0,010 

^0,001 

-HO,  107 

Ç  grande  Ourse. 

—0,024 

-H0,iD7 

-H0,019 

,5  Persée 

—0,028 

-1-0,067 

— 0,OÎI 

ij  grandeOurse. 

-H0,058 

—0,067 

-HO .020 

a.  Persée 

-i-0,008 

— 0,057 

-HO,o32 

Arcturus 

-HO ,637 

-0,584 

-HI ,840 

7  Eridan 

-1-0,049 

—0,009 

-HO, "75 

a  Balance 

-HO, 034 

— o,o5S 

-HO,o32 

K  Taureaa 

-)-o,o5i 

-0,074 

-HO, 161 

;3  petite  Ourse. 

-HO,o52 

-HO, 007 

-Ho,0ii 

K  Cocher 

-i-0,020 

—0,321 

-HO,  298 

,3  Balance 

-HO ,078 

—0,068 

— o,o3i 

,3  Orioa 

-i-o,oi8 

— o,oo3 

-HO, 010 

a  Couronne. . . 

-0,087 

-HO.Io'l 

-:-0,o52 

3  Taureau 

-i-o,o52 

—0,106 

-HO,  174 

a  Serpent .... 

— 0,146 

-i-0,097 

—  0,067 

■/  Orion 

-i-o,o63 

— 0,016 

-Ho,o3. 

[i  Scorpion  . . . 

-HO ,02D 

-HO,o36 

— o,o36 

1  i  Orion 

-i-o,o44 

—0,007 

-HO, 046 

a  Scorpion  . . . 

—0,025 

-1-0,002 

-HO,O07 

1=  Orion 

—0,004 

-t-O,O0I 

0,000 

,1  Hercule  .... 

^,097 

—0.045 

— o,oo3 

r  Orion 

-i-0,088 

— 0,011 

-HO, ou 

>!  Ophiuchus . . 

—0,022 

-.-0,041 

— 0,123 

,5  Cocher 

-^0,001 

—0,022 

-HO, 022 

a  Hercule  . , . . 

— o,oo3 

— o,oi5 

—0,039 

st  Orion 

-i-o,o5o 

— o,oo3 

— 0,001 

a  Ophiuchus    . 

-0,088 

-Ho,o56 

-HO, 186 

,3  grand  Chien. 

—0,021 

-i-o,oa5 

-HO  ,080 

^  Dragon 

-HO, 014 

—0,008 

— o,oo5 

Sirius 

— o,556 

-i-0,263 

-Hi,i77 

7  Dragon 

—0,024 

— 0,027 

-HO, 022 

Caslor 

-HO,  064 

-Hi,o43 

Vêpa 

-0,198 
—0,476 

n   *>  1 1 

Procyon  

—0,590 

-0,353 

«  Aigle 

—0,287 

-o,385 

[PoUux 

-0,558 

— o,285 

-HO, 076 

«  Cjgne 

-HO  ,001 

— o,oo3 

—0,004 

la  Hydre 

—0,011 

—  0,023 

-0,044 

t  Pégase   

— o,o3o 

—0,062 

—0,078 

st  Lion 

—0,134 

—0,220 

— o,oi5 

K  Verseau 

-HO  ,002 

-Ho.oo3 

—0,007 

•/  Lion 

-^0,173 

-r-0,224 

-HO, 127 

,3  Pégase 

-rO,0I0 

—0,211 

_o,i35 

,5  grande  Ourse. 

^-0,004 

-,-o,i3i 

— 0,023 

'J-  Pégase 

—0,023 

—0.074 

-HO  ,004 

a  grande  Ourse. 

-^0,042 

— o,i34 

^0.041 

y.   Andromède. 

—  0.069 

— 0 . 1 40 

-HO,  128 
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SUR   QUELQUKS    FORMULES 


BELATIVES 


A    LA    THEORIE   DES    INTEGRALES    EULÉRIENNES 
Par  J.-A.   SERRET. 


I .  Je  me  propose  de  donner  une  démonstration  simple  de  cpielques 
formules  fréquemment  employées  dans  l'Analyse,  en  les  rattachant  au- 
tant que  possible  à  la  théorie  si  féconde  des  intégrales  eulériennes. 

Soit 

ou  aura  identiquement 


mP 


m  étant  une  quantité  positive ,  ou  au  moins  de  la  forme  a  -+-  ê  y  —  '  ' 
a  étant  positif. 

Si  l'on  fait 

m  =^  a  -\-  j\l—  i, 

l'équation  précédente  donne  lieu  aux  deux  équations  distinctes 

(i)  I      e'"-^  cas  jx  xP-^  dx  =  -^  cos'' (f.  cos pcj, , 

Jo 

Je  r  (  c' 

'      e~"  sin  jx  x''~*dx  =  -^  cos''©  sin  po  ; 

fornudes  dans  lesquelles  on  suppose 

j-  =:  a  tangç. 

2.  Si  l'on  multiplie  l'équation  (1)  par 


dx  f/y 


(1  +r')"  cos'?  (!-(-«' tang'cf)" 

Tome  VIII.  —  DErEfcnE  i8i3. 


Gu 
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et  qu'on  intègre  ensuite  depuis  J  =^  o  jusqu'à  j  ■=  x,  ou  de   9  =  0 

à  ijj  =  - ,   on  aura 

Or,  j'ai  démontré  (page  20  de  ce  volume)  que  l'on  a,  quel  que  soit  ti, 

l'équation  précédente  deviendra  donc 

[r(«)l-Jo  Jo  ^ 

d'où  l'on  tire 

1    U4-«nang»"^?-r(;,)[rWpI    1    ^  ^      (^+^)      ^-      ^^^^• 

Soit 

z=  xt ,       d'où       <7:  =r  jc^i; 

l'équation  précédente  deviendra 

L'intégrale  du  second  membre  relative  k  x  a  pour  valeur 

r(2«+/>—  i) 
(0+1  +  2?}="+/'-'' 

donc 

p  cos^-<pcos/^9  .    ^        p_,  ^(2/^+;,-l)    Ç  «     /"-(,+.)>-■ 
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Si  Ion  fait  n  =1',  cette  formule  devient 

D'ailleurs 


/•"     ^"-'^/^      ^  r(/')r( 


•{PÏ- 
■P)' 
donc 


/     cos''^''""^  ç  .cos/J9f^9 


2='"+''-'  r(/2)  r(«  +  /»)' 
Si  l'on  fait  p  +  in  —  1  =  </,   cette  équation  devient 


C'est  la  même  que  j'ai  donnée  page  6  de  ce  volume,  et  qui  a\ait  été 
démontrée  différemment  par  MM.  Cauchy  et  Binet  [*]. 
Si  l'on  fait  (j  =  p,  on  a  la  formule  donnée  par  Poisson , 

(5)  /     cos''ç)  COS  p<^(l<f  =   — ^. 

3.  Si  /<  =  I,  l'équation  (3)  devient 

7r 

Jg     cos'y -I- a' sin'y     ^  2  {a -h  i)f 

qui  comprend  comme  cas  particulier  la  précédente. 
L'équation  (6)  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

TZ 

p  {ca&<,e9^-^Y  +   (cos  y  g-f^^  )''  ^^     _  ,r  /    a    y 
v'o  COS  '(j)-4-rt'sin'<j>  '         n\^a-(-iy" 

[*]  Mémoire  de  M.  Cauchy  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imagi- 
naires ,  et  Mémoire  de  M.  Binet  sur  les  intégrales  eulériennes.  {Jmtmal  de  l'Écnl,-  Po- 
lytrc/inU/ue,  xxvi"  cahier.) 

6u. 
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Si  donc  F  (z)  représente  une  fonction  développable  en  série  conver- 
gente suivant  les  puissances  positives  de  z,  on  aura 

(^^  pF(cosy6■P^^)+F(cosy<;-y^/^)    ,     ^TTp/     a     \ 

^'  Jq  cos' cp  +  a=  sin'î  ^        a     \a-(-i/ 


et  si     rt  =  I , 


(8)  p[F(cos9e''*^)+F(cos9e"''^)]r/9  =  nF(i\ 

i/o 

Les  deux  formules  (7)  et  (8)  feront  connaître  un  grand  nombre  d'in 
tégrales  définies. 

Si ,  par  exemple ,  on  pose 

F(z)  =  e*'"^     et     2(j3  =  9, 

les  équations  (7)  et  (8)  donneront 

^"^  Jg       cos- ^0 -h  a' sia-ji 


=  -  e 


X^       mcosO 
e  cos{m  sm  0)  ctQ  =  n. 

Celte  dernière  fornuile  a  été  donnée  par  Poisson,  au  XIK^  cahier  du 
Journal  de  l'École  Polytechnique,  p.  493. 

4.  Si  l'on  multiplie  les  équations  (i)  et  (2)  par 
j''-<./j=anang^-'9^^, 

et  qu'on  intègre  ensuite  de   _7"  =  o  à  jr  =z  ao,  il  vient 
I    g-^-^jT^-'rtlr  /     cosxj  j^~*  dj  = -j^  I    cosP'^'~*ifsin''~' (pcospodf, 

et ,  en  ayant  égard  à  la  formule  connue 


f    e--"-'  '-*  j'^-'  dj  =  - 

t/o 


xi 
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on.  en  tire  aisément 


(i  i)         1     cos''~*~'  y  sin''"'  '^  cos/jç  f/ç)  =  —--- 


(/>) 


i)         Pcos/'-^-'^sin»-'  y  sin  py  flfç?  =  ^  ^ i^^, 


rM;-(/'-^),inZf. 


Si  dans  les  équations  (11)  et  (12)  on  fait  successivement  7  =  1  ''t 
tj  ^=  p  —  t,  on  a  les  quatre  formules  suivantes,  que  j'ai  déjà  données 
par  différents  moyens  : 


i      cos''"^  9  cosy  r/ç;   =   o  , 
/     cos''""  f  sin  p'j  d^ 


p  —  t 


X-  sm 

sin''"^  0  cos  ^^  (/ 


/'  — ' 

P  ■ 


i  ^  sin''"*  9  sin  /; 9  (/y   =  — ^_^"  ■ 
Si  dans  l'équation  (12)  on  fait  7  =  0,  il  vient 

Jfî  „   ,       sin  09     I  TT 

'      cos''^'  9  -;-^-  «9  =   -• 

.''».   Cette   dernière  peut  être  bien  simplement   déduite   de    Itqua- 
tion  (2);  si  l'on  multiplie  l'équation   2)  par 

^  =        ^? 
y         sin  ij>  cos  <y 

et  qu'on  intègre  de  j  —  o  k  y  —  ^  ou  de  9  =  0  à  9  =  ^ ,  il  viendi  a 
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Or, 

donc 

X2  ,       sine»    ,  îT 

"^     sin  (p        '  2 

ti.   Ou  peut  déduire  immédiatement  de  l'équation    2)  la  valeur  de 

/      -,  fix.     Multiplions  en  effet  l'équation  (2)  par 

cos  y  dj'  cos  (a  tang  ly)  rftp 

y  siu  (f  cos  a 

et  uitéoroiis  de  ^=  o  à   j"  =  oc  ou  de  155  =  o  à   ç  =  -,    on  aura 

j^  V'^"-  ^xj'"'i^'^,/j  =  Eif)pcos''-'y*^Vos(atang?)rfç. 

/-k        /*°^  sinarrcos  V    ,  ,      ,   ,   tt  ,  ,  , 

Or,    /      ■_ a/  est  égal  a  -  ou  a  o  ,  suivant  que  x  est  plus  grand 

ou  plus  petit  que  i  ;  donc  on  aura 

-   /     e~"'' x^-' djc  =  -~^  i     cosP"' o  ^^^^-^  cos  ( a  tans  a)  (i o  : 
d'où  ,  entaisant     ^  =  i, 

I     cos(a  tang  f)do  ^=    1       _^  .,  r/a:  =  ^  e  "". 


1 
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PROPRIIÎTÉS    GÉOMÉTRIQUES 

BELATIVES 

A  LA    THÉORIE  DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES; 
Par  J.-A.  SERRET. 


On  sait  quelle  importance  Legendre  attachait  à  la  représentation 
géométrique  des  fonctions  elliptiques;  cet  illustre  géomètre,  après  avoir 
remarqué  que  les  arcs  de  la  lemniscate  représentent  exactement  les 
fonctions  de  la  première  espèce  dans  le  cas  particulier  où  l'angle  du 

module  est  7,  détermina  l'équation  d'une  courbe  algébrique  du  sixième 

degré  dont  la  forme  diffère  peu  de  celle  de  l'ellipse  et  dont  les  arcs  peu- 
vent représenter  les  fonctions  de  première  espèce  de  module  et  d'am- 
plitude quelconques.  Il  est  très-probable  que  Legendre  ne  s'était  pas 
borné  à  cette  recherche  et  quil  avait  fait  d'autres  tentatives;  c'est  (hi 
moins  ce  qui  me  semble  résulter  de  la  phrase  suivante  du  savant  géo- 
mètre :  «  11  est  très-remarquable  que  notre  nouvelle  formule  conduise 
»  si  facilement  à  la  solution  d'un  problème  que  nous  avons  regardé 
"  comme  fort  difficile ,  et  qui  parait  ri  admettre  aucune  autre  solution  ; 
»  celui  de  trouver  une  courbe  algébrique  dont  les  arcs  représentent 
»  généralement  la  fonction  elliptique  de  première  espèce  [*].  «  Toute- 
fois, la  propriété  comme  de  la  lemniscate  devait  nécessairement  faire 
présumer  l'existence  d'autres  courbes  planes  plus  générales,  jouissant 
de  propriétés  géométriques  analogues,  et  susceptibles  de  servira  la  re- 
présentation des  fonctions  quelconques  de  première  espèce. 

Dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences,  et  imprimei-  de- 


[*]    Traité  des  Fonctions  elliptiquc.i,  tome  II,  page  5qo. 
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puis  clans  ce  Journal  [*],  j'ai  résolu  en  partie  ce  problème  en  prouvant 
que  toute  fonction  elliptique  de  première  espèce  peut  être  représentée, 
quels  que  soient  son  module  et  son  amplitude,  par  la  somme  ou  la  dif- 
férence de  deux  arcs  de  l'ellipse  de  Cassini  (de  l'une  quelconque  des 
deux  espèces  que  j'ai  considérées).  A  la  vérité,  ce  théorème  ne  satisfait 
]ias  complètement,  en  ce  sens  qu'il  faut  deux  arcs  pour  représenter  une 
fonction  elliptique;  mais,  outre  l'avantage  qu'il  présente  de  n'exiger 
que  les  deux  mêmes  arcs  pour  deux  fonctions  complémentaires,  il  éta- 
blit un  lien  géométrique  remarquable  entre  les  fonctions  elliptiques 
de  première  espèce  et  les  transcendantes  eulériennes  de  seconde  es- 
pèce. J'ai  fait  voir  eu  effet,  dans  un  autre  article  [**],  que  ces  dernières 
peuvent  être  représentées  au  moyen  des  périmètres  <le  courbes ,  qui , 
ainsi  que  les  cassinoïdes ,  sont  renfermées  dans  l'équation  générale 

/•-'"  —  ■i.a"' r'"  cos  int  4-  a^'"  =  b^'", 

et  jouissent  d'iuie  propriété  commune  consistant  en  ce  que  le  produit 
des  distances  d'nn  point  de  la  courbe  à  m  points  fixes  est  constant. 

Cette  propriété ,  constatée  depuis  longtemps  pour  la  lemniscate,  et 
dont  la  généralisation  m'a  conduit  aux  résultats  que  je  viens  de  rappe- 
ler, n'est  sans  doiUe  pas  la  seule  qui  puisse  mettre  sur  la  voie  d'une 
représentation  géométrique  convenable  des  transcendantes  elliptiques 
à.  amplitude  et  module  quelconques;  mais  ime  pareille  recherche  ne 
saurait  être  entreprise  qu'après  luie  étude  approfondie  de  la  lemniscate. 
C'est  dans  le  but  de  faciliter  cette  étude  que,  d'après  le  conseil  d'un 
savant  géomètre,  SI  Chasles,  je  me  décide  à  publier  les  théorèmes 
suivants  dont  on  pourra,  ce  me  semble ,  un  jour  tirer  parti. 

II. 

Si  l'on  coupe  un  tore  par  un  plan  parallèle  à  l'axe,  et  distant  de 
cet  axe  d'une  quantité  égale  au  ra3'on  du  cercle  générateur,  la  section 


[*]  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  tome  XVI,   page  C)i4;  Journal  de 
Mathématiques,  tome  VIII,  page  \^5. 

[**]  Journal  de  Mathématiques,  tome  VII,  page  1 14  ■ 
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que  l'on  obtient  est  une  cassinoïde  dont  la  nature  dépend  du  rapport 
qui  existe  entre  la  distance  du  centre  du  cercle  générateur  à  l'axe,  et  le 
rayon  de  ce  cercle;  ce  rapport  ou  module  détermine  la  forme  du  tore 
et  celle  de  la  cassinoïde  unique  que  l'on  peut  tracer  sur  sa  surface. 
Dans  le  cas  particulier  où  ce  module  est  2,  la  section  est  une  lemniscate, 
et  son  plan  est  tangent  au  tore  que  l'on  pourrait  appeler  pour  cette 
raison  tore  leinniscatique.  La  section  d'un  tore  quelconque  par  un  plan 
tangent  pai'allèle  à  l'axe  est  tme  courbe  plus  générale  que  la  lemnis- 
cate, dont  la  forme  se  rapproche  dans  certains  cas  de  celle  de  cette  der- 
nière et  qui  jouit  d'ailleurs  de  plusieurs  propriétés  géométriques  ana- 
logues :  ainsi,  suivant  que  le  module  du  tore  est  inférieur  ou  su- 
périeur à  I ,  la  section  dont  nous  parlons  est  le  lieu  géométrique  des 
projections  orthogonales  du  centre  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole 
sur  ses  tangentes;  si  ce  module  est  2,  l'hyperbole  est  équilatère,  et  l'on 
retombe  sur  la  propriété  connue  de  la  lemniscate.  Au  surplus,  cette  gé- 
néralisation de  la  lemniscate  est  impropre  à  remplir  le  but  que  nous 
nous  proposons. 

in. 

Dans  mon  premier  travail  sur  les  fonctions  elliptiques,  j'ai  déjà 
énoncé  et  démontré  phisieurs  des  propriétés  géométriques  des  courbes 
représentées  généralement  par  l'équation   , 

II)  r""  —  ■i.a"'r'"  cos  mt  -+-  a^'"  =  b^'". 

J'ai  fait  voir  en  particulier  que,  dans  le  cas  de  m  entier,  b'"  représente 
le  prochlit  constant  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  aux  sonunels 
«l'un  polygone  régulier  de  m  côtés  et  de  rayon  a ,  lesquels  sommets 
peuvent  être  considérés  comme  des  foyers  relativement  à  la  courbe. 
On  déduit  aisément  de  l'équation  (i) 


ce  qui  montre  que 


r    (it  a"  sin;«^ 

TomeVlII.  — Décembre  1843.  (53 


dr 

—  a" 

smmt 

dt 

r" 

—  a 

"  cos  mt 

dr 

r" 

—  a 

"  cos  mt 
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sera  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes 
homofocales  représentées  par  l'équation  (i),  où  avarie  de  o  à  oc  . 

L'intégration  de  l'équation   précédente  s'effiectue  sans    difficulté; 
B  désignant  une  constante,  on  trouve 


cos  m  [t  —  6) 


Les  équations  (i)  et  (2)  représentent  deux  systèmes  de  courbes  con- 
juguées et  orthogonales;  il  est  aisé  de  vérifier  qu'elles  sont  du  genre  de 
celles  que  M.  Lamé  a  appelées  lignes  isothermes,  projjriété  qui  aurait 
pu  servir  à  former  directement  l'équation  (2).  Les  courbes  représentées 
par  cette  dernière  sont  composées  de  m  branches  de  forme  hyperbo- 
lique ,  passant  par  les  foyers  communs  de  leurs  conjuguées ,  et  présen- 
tant elles-mêmes  m  sommets  dont  le  lieu  géométrique  représenté  par 
l'équation 

r'"  =  a'"  cos  mt 

est  une  courbe  semblable  à  celle  du  premier  système  qui  correspond 
à  h  =L  a. 

IV. 

Dans  le  cas  particulier  de  m  =:  1 ,  les  équations  (i^  et  (2)  deviennent 
(3)  r*  —  na^r^  cos  2^  +  <7*  =  h\ 

,,,  ,  n'  cos  26 

(A)  r    = 

^^'  cos2(?— e) 

L'équation  (3)  représente  des  cassinoïdes  homofocales ,  et  l'équa- 
tion (41  des  hyperboles  équilatères  ayant  même  centre  et  un  point 
commun. 

M.  Lamé,  dans  une  Note  insérée  au  tome  P"^  de  ce  Journal  (p.  85), 
avait  déjà  remarqué  que  les  équations  (3)  et  (4),  où  b  et  9  sont  des 
paramètres  variables,  représentent  deux  systèmes  de  courbes  iso- 
thermes conjuguées  et  orthogonales. 

Le  lieu  des  sommets  des  hyperboles  équilatères ,  représentées  par 
l'équation  (4)?  est  une  lemniscate  avant  pour  équation 

/■^  =z  a-  cas  2t. 
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Le  lien  de  leurs  foyers  est  aussi  une  lemniscate  avant  pour  équation 
r^  ^  in^  cos  it. 

Mais  cette  dernière  est  digne  d'être  remarquée,  car  c'est  précisément 
celle  que  représente  l'équation   (3)  pour  b  —  a,   et  qui ,   par  consé- 
quent, fait  partie  du  système  des  trajectoires  orthogonales. 
On  peut,  d'après  cela,  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants  : 
1°.  Le  lieu  géométrique  des  sommets  d'un  système  d'hyperboles 
équilatères  ayant  même  centre  et  un  point  commim  est  une  lemniscate; 
2°.  Le  lieu  géométrique  des  foyers  des  mêmes  courbes  est  une  lem- 
niscate qui  les  coupe  orthogonalement. 


Si  aux  hyperboles  équilatères  dont  nous  venons  de  parler,  on  sub- 
stitue un  système  de  coniques  quelconques  semblables,  on  sera  né- 
cessairement conduit  à  des  trajectoires  orthogonales  plus  générales  que 
les  cassinoïdes,  et  jouissant  de  propriétés  analogues.  Parmi  ces  der- 
nières, il  en  est  une  plus  simple  que  toutes  les  autres  et  qui  serait  pré- 
cisément une  lemniscate ,  si  les  coniques  conjuguées  étaient  des  hyper- 
boles équilatères.  Il  était  naturel  de  rechercher  si  les  arcs  de  cette 
courbe  sont  susceptibles  de  représenter  généralement  les  fonctions  el- 
liptiques de  première  espèce,  mais  l'extrême  complication  des  calculs 
ne  m'a  pas  permis  de  m'en  assurer;  toutefois,  l'analogie  qui  existe  entre 
le  module  de  la  fonction  elliptique  représentée  par  l'arc  de  lemniscate 
et  celui  des  hyperboles  que  cette  courbe  coupe  orthogonalement,  ana- 
logie que  les  considérations  qui  vont  suivre  mettront  encore  plus  en 
évidence,  m'avait  fait  longtemps  espérer  de  résoudre  enhn  complète- 
ment le  problème  que  je  m'étais  proposé. 

VI. 

J'appellerai,  suivant  l'usage,  module  d'une  section  cnnk/uc  le  rap- 
port constant  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  au  lover  et  à  la 
directrice  :  d'après  cela,  on  voit  que  l'équation 

/   V  .,  ,        I  —  m' cos  ■  a 

(0  /••'=a* ; —. r 

^   '  I  —  m'  cos'(/  —  a) 

63.. 
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représentera  un  système  de  coniques  de  module  m ,  ayant  pour  centre 
commun  l'origine  des  coordonnées  polaires,  et  passant  par  un  point 
fixe  ayant  pour  coordonnées  tr=o  et  r  =  a. 

Si  m.  est  >i,  l'équation  (i)  représentera  des  hyperboles;  mais  il  est 
aisé  de  voir  (ju'elle  représentera  non-seulement  les  hyperboles  de 
module  m,  mais  aussi  leurs  conjuguées  de  module  m',  ces  deux  nom- 
bres//i  et  m'  satisfaisant,  comme  on  sait,  à  la  relation 


Il  résulte  de  là  que,  sauf  le  cas  de  /«  =  y^,  l'équation  (i),  dans 
laquelle  a  est  im  paramètre  variable,  représente  réellement  deux 
systèmes  de  courbes  distincts.  On  voit  quelle  complication  cette  cir- 
constance doit  apporter  dans  la  recherche  des  trajectoires  orthogo- 
nales ,  qui  doivent  aussi  sans  doute  former  deux  systèmes  distincts  ; 
mais  celle  de  ces  courbes  qui  se  réduit  à  une  lemniscate  dans  le  cas 
particulier  de  m  =  m'  =  y  2,  et  dont  les  arcs  représentent  la  fonc- 
tion F,  qui,  ainsi  que  sa  fonction  complémentaire,  a  pour  mo- 
dule -;=,  ne  doit-elle  pas,  dans  le  cas  général ,  servira  la  représen- 
V2 

tation  des  deux  fonctions  complémentaires  de  modules  —  et  —7?  Telle 

»  m         m 

est  la  question  que  je  m'étais  posée  depuis  longtemps,  et  que  je  n'ai 
pas  été  assez  heureux  pour  résoudre. 

On  trouve  assez  facilement,  pour  l'équation  différentielle  des  tra- 
jectoires orthogonales  des  courbes  représentées  par  l'équation  (i) , 

/  =(— ^  — ij   n  ^(r^  —  rt-)-l- a- rsinaM  +a*r-(i— cos2/)^|- 

Ainsi  que  nous  l'avions  prévu,  elle  ne  change  pas  quand  on  y  change  m 
en  m'  ;  elle  se  simplifie  considérablement  si  m  =  y  2  :  on  a,  dans  ce  cas, 

—  (/'-  —  a"  cos  2t)  -+-  a- rsm  0.1  =:  o, 

équation  qui  représente  effectivement  un  système  de  cassinoides  homo- 
focales. 
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Il  n'est  pas  probable  que  l'équation  (i)  puisse  servir  à  résoudre  le 
problème  que  je  m'étais  proposé;  mais  si  la  propriété  que  je  soupçonne 
existe,  peut-être  pourra-t-on  la  découvrir  à  l'aide  de  considérations 
géométriques. 

Le  lieu  géométrique  des  sommets  et  celui  des  foyers  des  sections 
coniques  représentées  par  l'équation  (i),  où  a  est  un  paramètre  va- 
riable, ne  sont  autres  que  les  courbes  que  nous  avons  déjà  mention- 
nées ,  et  que  l'on  obtient  en  coupant  un  tore  quelconque  par  un 
plan  tangent  parallèle  à  l'axe.  Le  second  de  ces  lieux  géométriques  ne 
coupe  orthogonalement  les  courbes  (i)  que  dans  le  cas  particulier 
de  m  =  v'2,  c'est-à-dire  dans  le  cas  de  la  lemniscate  que  nous  avons 
étudié  précédemment. 

VIL 

En  terminant  cet  article,  je  crois  devoir  indiquer  une  dernière  pro- 
priété des  courbes  représentées  par  l'équation  générale 

r»'"  —  in'"  r'"  cos  mt  -4-  a}'"  —  b^"", 

propriété  remarquable  qui  offre  le  premier  exemple  de  courbes  algé- 
briques dont  les  arcs  représentent  dans  un  cas  particulier  les  transcen- 
dantes connues  des  géomètres  sous  le  nom  de  fonctions  abéliennes  ou 
ultra-elliptiques. 

On  déduit  aisément  de  l'équation  précédente, 

ds  6"       I 

dr  a"  sin  mt 

d'où,  en  désignant  par  s [Pg,  i\)  l'arc  de  la  courbe  déterminé  |)ar  les 
rayons  vecteurs /q,  r, ,  qui  correspondent  aux  azimuts  t„,  t,, 

s  (ro,  r.)  =  —  T.b'"    f  '   ,  dr. 
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Hiipport  fait  à  l Acadénàc  des  Sciences  de  i' Institut,  au  nom 
d'une  Convnission  composée  de  3DI.  Lamé  et  Liouville, 
sur  un  Mémoire  de  M.  Hfrmite,  relatif  à  la  division  des 
fonctions  ahéliennes  ou  ultra-elliptiques  ; 

Par  J.  liouville. 


Extniil  des  Comptes  rendus  des  sciinces   de  l'Académie,  tome  W  II,  séance  du  i  4  août  i  843^ 


«  L'Académie  nous  a  chargés,  M.  Lamé  et  moi,  de  lui  rendre  compte 
d'un  Mémoire  relatif  à  une  des  parties  les  plus  abstraites  de  l'analyse, 
la  division  des  Jonctions  abéllennei  ou  ultra-elliptitiues ,  dont  l'autein-, 
M.  Hermite,  figure  depuis  quelques  mois  seulement  parmi  les  élèves 
de  l'École  Polytechnique.  C'est  avec  un  vif  plaisir  que  nous  venons 
présenter  aujourd'hui  les  résultats  de  l'examen  auquel  nous  nous 
sommes  livrés.  Peu  de  mots  en  effet  nous  suffiront  pour  faire  com- 
prendre toute  l'importance  du  travail  de  notre  jeune  compatriote. 

»  Les  formules  fondamentales  de  trigonométrie,  par  lesquelles  on  ex- 
prime le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  de  deux  arcs,  montrent  que 
le  cosinus  d'un  arc  multiple  s'obtient  rationnellement  à  l'aide  du  cosi- 
nus de  l'arc  simple,  tandis  que  la  valeur  de  ce  dernier  cosinus,  en  fonc- 
tion du  premier,  dépend  de  la  résolution  d'iuie  équation  algébrique  de 
degré  élevé.  Le  problème  de  la  multiplication  et  celui  de  la  division  des 
arcs  de  cercle  diffèrent  dont  beaucoup  entre  eux  :  l'un  se  résout  comme 
de  lui-même;  l'autre,  au  contraire,  exige  la  recherche  de  quantités 
irrationnelles,  à  la  vérité  toujours  exprimables  par  des  radicaux. 

»  Lorsqu'on  passe  des  fonctions  circulaires  aux  fonctions  elliptiques, 
il  arrive  semblablement  que  les  problèmes  relatifs  à  la  multiplication 
se  résolvent  de  suite  parles  formules  fondamentales,  tandis  que  les 
problèmes  relatifs  à  la  division  dépendent  d'équations  algébriques  de 
degré  élevé.  Ces  équations  sont  à  une  seule  inconnue ,  comme  dans  le 
cas  précédent,  et  elles  se  résolvent  encore  à  l'aide  de  radicaux,  pourvu 
que  l'on  admette  les  irrationnelles  auxiliaires,  propres  au  cas  de  la 


I 


PTJRES  ET  APPLIQUÉES.  5o3 

fonction  complète  de  première  espèce,  irrationnelles  qui  ne  dépendent 
plus  de  l'argument  %'ariable  qu'on  veut  diviser,  mais  qui  ne  paraissent 
pouvoir  se  réduire  à  des  racines  d'équations  binômes,  que  pour  cer- 
taines valeurs  particulières  du  module. 

»  Abel  a  le  premier  donné  la  théorie  générale  de  la  division  des  fonc- 
tions elliptiques.  Les  formules  assez  compliquées  qu'il  a  trouvées 
d'abord  ont  été  peu  de  temps  après  simplifiées  par  M.  Jacobi.  Nous  de- 
vions ici  mentionner  ce  perfectionnement,  indiqué  en  quelques  lignes 
dans  le  t.  III  du  Journal  de  M.  Crelle,  p.  86;  car  les  nouvelles  for- 
mules de  M.  Hermite  ont  beaucoup  d'analogie  avec  celles  que  ^I.  Ja- 
cobi pose  sans  démonstration  dans  l'endroit  cité. 

)'  La  considération  des  différentielles  algébriques,  qui  renferment  lui 
radical  carré  portant  sur  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré,  donne  naissance  aux  transcendantes  elliptiques.  En  augmentant 
le  degré  du  polynôme  on  est  conduit  au\  transcendantes  ultra-ellip- 
tiques. Vous  pourrez  même,  si  vous  voulez,  aller  j)liir,  loin,  et  sub- 
stituer aux  radicaux  carrés  des  irratioinielles  quelconques.  Mais  l'étude 
des  transcendaîites  que  l'on  forme  ainsi  devient  très-difficile.  Pour  pas- 
ser de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  à  celle  des  fonctions  ultra - 
elliptiques,  les  géomètres  ont  dû  vaincre  les  plus  grands  obstacles.  Ce 
n'est  pas  là  une  de  ces  généralisations  vulgaires  où  se  complaisent  les 
esprits  médiocres  et  que  Jean  Bernoulli  renvoyait  dédaigneusement  à 
Varignon.  Il  a  fallu  d'abord  qu'Abel  découvrît  le  théorème  si  remar- 
quable sur  les  sommes  d'intégrales;  il  a  fallu  surtout  que  M.  Jacobi 
expliquât  le  vrai  sens  de  ce  théorème,  et  la  différence  essentielle  de  na- 
ture qui  sépare  les  transcendantes  elliptiques  des  transcendantes  ultra- 
elliptiques, malgré  la  communauté  apparente  de  leur  origine.  Les  géo- 
mètres jihilosophes  admireront  toujours  la  sagacité  déployée  par 
M.  Jacobi  dans  ces  recherches  délicates  et  l'art  avec  lequel  il  s'est  mis 
au  seul  point  de  vue  qui  pût  dominer  tout  son  sujet.  Ce  grand  géo- 
mètre a  montré  que  dans  le  cas,  par  exemple,  d'un  polynôme  du  cin- 
quième ou  du  sixième  degré  placé  sous  un  radical  carré  (ce  qui  répond 
aux  premières  transcendantes  ultra-elliptiques\  on  ne  peut  plus,  comme 
dans  le  cas  d'un  polynôme  de  «legré  moindre  et  des  transcendantes  ellip- 
tiques ordinaires,  introduire  en  analyse  de  si  m  |  des  fonctions  inverses 
d'une  seide  variable.  Il  faut  nécessairement  recourir  à  des  fonctions  de 
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deux  variables.  Des  fonctions  de  trois  et  de  plus  de  trois  variables  sont 
de  même  indispensables  dans  la  théorie  des  autres  transcendantes  ultra- 
elliptiques. Idée  capitale,  entièrement  due  à  M.  Jacobi,  et  sans  laquelle 
le  beau  théorème  d'Abel  demeurait  en  quelque  sorte  inutile  !  Sans  vou- 
loir rien  ôler  à  l'immoitelle  réputation  du  géomètre  de  Christiania,  ne 
nous  sera-t-il  pas  jiermis  de  dire  ici  que  M.  Jacobi  a  fait  preuve  de  mo- 
destie lorsqu'il  a  appliqué  aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  intro- 
duites par  lui  en  analyse  [*],  le  nom  Ae  fonctions  abéliennes  ? 

»  Quoi  qu'il  en  soit,  le  théorème  d'Abel,  convenablement  interprété, 
fournit  une  solution  facile  du  problème  de  la  multiplication  des  argu- 
ments par  un  même  nombre  entier  dans  les  transcendantes  ultra-ellip- 
tiques, et  prouve  que  le  problème  de  la  dii'ixion  dépend  de  la  considé- 
ration (Viin  système  d'équations  algébriques  simultanées.  Or,  c'est  la 
résolution  générale  de  ces  équations  qui  fait  l'objet  du  Mémoire  de 
M.  Hermite.  L'auteur  réussit  à  l'effectuer  par  des  radicaux ,  en  admet- 
tant la  division  des  fonctions  complètes]**].  La  méthode  dont  il  se  sert 
repose,  en  majeure  partie,  sur  la  propriété  que  les  fonctions  de 
M.  Jacobi  ont  de  se  reproduire  périodiquement  quand  les  variables 
qu'elles  contiennent  augmentent  ensemble  de  certaines  quantités.  Dans 
le  cas  le  plus  simple  ,  les  fonctions  dont  il  s'agit  sont  à  quatre  périodes; 
on  voit  par  là  combien  elles  différent,  et  des  fonctions  elliptiques,  et 
de  toutes  les  fonctions  à  une  seule  variable,  fonctions  qui  ne  peuvent 
jamais  posséder  plus  de  deux  périodes  distinctes.  La  considération  des 
périodes  conduit  immédiatement  à  l'expression,  sous  forme  transcen- 
dante, des  racines  propres  à  opérer  la  division  des  argimients;  et 
M.  Hermite  en  déduit,  par  une  marche  élégante,  la  valeur  algébrique 
de  ces  mêmes  racines.  Il  entre  d'ailleurs  dans  des  détails  intéressants 
sur  les  irrationnelles  auxiliaires  relatives  à  la  division  des  fonctions  com- 
plètes. 

■  En  résumé,  ce  que  l'on  savait  faire  pour  les  équations  à  une  seule 
inconnue  àe  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  M.  Hermite  est  parvenu 
à  l'effectuer  aussi  pour  les  équations  à  plusieurs  inconnues  à  l'aide  des- 


[*]  Foir  le  Journal  de  M.  Crelle,  t.  IX,  p.  394,  ei  t.  XIII,  p.  55. 
**1  C'est  ce  que  M.  Jacobi  appelle  division  des  indices. 
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quelleson  ^/V/>e  les  fonctionsabéliennesproduites  par  l'intégration  de  ra- 
dicaux carrés  quelconques.  C'est  ainsi  on  nous  pardonnera  ce  rapproclie- 
ment  entre  l'ancienne  et  la  nouvelle  École  Polytechnique  ,  c'est  ainsi 
qu'à  son  début,  Poisson  étendit  à  la  détermination  du  degré  de  l'équa- 
tion finale,  résultant  de  l'élimination  des  inconnues  entre  un  nombre 
quelconque  d'équations,  la  méthode  des  fonctions  symétriques  dont 
on  n'avait  d'abord  su  faire  usage  que  pour  deux  équations  à  deux  in- 
connues. 

"  Vos  Commissaires  pensent  que  le  Mémoire  de  M.  Hermite  est  tres- 
digne  de  l'approbation  de  l'Académie,  et  qu'il  doit  être  imprimé  dans 
le  Recueil  des  Savants  étrangers.  » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  ont  été  adoptées. 


Extrait  d'ime  Lettre  de  M.  Jacobi  à  ^L  Hermite. 

Je  vous  rends  bien  sincèrement  grâce  de  la  belle  et  importante 
communication  quevousvenez  de  me  faire,  par  rapport  à  la  division  des 
fonctions  abéliennes.  Vous  vous  êtes  ouvert,  par  la  découverte  de  cette 
division ,  un  vaste  champ  de  recherches  et  de  découvertes  nouvelles 
qui  donneront  un  nouvel  essor  à  l'art  analytique.  Les  maintes  diffi- 
cultés qui  se  présentent  dans  cette  matière  épineuse  paraissent  naître 
en  grande  partie  de  ce  que  les  fonctions  transcendantes  que  j'ai  in- 
troduites dans  l'analyse  des  fonctions  abéliennes  renferment  deux 
variables.  Les  fonctions  à  deux  variables  étant  peu  traitables  par  les 
méthodes  connues,  je  suis  bien  aise  d'y  pouvoir  faire  une  sorte  de  ré- 
paration ,  ayant  remarqué  que  les  fonctions  transcendantes  et  à  deux 
variables,  que  j'ai  nommées  X  [u,  v),  X,  im,  v),  sont  des  fonctions  algé- 
briques de  fonctions  transcendantes  qui  ne  renferment  qu'une  seule 
variable. 

"   En  effet,  soit  ^jc  une  fonction  entière  du  sixième  degré  de  x;  si 
l'on  fait 

Tome  Mil.— UtctMCiiE  i8.i3.  6^ 
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on  aura 

'   J  ^fx        J  sify         J  "y/yV        J  siJi'         J  "v^         j    ^Jy'  ' 
en  déterminant  les  quatre  quantités  x',  y' ,  x",j"  au  moyen  des  équa- 


tions 


Nonnnant 


.r  =  X  (M,  (^),    jr  =  À,  («,  v). 


X'  =  X  (o,  v\     j'  =  l,  (o,  v),     x"  =  X  [u,  o),     r"=  X,  («,  o). 

Or,  d'après  !e  théorème  d'Abel,  les  quantités  x  et  jr  satisfaisant  aux 
deux  équations  (A)  peuvent  être  exprimées  algébriquement  par  x' ,j\ 
x",  j"  ;  donc  les  transcendantes  X  («,  v),  X,  {u,  v)  sont  des  fonctions  al- 
gébriques des  transcendantes  Xo,  v),  X,  {o,v),  X  (m,  o),  X,  [u,  o),  dont 
chacune  ne  renferme  qu'une  seule  variable,   n 
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''*^Wv^^^^^vwv^vv^■^^vv^^Vv^.w^*v^%v\vwv^v 


S,/r  la  division  du  périmètre  de  la  lemniscate,  le  diviseur  étant 
un  nombre  entier  réel  ou  complexe  quelconque; 

Par  J.  LIOr\TI.LE 

(Exlrail  des  Compter  rendus  des  séances  de  lAcad<-mif,  lome  X\  II,  tcance  c!u  I  octobre  184Î.) 

i.  IVL^auss  a  nommé  entiers  complexes  les  quantités  de  ]a  forme 
p-^q\'-i  où  pet  q  sont  des  entiers  réels,  positifs,  nuls  ou  négatifs; 
en  faisant  7  =  0,  on  voit  que  les  nombres  complexes  contiennent, 
comme  cas  parriculier,  les  nombres  réels.  L'introduction  de  ces  nom- 
bres complexes  a  permis  à  M.  Gauss  de  réduire  la  théorie  des  résidus 
biquadratiques  à  des  régies  tout  aussi  simples  que  celles  trouvées  aupa- 
ravant pour  les  résidus  quadratiques  eux-nu-mes  [*J.  La  plupart  des 
propriétés  des  nombres  entiers  réels  s'étendent  aux  nombres  complexes, 
et  cela  peut  être  utile  même  en  algèbre.  Ainsi  on  pourra  appliquer  aux 
nombres  complexes  les  règles  ordinaires  relatives  à  la  recherche  des 
racines  rationnelles  des  équations  et  de  leurs  diviseurs  rationnels  pro- 
prement dits.  Dans  ce  but  on  appellera  diviseur  rationnel  tout  divi- 
seur de  la  forme  P  -4-  Q  \/—  1  où  P  et  Q  seront  rationnels  dans  le  sens 
ordinaire  du  mot,  P  ou  Q  pouvant  d'ailleurs  se  réduire  à  zéro.  Une 
équation  irréductible  sera  celle  dont  le  premier  membre  n'a  aucun 
diviseur  de  cette  forme  P  -i-  Q  \  —  i.  Les  théorèmes  qui  servent  à  la 
résolution  des  équations  conserveront  presque  tous  leur  énoncé.  Nous 
citerons  en  particulier  celui  qii'Abel  a  donné  (Journal  de  M.  Crelle. 

[*]  f^oxez  le  tome  VII  des  nouveaux  Mémoires  de  Gottingiie.  —  M.  Jacobi  pense 
que  M.  Gauss  a  été  conduit  à  employer  les  nombres  cnmplrTc.t  (dans  des  recherches 
arithméticjiies  )  par  l'élude  des  transrendantes  elliptiques  et  des  arcs  de  la  lemniscate 
en  particulier;  là,  en  effet ,  cela  résulte  des  Mémoires  d'Abel,  les  nombres  complexes 
se  présentent  naturellement  comme  diviseurs  ,  et  il  y  a  de  l'avantajie  à  les  considérer 
même  quand  il  s'agit  en  définitive  d'une  division  à  effectuer  pai"  un  nombre  premier 
réel  4  "  +-  '  • 

G4.. 
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tome  IV,  page  i/ig  à  la  fin  de  son  Mémoire  sur  une  classe  d'équa- 
tions algébriques  :  »  Soit  /(X)  ^  o  une  équation  algébrique  quel- 
"  conque,  dont  toutes  les  racines  peuvent  être  exprimées  ration- 
"  nellement  par  l'une  d'entre  elles  que  nous  désignerons  par  X. 
»  Soient  ô(X)etô,  (X)  deux  autres  racines  quelconques;  l'équation 
»   proposée  sera  résoluble  à  l'aide  de  radicaux  si  Ton  a 

6[0,{X)]  =  6,[0[X)].  » 

La  proposition  restera  exacte  et  la  démonstration  ne  changera  pas 
en  ailmettant  des  quantités  rationnelles  complexes  et  en  prenant 
pour  9(X),  ôf  (X),  x(X)  des  fonctions  de  la  fprme  P  +  Q  v  —  i- 
Abel  se  proposait  d'appliquer  son  théorème  aux  équations  relatives  à 
la  division  du  périmètre  de  la  lemniscate.  La  mort  l'a  empêché  d'exé- 
cuter son  dessein.  Du  moins,  il  n'a,  que  je  sache,  traité  nulle  part 
le  cas  de  la  division  par  un  nombre  premier  4^  +  3.  Mais  il  est  bien 
facile  de  suppléer  à  son  silence;  il  n'y  a  qu'à  suivre  dans  leur  cours 
naturel  les  développements  des  principes  qu'il  a  posés  lui-même.  C'est 
ce  que  je  vais  essayer  de  prouver  en  prenant  pour  diviseur  un  entier 
quelconque  réel  ou  complexe ,  premier  ou  composé ,  p  ou  p  -h  g\  —  \ . 

2.  Nous  adopterons  ici  les  notations  d'Abel  dans  ses  Recherches  sur 
/es  Jonctions  elliptiques  (Journal  de  M.  Crelle,  t.  Il  et  III),  mais  en 
les  appliquant  spécialement  au  cas  de  la  lemniscate.  Ainsi  les  deux 
modules  e,  c  seront  égaux  entre  eux  et  à  l'unité;  l'indice  zô  relatif  à 
la  période  imaginaire  sera  égal  à  l'indice  w  relatif  à  la  période  réelle. 
En  posant 


=  a, 
V'i  —  X" 


et  de  plus, 

(p(-a)  =  -çia),     /(-aj=/(a),     F(-a)  =  F,a), 
<îj(av— 7)  =  v'^?(a)î     /(«V— 0  =  F(a),      F  (a  y  —  1  )  =/(«)• 
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La  formule  fondamentale  pour  les  fonctions  elliptiques  devieiulra 

cp(a  +  p)  = r:^r7w^^^TI) 

I,  V  a  des  formules  analogues  pour  /(a  +  f^),  ^^^^^'^^^ 
mules  on  déduira,  comme  Abel,  les  fonctions  y,  /,  F,  relat.^es  a  un 
mnlt,ple  [p=^n  ou  ;,=  .«+ 0  de  a,  sous  la  forme 

rf  (2«a)  =  <p  (a)  /(«)  F(a).R.,     ?  [(2"  +  0«l  =  ?  («)1^'' 
F(.«a)==R3,  F[(.n-f-i)«]  =  F(a)R'- 

ou  R.,  etc. ,  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  f{u)  ou  xv  Si  p 
étaitnégatif,  on  se  rappellerait  que  9  (/^a)  =  -  ?(-/^a),  /'  F«  -/  '     F^" 

Fi /ja)  =  F(-pa).  

Maintenant,  soit  p  +  q,-  .    un  entier  complexe;  on  aura,  par  la 
formule  fondamentale , 

c'est-à-dire 

11  suit  de  là  et  des  formules  précédentes  que  <p  [(/'  +  9V7^)«  I  '^'^7'''- 
.„e,a  aussi  rationnellement  en  fonction  de  ç(a) ,  /(«) ,  F(aj.  La  valeur 
de  celte  quantité  sera  de  la  forme 

(p(a)/(a)  F(a)R. 

s,  p  et  ^  sont  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  Elle  sora  de  la  forme 

<p(a)R, 

s.  l'un  de  ces  deux  nombres  est  pair  et  l'autre  impair  ;  R  désignant  dans 
les  deux  cas  une  fonction  rationnelle  complexe  de  <p   '«>  ou  x-. 

En  résumé,  pour  un  multipleentier,„réeloucomplexeque^conqi^ 

<p  (m«)  est  de  l'une  des  deux  formes  ^{a)J{<^)¥^a)^,  9^a)R  ,   R  de- 
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pendant  rationnellement  de  (p^iajoux-,  et  pouvant  en  conséquence 
s'exprimer  par  une  fraction  irréductible  dont  le  numérateur  T  et  le 
dénominateur  S  soient  des  fonctions  entières  de  x''.  Il  est  bon  d'ob- 
server que  f'^^ma)  est  aussi  fonction  rationnelle  de  9' (a)  [*]• 

5.  Le  problème  de  la  division  du  périmètre  de  la  lemniscate  par 
l'entier  ni,  réel  ou  complexe,  revient  au  fond  à  déterminer  les  valeurs 
de  ç  (a)  pour  lesquelles  on  a 

'  (j)  (/na)  =  o  ; 

et  comme  les  équations  9 (a)  :=  o,  f{a)  =  0,  F(a)=  o  n'offrent  au- 
cune difficulté,  on  comprend  que  tout  consiste  à  résoudre  l'équation 
R  =  o,  ou  plutôt  T  =  o  [**]. 

Comme  T  est  fonction  entière  de  x^,  nous  ferons  jc*  =  X,  et  nous 
chercherons  les  racines  X  [***].  L'expression  transcendante  de  ces  ra- 
cines est  facile  à  déduire  des  principes  d'Abel ,  fondés  sur  la  considé- 
ration de  la  double  période  des  fonctions  elliptiques.  L'une  d'entre 
elles,  que  nous  désignerons  spécialement  par  X,  est 


[*]  En  changeant  a  en  a  \/ — i,  ç(a)  et  <f{ma.)  se  changent  en  v'  —  J  ¥(«),  V — i  <f{nia); 
qy'  (a)  devient  —  <p^  (a)  ;  quant  a<i  produit  /îa)  F(a)  =  y  •  —  f'  1  *)  >  ''  conserve  son  an- 
cienne valeur.  Dans  les  expressions  de  <f  {mxj,  il  faut  donc  que  R  ne  change  pas  en  rem- 
plaçant <p'(a)  ou  X-  par  —  y-  (a)  ou  —  x'.  Donc  R,  S  ,  T  sont  fonctions  rationnelles, 
non-seulement  de  x-,  mais  même  de  x".  On  voit  aussi  que  ç*  (ma)  est  fonction  ration- 
nelle de  tp'  (a). 

[**]  Si  l'on  voulait  prouver  que  cette  équation  n'a  pas  de  racines  égales  ,  il  faudrait 
recourir  au  procédé  d'Abel  (Journal  de  M.  Crellej  t.  III,  p.  i64  et  i65). 

[***]  D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut ,  T  est  même  fonction  entière  de  x'  :  on  pour- 
rait prendre  x*  pour  inconnue  (c'est  ce  qu'a  fait  Abel);  et,  comme  <f' (ma.)  s'exprinje 
rationnellement  par  ip'  (a),  les  raisonnements  qui  suivent  subsisteraient  sans  aucune 
modification .  Mais  il  y  a  quelque  chose  de  plus  général  à  ne  faire  usage  que  du  carré  x-  ; 
la  méthode  en  devient  plus  facile  à  étendre  aux  autres  cas  des  transcendantes  elliptiques 
de  première  espèce,  pour  lesquelles  la  di^nsion  de  la  fonction  complète  s'effectue  par 
radicaux  en  vertu  d'une  relation  particulière  existant  entre  les  modules  e ,  c  ,  ou  plutôt 
entre  les  indices  u,  o. 
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Les  autres  sont  comprises  dans  la  formule  générale 

r  étant  un  entier  réel  ou  complexe.  Quoiqu'on  puisse  donner  à  /  une 
infinité  de  valeurs,  ces  racines  sont  en  nombre  limité.  Il  est  même 
très-facile  de  déterminer,  d'une  manière  précise,  les  valeurs  de  r 
qu'il  suffit  de  considérer  pour  obtenir  toutes  les  racines  ;  mais ,  sans 
m'arrêter  à  ces  détails ,  je  passe  de  suite  au  point  capital  de  nos  re- 
cherclies. 

i.  D'après  ce  qu'on  a  vu  ci-dessus,  ou  a,  quel  que  soit  /, 

firt)  =  6[f-{t)], 

la  fonction  $  étant  rationnelle.  En  faisant  donc  f  =  -,  on  aura 

de  sorte  que  chaque  racine  o^  (  —  J  de  T:=  o  s'exprime  rationnelieiueur 
par  la  racine  X.  Cela  étant,  je  considère  deux  racines  quelconque-. 


et  je  dis  que  9[5,(X)]  =  5,[i9(X)].  Dès  lors  il  suivra  du  théorème 
d'Abel ,  cité  n°  1,  que  l'équation  T  =  o  est  soluble  par  radicaux. 
Or  on  a 

ô[e,(X)]=.5|ç,^('^')J; 
mais  en  posant  /  =  -^ ,  la  formule 


doiuie 


'[f'{^)]  =  r('^) 
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par  suite 

6[6,iX)]  =  f(^^). 

Le  second  membre  étant  symétrique  par  rapport  à  r  et  r, ,  ou  trouve- 
rait évidemment  pour  6,  [9(X)]  la  même  valeur.  Donc 

0[Ô,{X)]  -Ô,[5(X)]; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

5.  Il  est  ainsi  prouvé  d'une  manière  générale  que  les  équations  rela- 
tives à  la  diNnsion  de  la  lemniscate  se  résolvent  par  radicaux.  L'analyse 
précédente,  laquelle  est  au  surplus,  je  le  répète,  iofplicitement  conte- 
luie  dans  les  ouvrages  d'Abel  [*],  repose  sur  la  connaissance  de  l'ex- 
pression transcendante  des  racines  déduite  de  la  considération  des  deux 
périodes  des  fonctions  elliptiques.  Sans  cette  connaissance  préliminaire, 
il  paraît  au  moins  très-difficile  d'arriver  à  rien  de  satisfaisant  pour  la 
solution  algébrique  cherchée.  Il  resterait  maintenant  à  indiquer  la 
marche  à  suivre  dans  la  pratique  pour  diminuer  la  longueur  des  cal- 
culs et  obtenir  les  formules  finales  les  plus  simples.  Par  suite,  il  serait 
bon  aussi  de  traiter  à  part  et  avec  étendue  le  cas  des  diviseurs  premiers. 
C'estcequ'Abel  lui-même  a  déjàfaitenpartie.Jepourraisajouteràcequ'il  a 
donné  quelques  développements  sur  le  cas  d'un  diviseur  premier  4v+  i. 
Mais,  à  vrai  dire,  il  faudra  dans  toute  cette  théorie  pousser  beaucoup 
plus  loin  l'étude  des  détails.  Sous  ce  point  de  vue,  on  doit  reconnaître, 
avec  un  illustre  géomètre  qui  dans  ces  dernières  années  a  publié  sur 
les  nombres  d'admirables  travaux  ;  on  doit ,  dis-je ,  reconnaître  avec 
M.  Lejeune-Dirichlet  que  la  question  n'a  été  jusqu'à  présent  qu'ébau- 
chée [**].  Aussi  les  géomètres  attendent-ils  avec  impatience  le  nouveau 
Mémoire  que  M.  Dirichlet  leur  a  promis. 

[*]  La  marche  que  j'ai  suivie  est  exactement  celle  d'Abel  lui-même  pour  la  division 
du  cercle.  (Voir  le  Journal  de  M.  Crelle ,  t.  IV,  p.  iSa.) 
[**]  Journal  de  M.  Crelle,  t.  XXIV,  p.  366. 
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SUR    UN    THEOREME    D'ABEL  ; 
Par  J.   LIOOTLLE. 

(Entrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie,  tome  XA'II,  séance  du  9  octobre  i84î-; 


Abel  a  donne  à  la  fin  de  son  Mémoire  sur  une  classe  d'équations 
algébriques  (Journal  de  M.  Crelle,  tome  IV,  page  149)  un  théorème 
élégant  et  très-utile  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  :  «  Soit  y^  (x)  =:  o  une 
»  équationalgébrique  quelconque  dont  toutes  les  racines  s'expriment  ra- 
»  tionnellement  en  fonction  d'une  seule  d'entre  elles  que  nous  dési- 
»  gnerons  par  a?;  soient  Ô(j?),  Qi{jc)  deux  autres  racines  quelconques; 
»   si  l'on  a 

9[e,{a:)]=e,[6(a:)], 

»  l'équation  proposée  sera  résoluble  par  radicaux,  en  fonction  bien 
»  entendu  des  coefficients  a,  h,  c,...,  contenus  dans/  [x),  9  (x),  etc., 
"  coefficients  dont  la  nature  peut  être  plus  ou  moins  compliquée  sui- 
»  vant  les  cas.  »  Ce  théorème  est  d'un  usage  fort  commode  dans  la 
pratique,  ainsi  que  le  prouvent  les  applications  qu'on  en  a  faites  à  la 
division  du  cercle  et  de  la  lemniscate.  La  condition  de  solubilité  qu'il 
indique  étant  du  reste  snjjisante  et  non  pas  nécessaire,  il  est  tout  na- 
turel qu'on  puisse  aisément  le  généraliser,  ce  qu'Abel  sans  doute  n  a 
pas  voulu  faire  pour  lui  conserver  mieux  son  précieux  caractère  de 
simplicité.  L'énoncé  qu'Abel  a  donné  à  son  tliéorème  suffisait  proba- 
blement pour  le  but  que  l'illustre  auteur  voulait  atteindre.  Toute- 
fois il  est  bon  de  faire  observer  que  de  nouveaux  cas  de  solubilité  ré- 
sultent de  sa  démonstration  même.  D'abord  il  est  bien  évident  que 
nulle  condition  n'a  besoin  d'être  imposée  aux  fonctions  5  qui  servent 
à  exprimer  des  racines  étrangères  à  l'équation  irréductible  dont  x 
dépend  et  sur  laquelle  seule  reposent  les  raisonnements  d'Abel.  Mais, 

Tome  \  111.    -  DtcEUBne  i!j)3.  (35 
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en  laissant  de  côté  cette  première  observation  (si  vraie  qu'elle  en  de- 
vient insignifiante),  en  admettant  que  l'équation  ;(  (x)  =  o  ait  été 
rendue  ou  soit  d'avance  irréductible,  on  comprendra  avec  un  peu 
d'attention  que  le  fond  de  la  démonstration  d'Abel  portant  sur  des 
groupes  de  racines  dont  on  forme  des  fonctions  symétriques  plutôt  que 
sur  des  racines  isolées,  on  peut  changer  de  diverses  manières  les  con- 
ditions imposées  à  celles-ci ,  sans  que  la  conclusion  finale  en  éprouve  la 
moindre  altération.  Il  sera  très-facile  de  développer  cette  remarque,  et 
d'obtenir  ainsi,  par  l'analyse  même  d'Abel,  de  nouveaux  théorèmes 
analogues  au  sien. 
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NOTE 

SUR 

LA   MÉTHODE  DE  RECHERCHE  DES  SURFACES  ISOTHERMES; 
Par  m.   g.  LA3IÉ. 


^Elirait  du  Compte  rt-ndu  de  la  séance  de  rAcadémie  des  Sciences  du  27  novembre  1843.) 


Dans  mon  premier  Mémoire  sur  les  sm-faces  isothermes  (  tome  II  de 
ce  Journal),  j'ai  exposé  la  méthode  analytique  qui  m'a  conduit  aux  sur- 
faces isothermes  et  orthogonales  du  second  ordre.  ÎNIais  cette  exposition 
laisse  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  simplicité  ;  de  plus,  elle  est  incom- 
plète, car  une  trop  grande  complication  dans  les  calculs  m'a  fait  oublier 
plusieurs  familles  isolées  de  surfaces  isothermes.  En  cherchant  à  combler 
cette  lacune,  que  M.  Sturm  m'a  fait  apercevoir,  je  suis  parvenu  à  sim- 
plifier assez  la  méthode  dont  il  s'agit,  pour  qu'on  puisse  aborder  la  re- 
cherche des  surfaces  isothermes  d'un  ordre  plus  élevé.  Voici  comme 
il  convient  de  présenter  l'exemple  qui  fait  l'objet  du  Mémoire  cité. 

On  se  propose  de  trouver  les  familles  de  surfaces  isothermes  com- 
prises dans  l'équation 

(,1)  /.r^  -f-  iiif^  +  nz^  =   I  , 

laquelle  s'étend  à  toutes  les  surliaces  du  second  ordre  ayant  le  même 
centre,  et  leurs  sections  principales  sur  les  mêmes  plans. 

Le  problème  d'analyse  qu'il  s'agit  de  résoudre  consiste  à  regarder 
les  coefficients  /.  m,  n  comme  des  fonctions  inconnues  d'un  para- 
mètre ). ,  et  à  déterminer  ces  fonctions  par  la  condition  que  le  rapport 


{^) 


rf'À  d''\  d^'i. 

dx'  dy''  dz- 


diy     /rf)\-     /diy 

65.. 
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soit  exprimable  en  ).  seul ,  lorsque,  considérant  à  la  fois  toutes  les  sur- 
faces comprises  dans  l'équation  (i\  le  paramètre  X  devient  une  fonction 
de  oc,  y^  z,  donnée  par  cette  même  équation. 

Désignons  par  L  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  ;  posons,  pour 
simplifier, 

(3)  /^x=  -+-  ni'f-  +  ra^z^  =  M; 

enfin  employons  une  notation  connue,  en  représentant  par  la  même 
lettre,  accentuée  une  ou  deux  fois  iF',  F"),  les  dérivées  première  et 
seconde  de  toute  fonction  (F)  de  X,  prises  par  rapport  à  ce  paramètre 
seul. 

On  déduit  de  l'équation  (i),  par  des  différentiations  successives,  et 
par  l'élimination , 

,,,  i     -[(£r-(i)"-(£)-]=^M. 

(  '-•■(S  +  'y.  +  S)  =4(M'L--»n..-Li^",y.). 

d'où  l'on  conclut,  pour  le  rapport  (2), 


ML' 
Si  donc  (js  désigne  une  fonction  inconnue  de  X  seul ,  on  peut  égaler  ce 
rapport  à  -  ,  et  le  problème  proposé  est  réduit  à  faire  en  sorte  que 
l'équation 


IML'  "~  .)> 

soit  vérifiée  en  même  temps  que  l'équation  (1  ),  ou  L  =  i . 

La  question  se  simplifie  encore  si  l'on  élimine  l'une  des  coordon- 
nées, X  par  exemple,  entre  les  équations  (i)  et  (5).  En  effet,  en 
posant 

/'H-  (Z/tt'—  /'m)j2  +  (ln'  —  l'h)z?  =  N, 


(6) 

l  +  in{m  —  /)j»  -f-  n(«  _  l^z^  =  3k, 
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la  valeur  de  x^,  tirée  de  l'équation    i  ),  donne 

/L'  =  N ,     IL"  =  N',     M  =r  OXl .     M'  =  3K'  +  N  , 
et  l'équation  (5)  devient 

(7)  ^iVNy  _  3it.((pN'+  îp'N)  -  "'^^"~^<p]S-  =  o. 

Or  cette  équation  finale  doit  être  identique,  quelles  que  soient  les  deux 
seules  variables  indépendantes  j-  et  z  actuellement  présentes,  sans 
quoi  X  serait  indépendant  de  x,  ce  qui  ne  peut  être,  en  vertu  de  l'é- 
quation (i).  Donc,  pour  trouver  les  familles  de  surfaces  isothermes 
comprises  dans  la  formule  (1),  il  suffit  de  chercher  les  fonctions/,  m, 
n,  o  de  X,  qui  peuvent  vérifier  l'équation  (7),  quels  que  soient  j  et  z. 
Le  premier  membre  de  l'équation  (7)  se  présente  sous  la  forme  d'un 
polynôme  du  quatrième  degré,  à  puissances  paires  de  j^"  et  de  z .  Mais , 
i".  tous  les  termes  en  ^*  et  z*  disparaissent  quand  on  pose 

(8)  /  =  m  =  7i  ; 
car  on  en  déduit 

l'^m'—n',     l"=:m"=n",     N  =  /',     W—l",     OV^  =  l  ^     .m'= /'. 
et  l'équation   7)  se  réduit  à 

Rien  n'empêche  de   prendre  —    pour   la  valeur  conmiune  des  fonc- 
tions (8);  les  équations  (i)  et  (9  1  deviennent 

(lo)  jc'* -t-r- -(-;*  =  ).-,     -  =  r»     oi'     ®  =  X% 

et  l'on  est  conduit  à  la  famille  bien  connue  des  sphères  concentriques, 
qui  est  isotherme ,  et  pour  laquelle  la  température  est  exprimée  par 

une  fonction  linéaire  de    /  —,  ou  de  -• 

J    ?  ^ 

2°.  Le  premier  membre  de  l'équation  (7)  se  réduit  au  second  degré 
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quand  on  pose 

/'    ni  n' 

l  m  n 

car  N  se  réduit  à  /',  N'a  /";  mais  ^^  et  ^Tc'  conservent  leurs  termes 
en  y"^  et  z^.  Les  équations  (r  \)  donnent,  par  l'intégration  , 

(12}  l:=a'^,     m^^à,     «  =  yij;, 

a,  (j,  7  étant  constants,  'It  fonction  de  ). ;  d'où  l'oTi  conclut 

/  N  =  œy,  N'  =  a-y, 

(i3)  I  31c=  a!|;  +  J>=F,     3)t'=  aij>'  -1-  -i^^i^F , 

\  F  rr:  l'S;  /3  —  a)j-  +  7(7  —  a)z*.     * 

Toutes  ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  (7),  la  transforment 
ainsi  : 

Pour  que  les  termes  en  j-^  et  z^  disparaissent ,  il  faut,  ou  que  a=^='/, 
ce  qui  reproduirait  le  système  des  sphères  concentriques ,  ou  que 

(i5)  -^=^'     7=-ia^|3). 

Rien  n'empêche,  dans  le  dernier  cas,  de  prendre  ili  :=  -,  et  la  pre- 
mière équation  (1  5}  conduit  à  une  valeur  constante  pour  ç  ;  l'équa- 
tion (  i)  devient 

(16^  ax^ -+-  |5j^  -  ia  +  /3)z»  =  ).; 

elle  représente  alors  plusieurs  familles  d'hyperboloïdes  isothermes ,  sur 
lesquelles   la  température  est  exprimée  par  une  fonction   linéaire  de 

—  5  ou  de  ).  :  ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  puisque  la  fonction).  (16) 

satisfait  à  l'équation 

dn         d'i.         d-l 
dx-  dr'  dz' 


f 


=    O, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  519 

3".  Enfin ,  on  peut  vérifier  l'équation  (7)  sans  poser  les  relations  (8) 
ou  (11),  c'est-à-dire  sans  que  les  termes  en  j=  et  z-  disparaissent  di- 
rectement dans  on,,  an.',  N,  N'.  En  effet,  comme  cette  vérification  doit 
avoir  lieu  quels  que  soient  j  et  z,  on  peut  supposer  ces  coordonnées 
constantes  tandis  que  1  varie,  et  écrire  ainsi  l'équation  (7)  : 


d  — 

No  m  -h  fi  —  / 


(17) , 

alors ,  si  l'on  pose 

l'   Im' — l'm  In'  —  l'n 

l  m(m  —  /)  n{n  —  /)' 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

(,a\  ''   "''  —  ''  '"'    n' — /' 

/  m  —  l  m  n  —  / 

et  si  I  est  la  valeur  commune  de  ces  trois  quantités ,  on  aura  smiple- 

''V 


ment  ^  =  t»  quels  que  soient  j  et  z;  lequation  (17)  deviendra 


(19)  ^  =  "1±!^^ 

et  son  intégration  conduira  à  la  valeur  de  ip. 

Les  intégrales  des  équations  (18)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

ml—h^[in—l),     nl  =  c-(n  —  {], 

h  et  c  étant  deux  constantes,'  ou  sous  celle-ci 

^  l  _  1 2      l  l  _    2. 

m  l  '      «  /  ' 

si  l'on  prend,  ce  qui  est  permis,  /  =  -,  ou  a 
l'équation  (19)  devient,  toute  réduction  faite  , 

(21)  t  =  -1--  +  -L., 

^      ^  <t         V—b'        X'  — t»' 
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et  donne  ,  par  l'intégration  , 


(22)  )  ou       ç  =  vF^^'  V^'  -  >'% 


ou       9  =  ^Ib^  -  l''  v'c*  -  À*, 

suivant  que  À  surpassera  c  plus  grand  que  b,  ou  sera  compris  entre  c 
et  b  ,  ou  sera  moindre  que  b. 

Ces  trois  cas  différents  conduisent  aux  familles  connues  d'ellipsoïdes 
et  d'hyperboloïdes  isothermes,  représentées  par  les  équations 

x'  y-  z*  X-  }'  z'  X-        \  y-  z'      


X'— é' 


où  X>c>X,>è>/.2>o),  et  sur  lesquelles  la  température  est  exprimée 

///Il 
— ,  9  ayant  l'une  des  formes  (au) ,  ou  par 

Tune  des  transcendantes 

Ç^  dl  ^  _  r-  rf).,  _  r^-  dl. 


FIN    DU     HUITIEME    VOLUME. 
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x*^ 


r    ..  fc   .   »4 


..•■*^^;ft 
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